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SUPERFICIES  CURVAS 

A  U  C  I  O  K  E 

CAROLO    FRIDERICO  GAUSS. 

■     60CIETATI     REUI.VE    UQLATAS    D.    8.    OCTOB.  1827' 

1. 

]3isc[ui»tioaM>  in  ̂ ibus  de  dirMftonibu»  ▼ariafum  vMtatam  iii 

apatio  ngitn^i  plentni^uo  «d  luius  poHpicnitntis  ot  simplicitntis  lii. 

siigium  ouehuntur,  in  enxiltnm  Toeando  «nperficiem  «phnerieem 

mdio  =  1  ciree  contmm  Mliitiuinm  dewriptamt  oains  nngoU 

punetft  repraesentare  cenMbuntnr  direetiones  reeteriim  rsdiis  sd 

illa  termiastis  psrsllelsnim*  Dnm  ̂ s  omnium  pvnctoram  in  aps* 

tio  por  tret  coordinstss  determinatur  •  puta  per  distaiities  a  tribus 

plants  fixis  inter  «e  normalibus,  ante  omnia  ooiuidiirandao  veniunt 

directiones  satium  liis  planis  normslium:  pnnets  svperficjei  sphao* 

rieae,  qnae  bas  direotiones  repraesentant ,  per  (1)*  (2)i  (3)  deno- 

tsbimns;  mutua  igitnr  liomm  distantia  erit  quadran^  Getemm 

axium  directiones  ▼enns  oas  psrtes  aocoptas  soppmiODuSf  versns 

quas  eoordinatae  respondentes  creicunt. 
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2. 

HmmI  tmililt  «rit,  quasdam  prop<MitHmes ,  quf  ia  huhlMloA 

qnaMtionibvf  vmim  freqnmitom  offeniiil«  liio  m  coiHpeetnm  prodiaoero* 

.    I.  Anguluf  inlor  doM  roclM  m  MouitM  monimratur  por 

aroum  inter  puneta,  quM  in  Miperfido  ̂ phneriM  iUnram  diiootioni* 

bus  rMpondenU 

II*  Situs  cuiuslibot  .planl  repmMontari  potost  por  circulum 

moximum  in  siiporficio  •pburiM»  ottius  pltnom  illi  e*t  porellelum* 

IIC.  Angttlitt  inter  dno  plenn  toqnalie  ott  engnlo  spbaorioo 

inter  ̂ roulos  maximos  iU*  topraoMntantM^  ot  proin  otiam'  por  ar* 

oum  inter  borum  cireulorum  masinMirum  'potos  intorceptum  monsiH  ' 
ratur.  Et  pOfindo  indtnatlo  reclao  ad  phnum  mensttratur  per  ar- 

cam«  n  puncto ,  quod  respondot  diroetioni  rectae »  ad  eiiculttm  ma- 

xiinum,  qui  plani  situm  repraosontat ,  normaliter  ductom* 

IV.  Donotantibus  y,  x\  y\  z  coordinatas  duorum 

puoctorttmt  r  oorondem  distantiam,  atque  L  punctum,  quod  in  su- 

perricie  sphnerica  repraeseatat  diroctionom  coctao  a  puncto  priori 

.  ad  posteriu*  duotae »  ecit 

«'  s*  jc  +  r  cos  (l)  Z/ 

y  =  ̂   -I-  r  co»  (2)  /y 
r'  =  «  -J-  r  cos  (3)  £, 

V.  Hino  facile  MquUnr»  babori  generaliter 

noc  oon»  deaolanto  U  quodoonquo  ̂ iud  punotttm  snpotficiei  spbao* 

ricae»  esse 

CM  (i)Zr  .cosCDi;'^  CM(2)X».0M(2)I#'  CM^d^/^.CM^d)!/ =  CM  Lll, 

VI.  J  iiEOHSMA.  DtnoUmtibuB  L",  L*^  quatuor  pnn- 
cta  in  stiperficie  tphMnUf  atqmt  A  angtilitm,  quem  areus  LL\ 

L  L'"  in  puncto  concurvu*  mi  Jormant,  erit 

emLL\  CMi'Z,'"— cMZrX,*^  cwL^L"  ̂   mnLV,  siaL^Zrr  cm^ 
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Demonstratio.   Denotet  litera  A  insupei:  puncluia  conounus 

jpWBlt  sUtuaturque 

Jt^U  AU^i,  AV^f^  AJWr^r 

HabeiDiu  ita^e: 

eomLIf  s  eos/.qos/'  4^  iinlnn^  wmA 

tsMlJir  —  eoBietMf  +  Bint*  uni^  cmA 

cot£.ir  s  cosl  co»r      unt  An/^  ea%A 

eoeX/Zr*  =:  wi vmf  im/'  w^A 

ot  proio 

cotZr  U*,  tMUV — cmLU^,  toe  Ulf  s  coi  j/(<iosl  oot^sin/dn/* 

+coft<  000  /^einlsin       ooa  rcoi  funiAniT — cdo/cosrsinf  atn 

s  coi^i  (cosf  rin/  —  sioleoi/)  (ootriio/*— > iin/^Mn/^) 

SS  OOi  j#.8in(/  —     .  sin(/"'  — 

rr  cos  A.AnLU  .  sin  Zr*Z**' 

Cetertim  qu  im  itiJe  a  puncto  y/  liiiu  raiiii  vlritisque  circiili  tiiaxi- 

ni  jiruficiacaiitur,  duo  quideni  iln  an^uli  foMnaiitiir,  quoi-tini  ai:er 

alterius  coniplementum  aJ  j,SO°:  sed  analyiis  nusira  moiiilral ,  eos 

ranios  adoptandos  esse  ,  quorum  directiones  cuni  slmisu  pro^ressionis 

a  puu;  to  /,  h' ,  ct  a  puncto  Z.  "  ad  Jj"  consetilainl ;  tjuibus  in« 

tellcctis  .suiiul  palet,  quum  circuli  maxinii  duubus  punctis  concur- 

rant,  arbilrarium  esse,  vtrum  eligatur.  Loco  anguli  y/  eliani  arcus 

inter  polos  circulorum  maximorum ,  qnorum  partes  3unt  arcus // /y'^ 

Jj'jj'\  adhiberi  potest:  manifeslo  autem  polos  tales  acciperc  opurUt, 

qui  respcctu  horum  arcuum  similUer  iacent,  puta  vel  vierque  polus 

ad  dextram  iacens,  dum  a  L  versus  U  at^ue  ab  JL"  verauji  Jj" 

procediuius,  vel  vterque  ad  laeuam* 

VII.    Sint  //,  //',  L"  tria  punctt  in  supcrficie  sphaerica,  stip 

tuamusque  breuitatis  caussa 

cos(l)Z/  =  X,   co8(2)/v  =       cos(3)//  r=  z 

cos(l)/v'  =  .t',  cos(2)^/  =  y,  co8(3)/'=  2' 

cos(i)/»"=  .t",  cos(2)//"  =  y',  cos(3)/»"=:  z" 



6  CAaOLl    FaiDEBICI  GAU5S 

nee  bor 

«/jT  +  it/z  +      —  xfi  —      —  «y*  =  A 

Dttsignet  X  polam  cireuli  roeximi»  cuius  pen  ett  erciu  liJJ^  et  qut* 

dem  eumf  qui  respectu  huiue  ueus -eimiliter  iecet«  ec  puiietum  (l) 

reepeetu  «rcus  (2)  (3)*    l^ue  erit»  ex  tlieoremete  preeeedente, 

y«  =  ooe(l)X.ein  {g[){^ikikLlIt  eiue,  propier  (2)(3)s90^ 

ys'  ̂       =  €oe(l)X .  iin  LVt  et  perindo 

«i'  —  «'»  s=  oos(2)X .  «in  ZrZ.' 

»y  —  »>  =  eos(3)X  .  «i»  hJJ 

Multiplicando  bes  ae^tiones  resp.  per      y*,  ̂   et  «ddendo»  ob- 

tinemus  ediumeoto  theorcmatis  seconiU  in  /^prolati 

lam  tres  cesns  sunt  distinpiendL  Pirimo,  qMotics  U*  iaeet  in  eodem 

eirouilo  maximo  euins  pets  est  arous  LL\  erit  XL"  s:  90*>  adeoque 
A  =  0*  Quoties  vero  iacet  extra  ctrcolom  illum  maximum» 

ndettt  casus  $ecuadu9,  si  est  sb  eadem  patte«  n  qua  est  X,  UriuM»^ 

A  ab  oppouta  t  in  bis  casilms  poncln  Lt  JU*  V*  brmabnnt  trian- 

gttlttm  spbaeiricum,  et  quldem  iaoebnnt  in  casu  secundo  eodem  or- 

dine  quo  puncts  (i),  (2)>  (3),  in  casu  tertio  veio  onlinc  opposito. 

DeDOtando  anguios  illius  triangnli  simplicaler  per  Tj  ,  IJ,  atque 

perpendiculum  in  superficie  sphaerica  a  puncto  L"  ad  latus  LL' 

duetum  per  pt  erit  sin  p  =  sln  .  siq  LL"  ̂   sin  L'  .  sin  L'L"y 

atque  XL"  =  QO^  =;=  />»  valente  signo  supeiiori  pro  cesu  secundo, 
inieriort  pro  tertio.    Hinc  itaque  colligimus 

:fc  A  ̂   sin  L  .  sin  L  U  .  sin  L  L"  zr  sio  Z/  •  sin  LlJ .  t&i^UL^ 
^  sat  L  %  sin  LL  .wmL  L 

Cetemm  manifeato  casus  primus  in  aecundo  vel  tertio  comprebendi 

censeri  pctest,  nuUoque  negetio  pet^idtuif»  A  exliilme  sextu* 

plum  soliditatis  pjramidis  inter  puncta  L,  L',  If  ntque  centrum 

spbaerae  formatae.  Denique  bine  fwillime  colligiturt  eandem  ex« 

pressionem  d:  |>  A  genenditer  ttprimere  soliditatem  cuiusnis  pyra- 
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midis  inter  initinm  ooordinttaniiii  fttque  puncta  c[uoruoi  coordina* 

Ue  sunt  X,  y,  z\  x,  j',  z  ̂       y'\  z\  conteota*. 

3. 

Superfides  coroB  epud  punetund  A  ia  ipsa  aituiB  ouraatara 

eoBtiouft  gandeio  diciturt  «  direetiones  omnium  recterum  al»  ̂   «d 

'  omuia  punctu  auperliciei  ib  A  Infinite  punim  di«tantiu  ductarum  in- 

finite  pamm  ab  vno  eodem^ue  plano  per  A  tnuMRente  defleetUBturt 

Jioe  planum  auperfieiem  coruam  in  puneto  A  tangtf  dieitur.  Quodd 

Imiq  eottditioiii  tn  aliquo  puncto  aatiafieri  Ofe^ti  continuttaa  cunia- 

torue  lue  interrumpitur,  vti  e.  g«  eueait  in  cuiptde  oont.  Ditipti- 

ntionea  praeaentea  ad  talea  superncies  curuas,  toI  ad  taka  snper- 

fieiei  parteCf  restrlngentur^  in  quibus  contaouitas  curuatuiae  aullibi 

interrumpltur.  lilc  tantumniodo  obseruamus,  metbodM,  quae  posi- 

tioni  plaai  taB|raitIs  determinaadae  anceminnt,  pre  punolic  aiogulaci- 

bus,  in  quibus  continuitas  curuaturae  interrumpitltrt  vim  auam  pes» 

decet  ot  ad.andetecminata  perducere  debere* 

4. 
Situs  plani  tangentis  commodissimo  o  situ  rectae  i])sl  in  puncto 

A  normalis  cognoscitur,  quae  etiam  ipsi  superficiei  curuae  nurnialis 

dicitur.  Directionem  huius  aormaUs  per  punctum  Lt  in  superilcie 

i^Itaerae  auxiliaria  repraesentabimus ,  atque  statuemuc 

cos(l)/-       A,  cos,2)/-  —        cos  (3)     =  Z; 

coordinatas  puncti  per  .r ,  y ,  z  denotanius.  Sint  porro  :r-^djVf 

y  ̂  y  ̂   z-\-iiz  coordmatae  alius  puncti  in  superficie  curua  yl']  ds 
ipsius  di^taiitirt  innnite  parua  ab  jf\  denique  K  puncluni  superficiei 

aphaericae  repraesentans  directionem  elementi  AA',     Kut  itaque 

d»  s  d«.cos(i)\,       =  d«.co8(^)X«  dc  ss  d«.cos(3)\  . 

et»  quom  ecM  debeat  \L  s  90S 

Xeoc(l)X  +  reee(2)X  +  Zw{^^\  s  0 
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E  eovbiiMtioM  hanun  teqitatioiiiiai  «kriuMirai 

DiuMi  halMiitiir  methodi  ̂   goMralat  ad  •xhib«ii&UB  indolem 

Mipwfidei  ounmo^  Mothodus  prima  vtitur  oo^uatioiio  inter  ooordi» 

mtas  «9  m,  ̂ oom  roduelam  oom  suppoaomua  ad  formnm  ̂ r;0» 

tM  ̂ orit  hniotio  indotocminatatam  jr,  s.  Sit  difforaatialo  oom- 

plotum  functionii 
d^sPdx      QAy  ̂   Rdz 

•ritque  in  superncie  curaa 

Pdx      Qdy  +  Rdx  s  b 

Ot  l^in 

Pcoi(l)X  +  <?ooa(2)X  +  itoot(a)X  =  0 

Quom  haoo  acfaatio»  porindo  vt  oa  ̂ m  nipra  atahilinimna^  vap 

lora  debeat  pro  direotiouilnia  omninm  olomoDtomm  d«  ia  auporfido 

outiM  i  boilo  ponpiciommb  X,      Z  proportionaloa  oa«o  dobora  ipaia 

P,Qt  proin,  qaam  8at  XX  +        +       =  l ,  orit  vol 

 P   Q 

iTiPP-^QQ-^JtM^'  ̂ ^ViPP  -^QQ  +  XR/ 

«el 
V{PP+  QQ+  RB^ 

^  _  —  P    :  ̂   —  o 

"~  ViPP  +      +  RJty  ̂   "^yriPP-^-Q^^TRRf 

VC-PP  +  <?(?  +  ilil) 

Methodttt  teunda  aistit  ooordinatae  in  forma  lunotionnm  dua> 

rum  variabilium  Snppoaamut  por  difforaatiationem  hanim 
functiottiim  prodtra 

dx  =  adp  +  a'd^ 

dj^  =  bdp  +  A'dy 

d«  =  cdp  +  c'df 

V.. 
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quibus  valoribus  in  formula  snpra  «lata  substUutis  obtinemus 

(oA"  -j-  br  +  cZ)  dp       («X  +      r  +  cZ)       =  0 

Qaniii- liaec  aeqtiatio  locum  habere  d«beat  independenler  a  valori- 

btts  differentialium  dp,  di^ ,  inanifeato  eMe  debebit 

■ 

vnde  eollighniii^  X,  Y,  Z  proportionalet  eaw  debere  ̂ neatilatUMiB 

hif  —  cV,  ecl  —  ac  ,  aV-  —  'btl  ■ 

Slatuendo  itaqtie  Iireuitutis  caussa 

^{,{bc-^cby  +  (ca  —  ac)«  +  (aA'  —  fta*)»)  =  A 
erit  vel 

*         bc*      cb*   ca'  —  ac*         a6'  —  ba' 
x=     2     ,  r_  -—,z= 

vel  .  ' 

■  cb'  —  fcc'  „  ac  —  cf/  „  ̂ a'  —  ah' 
X=i  7  .  Ys  T  ,  Z  =  

Ui»  daabn»  metliodia  generalibna  aeeedit  tcrtktt  vbi  vna  ooor* 

diaatarum,  e.  g.  z  pxhibetur  in  forma  fnnetionia  reliqnanim  x,  y: 

baec  methodus  manifesto  nihii  aliud  est,  nisi  casus  specialis  vel 

methodi  primae ,  vel  secundae.    Quodsi  liic  atatuitor 

dz      tdx  -i-  udy 

ertt  vel 

V(i +  «  +  V(i  +  i<-4-i*ii}  %^(i-i- //  +  ««) 
vel 

 <   u   —  1 

t^(l  +  « ««)•  ̂     /(1  +  II ^*"V(H-  II  +  «») 

6.  - Duae  aoltaiones  in  art.  praec.  inaenlae  manifesto  ad  pnncla 

superfici^i  sphaericae  oppos.ita,  iioe  ad  direotionea  oppositas  refe* 
B 
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rtintur,  quod  cutu  rei  natura  quadrat,  quum  normalem  ad  vtramuls 

pUgam  superficici  cuniae  ducen  lioeat.  Quodai  duas  plagas,  sa. 

perGciei  contiguas,  int«r  (M  difliiigiiAV»»  alteravqm  •xtOTittr«m  al- 

teram  intatloMm  ToeaM  plaoatt  atiam  Ttriqna  iioitaiali  mam  tolii- 

tionom  rilo  Iribaero  lioobit  adiomo&lo  thooromatis  in  art.  2  (VII) 

oiroiolit  simutalqno  critorittm  «tabilitum  Ml  «d  plagam  altoram  ab 

alteca  distinguondam. 

la  metliodo  prima  talo  erilortom  potoiidnm  orit  a  sijgno  valo- 

fia  qoantitatia  H^»  Seilieet  ̂ niMaliler  toquendo  anperfidea  conia 

•aa  ̂ atii  partes»  in  gutlmf  valorem  positinum  obtinet»  ab  iia 

^irimeti  in  ̂ ibns  valor  iptiita  /F^  fil  ne^tinns.  E  dieoremalo  illo 

Toro  facilo  eolUgitort  ri  ̂   valorem  poaitinum  .obtineat  ▼orsus  pla- 

oxteriorom»'  normalisquo  oxtrofsom  diacla  oimcipialnr»  soluti- 

onem  priorem  adoptandam  ease.  CetonHn  in  quouii  casn  bcile 

diiudicabitur,  vtrum  per  suporfidem  int^ram  eadem  rogulo  roqw* 

Ctu  signi  ipsius  TV  valeat ,  an  pro  diuersis  partibns  dtuersae :  quam- 
diu  courncientes  P ,  Q ,  R  valores  finitos  habent,  nec  slmul  omnea 

tret  Pt»ane5M:unt ,  lex  continnifalis  vicissitudineni  vetahit. 

Si  nicthotlum  secundjin  ,spr|(iimur  ,  iti  .siipfriicie  curua  duo  sjr- 

stemata  lincartim  cunia.iun  co^eipere  possumus,  altenim,  pro  quo 

j)  est  variahilis,  q  constatis;  alterum,  pro  quo  q  variabilis ,  con- 

stans:  situs  mutuus  liuruin  linearum  respectu  plagae  exterioris  tleci- 

dere  dohet,  vtrani  salutioneui  adopUre  oporteat.  Scilicet  quofiea 

tres  lineac,  puta  ramus  lineae  prioris  systematis  a  |Juncto  A  profi- 

ciscens  crescente  ramns  posteriorls  systemstis  a  puncto  ̂   egre- 

diena  crescente  </,  atc[u«  normalta  venus  plagam  exteriorem  ducta 

•imUiUr  iaeent,  vti  iado  ab  origioo  abaeismmm»  axea  ipsamm 

te,  g  resp.  (e.  g.  ai  tnm  o  tribus.  lineia  tUia,  tum  e  tribiia  bii^ 

prima  rinistrorsumt  aecnnda'deztrorsom»  terlia  suraum  -direcla  .eoa- 
cipi  polest).  aoltttio  prinw  adoptari  debet;  quotiea  aotem  ritus  mu- 

ttraa  trium  lineanim  priomm  opporitut  eat  atui  mutao  axiom  ipsarum 

»tytt%  aolulio  cecunda  valebit 
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In  methodo  tertU  dicpidttndim  Mt»  vtruin^  daoi- 1  ucrMiMi- 

tuin  positiuum  accipit,  inaDMilibiit  ti  tlk  y  imuimtit,  tnuiritns  fiat 

vamu  plagsD  •xtiMiomB  an  intnriornni.  Li  «asu  priori ,  pro  nor» 

mali  oxtronnni  ̂ Urootat  tolntio  prinw  valott  in  potlBri«Mrl  aocnnda. 

6. 

Siouti»  por  tniiMktain  diroeti<Miom  BonBnlit  ia  iuporficiom 

enrflnm  ad  tuperfleiein  sphaerae,  cuioif  ponoto  dotOfminBlo  prioris 

aiiperficiel  respondet  punctiifti  determinalum  in  posteriori*  ita  etiam 

qitaptits  rmea,  vel  quapnis  flgura  in  illa  rcpraesentabltur  per  lineam 

vol  fii^nram  correspoTideritem  in  hac  In  cumparalione  duaruoi  fi- 

gui  t  iiiu  hoc  niodo  sibi  mutuo  correspondentium  ,  qnarum  altera 

quasi  iniago  alterius  erit,  duo  momenta  sunt  rospu  ic uda  ,  alterum, 

qiiatenn<;  <;o1a  quantitas  consideratur ,  altenitn  ,  cj  i^iiMuis  abvtrahendo 

a  relaUoiiilius  quanlituUuis  soliim  situm  conteinpLunir-. 

MoiniMitum   yirimnm  basis  ent  quarundam  noliorinni  ,    qua»  in 

doctrinam  de  superliciehus  curuis  recipere  vtile  vidctnr,  Scilicet 

cuilibet  parti  superficiei  curuae  liniitibus  dcterininati^  cinctae  cur- 

vaiuram  totalem  seu  i/ifc^ram  adscrtbimus,    quae  per  aream  figu- 

rae  illi  in  superficie  sphacrica  respoailentem  exprimetur.     Ab  hac 

curuatura  intcgra  probe  distinguenda  est  curuatura  quasi  specifica, 

quani  noo  mensuram  euruatunm  Tocabimns:  haec  posterior  ad  punc 

eturtt  aopoffieioi  rofjBrtor»  ot  donotabit  qnotiontom  ifu  oritur*  dum 

curoatura  tntogra  olomonti  anporfioialia  puocto  adjaoontis  per  aroam 

ipsius  olomonti  diuiditur,  ot  proin  indioat  rationom  aroarum  infinito 

pamarum  in  suporficio  ouma  ot  in  tuporfioio  sphaorica  aibi  mntuo 

rospondontiuD.    Vtilitas  barum  innouatioaum  por  oa«  quao  in  po> 

stonim  a  nobis  oxplicabuntur»  abundo,  vt  qperamus»  mnciotur.  Quod 

vofo  attbot  ad  tormiaologiam»  imprimis  prospiciondum  omo  doxi* 

mus»  vt  omnis  ambiguitas  areoatuTt  qnaproptor  haud  oongruua  pn> 

tauimus,  analogiam  torminotopao  in  doetrina  do  linois  curois  planis 

Vttlgo  roooptam  (otsi  noa  ommbns  probatam)  atricto  soqui»  seoun- 
B  2 
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dun  qvain  mttnnini  curnfttani*  «iiiplictt«r  i^udira  debtiiaict  cumatonii 

curuatura  integra  auten  ampUtudo,  S«d  qutdiii  in  xtthu  fiicilaa 

easn  licamta  dummodo  >«•  non  aint  inanMa  neqoo  didto  iDterpre- 

tationi  erroneae  obnoxia? 

Situs  figurae  in  «uperfieie  aphaerica  yel  similis  esse  potect  sttui 

figurae  re^ndentia  in  aopcrlioie  cunia^  vel  oppositus  (tnuereu*); 

cuua  prior  locum  liabct»  vbi  binae  lineae  in  auperficie  cuma  ab 

«odem  puncto  directionibus  inaequalibna  aed  non  oppoaitis  pro&ci^ 

centei  repcaesentantur  in  cnperficie  apbaerioa  per  lineaa  similiter 

iacentes  t  pnta  vbi  imago  Jltneae  ad  dextram  iacentis  ipsa  est  ad 

dextram;  casus  pcMterior,  vbi  eontrarium  valet  Hos  duos  casus 

per  signum  mensurae  curuaturae  vel  positiuum  ve)  negatiuum  distin* 

guemus.'  Sed  manifesto  baeo  dtstinctio'  eateniu  tautun  looum  Iia* 

bere  potest»  qnatenus  in  vtraque  superficie  pla^m  dcterminatam 

eligimus»  iu  qua  figura  concipi  debet«  In  sphaera  auxiliari  semper 

pUgam  exteriorcm,  a  centro  auersami  adbibebtinus:  in  snpcrflcie  cur- 

va  etiam  plaga  oxtorior  siue  quae  tamquam  exterior  consideratur, 

adoptari  potest^  vei  potius  plaga  eadem,  a  qiia  normalis  erccta 

concipilur;  manifesto  enlm  rej^pcctti  similittidinis  ngtiranim  niliil  nm- 

tatur,  &i  in  siipfrflrif»  ciinia  tum  figura  a<l  plaj^cini  ojipositain  traiis- 

fertttr,  tuni  noi  iuali.s ,  (Iiiiiiinodo  ipsius  imago  semper  ia  catleni  pla- 

ga  »upcrliciet  sphaericae  depingatur, 

Signum  positiuum  vel  negatittum ,  quod  pro  dttt  figurae  infinite 

pamae  metuurot  curuaturae  adscribimus*  etiam  ad  curunluram  in- 

tegram  figurae  finitae  in  superncie  curua  extendimua.  Attamen  si 

argunientum  omni  gcneralitate  atnpltcti  suscipimus,  quaedam  dilu- 

cidationes  requiruntur,  quas  hic  hreuiter  tantum  attingemus.  Quam- 

diu  figura  in  superficie  curua  ita  comparata  est,  vt  slngiilis  punctis 

intra  ipsani  jjnncta  (litier^n  in  snpcrficie  sphaprica  rf-poiuloaut  ,  de- 

finitlo  \lteiiori  explicatioiie  non  indiget.  Quoties  autcm  conilitio 

i&la  locum  non  habet,  necesse  eriti  quasdani  parles  rigurae  to  su- 
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perficie  sphacrica  bis  vel  pluri«s  in  computum  dueere,  vnile,  ptb 

situ  simili  vel  opposito,  vel  ■eeniiralitio  Tel  dfttniotio  oriri  pot«rit« 

Simplicissimoin  erit  in  lali  easu,  riguram  in  superficio  eurua  in 

partea  talM  dinisam  coneipere^  quae  singulae  pcr  se  speetatao  eon- 

ditioni  illi  aatbfaoiant,  singulit  tribuero  euruaturam  suam  integram» 

i|naDtilata  per  aream  Bgnrae  in  superfieie  spliaeriea  ̂ espondentis» 

ttgno  per  situm  determinatis»  ac  deniqno  ligurao  toti  adsortbere 

cumaturam  integram  ortaui  per  additionem  ounuituramm  integrn« 

rum  t  quae  singulis  partibos  respondent.  .Generaliter  itaqne  eurua- 

ttira  integra  figurae  est  =/fd(r»  denetante  dcr  elementum  areao 

figurae»  h  mensuram  coruaturae  in  quouis  puncto.  Quod  rero  attineC 

ad  repraesentationem  geometricam  huius  integralist  praecipua  huius  rei 

momenla  ad  sequentia  redeunt.  Peripheriae  fignrae  in  superfioie  curun 

(sub  restriotione  art.  3)  semper  respondebit  in  snperficie  sphaerion 

lioej  in  se  ipsam  rediene.  Quae  si  se  ipsam  nuUibi  intersecat»  totam 

soperfielem  sphaerieam  in  duaa  partes  dtrimet,  ̂ uamm  altem  ro- 

spoodebit  figurae  in  superfieie  eoruna  et  euius  amn»  positino  vel 

aegatiue  acoipienda»  prout  respectu  peripheriae  soao  simiUter  iaoet 

▼t  figitm  in  superfieie  onron  reqiectQ  suae»  Tel  inueiso,  exhibehit 

posterioris  enmaturam  integram.  Quoties  ▼era  lineo  ista  se  ipsam 

aemel  vel  pluries  secat»  eshibebit  figuram  complioatam»  oui  tamen 

nrea  eerta  aeque  legitime  tribui  potest,  .ao  figuris  absque  nodis» 

liaeequo  area,  rite  intelleetat  semper  valorem  iustnm  enmaturao 

lotegrae  exhibebit  Attamen  Tberiorem  huiua  argnmenti  do  figuris 

genemlissime  eoneepcia  expositionem  ad  aliam  oocarionem  nohts 

Mseniare  debemua,  • 

7. 

Intiestigemus  lam  formulam  ad  exprimendam  mensuram  curua<* 

turae  pro  rjoouis  })uncto  superficici  curuae.  Denotante  dfl-  aream 

elemenli  hm  is  Mjpi  ifi^iei,  /Ac  erit  area  proiectionis  hultis  elementi 

in  planum  coorUtiiatarum      ^  i  etpertodea  si  dS  est  area  elementi 
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retpondmtU  in  •n|»«fffioi«  «pbtMioa,  «rit  ZdS  lum  proioctionii 

ad  idem  pltttum:  tigpum  poritiiMim  iM|^tiumii  ipaiat  Z  varo 
indicabit  «itum  proioctionis  •imilom  vol  oppositnm  fHiil  olommitl 

proiaetis  motiifofto  Itoqno  illoo  proiootionot  oondom  rttioiiom  quood 

qaontitttom»  limulquo  eandeni  relationom  quoad  ritnm»  intor  to 

tooont»  Tt  olemontt  iptt.  Gonitdoromnt  itm  olomontum  trttngnltro 

ia  •nperlioici  oumt,  •nppontmufquo^eoordlatttt  tiium  puaoioramr 

quto  formtnt  ipitu*  jiroioetioaom»  omo 

«  +  d«,  ̂   + 

Dupltx  aroa  liuiu^  tritngnli  oxprimotur  por  formultm 

d».J[y  — '  dj.^je 

ot  quidem  in  forma  ̂ itiut  vol  negttiut,  prout  sltus  lateris  a  pun- 
oto  primo  td  tortiom  respectu  Itterit  t  poncto  primo  ad  secundum 

timili»  Tol  oppoeituB  oat  titul  axit  coordiBattiiim  y  respectu  nxts 
coordiaattmm  «. 

Perindo  tl  coordinatto  trium  punetorum,  quae  fomant  pro- 
icotioaem  elementi  retpoadeatie  in  tuperficie  spliaerica,  a  centro 
•pliterBe  iucluittae,  tuat 

X  +  dJT,  r  +  d  r 

•  X  +  ̂ x,  r  +  Jr 

duplex  area  huius  proiectionis  cxprimetur  per 

dx  .     —  dr  . 

de  cuius  expressionis  signo  eadem  valent  qoto  «uprt.  Quoclrca 
mentura  curutturae  in  hoc  loco  superliciet  curttto  orit 

i - ^^^^  —  ̂ y  \X ""^  tl  .r  —  tl  V'  . 

Quodsi  iam  supponinius ,  indolem  superfioiei  cumto  dtttm  fmo  ae* 
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cundum  mod  tji  iprtiuin  in  art.  4  consideratuni ,  LaUebuntur  JL  et  V 

ia  forma  functionuin  qiiantitatum  Xf  Y»  vnde  erit 

SulMlittitH  hu  viloffibntt  «iprMno  pM«c«deiis  Cnmsit  id  hmcz 

-©(^)-(feO© 
Statnendo  vt  fnpr» 

d*        •  dy 

at^ue  insupor 

ddx  ddz  ,  ddz 

dl^  ~       dlTd^  "     '  cT^  ̂  

«ue  d/  =  Tdx  +  t/d^,  du  —  Udx  rdy 

hiiSmam  cx  formulis  supre  datis 

—        Tsz  —  uZ,  (1  +  II  4-  =  1 

at^e  iiinc 

dX=  —  Zdi  —  idZ 

d  r  =  —  Zd«  —  wdZ 

(i  +  "  +  uu)dZ  +  if(^dl  -J-  tfdtt)  =0 

dZs  .  Z>(ld<  +  itdit) 

dXs  ̂   ̂ (l  +  ttii)dl  ;t.  Z^lltdlt 

dr=  —  Z*litd/  —  Z*  ii^f  i)du 
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=sZ»(-(l  +  »»)3r+  <«0 

~  =Z»(-(l  +  »»)cr+  mr) 

U  j 

'  ̂   sZ»(<»r-(i+«)£0 

^  
(1  +  «)^ 

quibus  Taloribua  in  «zpnnrioiie  proocodoBto  mibMitntit,  prodit 

(1  +  + 

Per  iJoneam  clectioncm  initii  et  axium  coordinatanim  facile 

offici  potest,  vt  pro  puncto  determinalo  yi  valores  quantitatum  /,  ?/, 

r'  euancscant,  Scilicet  duao  priorcs  conditiones  iam  udimplentur, 
si  [  lanum  tangens  in  hoc  puncto  pro  plano  coordlnatarum  .v,  y 

adoptatur.  Quartun  initium  si  insuper  in  puncfo  ,1  culiocatiVt 

manifesto  expre.ssio  coorduiuldi  iiui  r  adipiscitur  iurmam  talem 

Tbi  Ll  erit  ordinis  nltioris  quam  secundi.  Mutando  doin  titxm 

axium  ipMmm  x,  y  angulo  M  tali  vt  biibeatur 
2 

teAg  2  Jir  ̂   Yo  —  f  o 

facile  perspicitur,  prodituram  esse  aequationem  huius  formae 

quo  pnoto  otiom  tntioo  oonditioni  Mtiibeiam  «tt.    Qnibui  ito 

ctis,  potot 
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I.    Si  stiperficies  ciirua   seoetur  plano   ipsi   normali    vt  pcr 

axem  coordinatarum  x  tran^euDte^  oriri  curuam  planam,  cuuts  ra* 

dine  oiniatitiM  ia  pwisto  ̂   ii«t  =  -^t  eisiio  pooitiiio  toI  bo^ 

tiuo  indicante  concauitatem  vel  conuexitatem  ver&us  plagam  c<im, 

veitus  quam  coordinatae  z  sunt  positiuae* 

1 

IL  SiuitU  modo        «rit  ia  |Wiicto  ji  ndius  euniotunM  cur» 

▼ao  ploiioet  qoio  oritur  per  foelioMiii  Mpoificiei  eufaooeiim  plano 

per  ssea  ipeMnam  y,  z  tnuMeunte. 

Itl.   Statuendo  »=r  ooa^»  ̂   =  rrin^«  fit 

«  =  i  (T  cos      +  ̂   eiii  ̂ *)  rr  +  12 

vnde  colUgitara  ai  eectio  fiat  per  planum  fluperficiei  ia  .^.iiormalo 

•t  oum  axe  ipsamm  x  angulum  ̂   elBdeiia«  oriri  camMm  plmiBmf 

Cttitt»  ndiuo  ounietame  in  panoto  ̂   oit 

^  1  

~  Tco9(p*  -I-  A^ain^* 

■  IV.  Qlfoties  ita<j[uc  habetur  T  ̂   radii  curuaturae  in 

ciiru  tis  |)lanis  normalibus  aequaies  erunt.  Si  vero  T  y  siint  in- 

uetiuales,  manifeituiii  est ,  quum  -\-  /'sln^'  pro  quouis 
valore  anguU  ̂   cadat  inira  T  et  /  ,  radius  curuaturae  in  sectioni- 

l>ui> prlncipalibus^  in  I  et  II  consideratist  referri  adcuruaturas  extre- 

nias»  puta  alterum  ad  curuaturam  maximam>  alterum  ad  minimam, 

•i  T  et  F  eodem  aigno  affectae  sint»  oontra  nltoiom  od  maximam 

oonuexitatemt  altecum  «doMxiiiMm  conctttitatemt  ri  et  «gni«, 

oppositis  gaudeant.  Hao  oonduiioiiet  omait  fero  oontinentj  qtuio 

ill.  Euler  de  eiiroatuni  •uperfieienmi  caruanim  primnt  doeuit. 

V.     IVleiisura  cutualurae  iujierficiei  ciii-uai:  ii»  puucto  >7  autem 

nanciscitur  expre&sionem  simplicissimam  k  —  Tl\  vnde  habemus 

Theohema.     Mensiira  curiiaturae  in  (jiioiiis  si/perjiciei  puncto 

aei£uaUs  est  Jractioni^  cuius  numerator  vaitas,  denominator  au- 
C 
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iMi  produeUan  ducrum  raeUomtn  mwmAara»  exlrmnonun  iu 

aeetiombut  ptr  pltma  normalia, 

Simul  pattt»  mennnmii  «iinMtiira*  fieri  pOMtitmm  pro  mpm» 

fieielms  caacmio-eoiieBuia  t«1  edouoxo-ooiiuexi*  (quod  4i«»rim«u 

Bon  oit  oaMBti«lo)f  nogotiutm  voro  |>ro  eoocoao-ooimoziM»  Si  mh 

porficio*  oottrtot  o  portibiit  Hriiuquo  gonoris»  in  e«mm  oonfiniti 

monmra  eumotnrto  ouonoteoitt  omo  dobobit.  Do  indole  suporfi- 

dorum  euruarum  toUum »  in  quiboe  moBMini  euruitiinio  vhi^o  ouof 

Mieitt  inlcft  pluribus  ogetnr* 

9.  - 

Formolo  generalis  pro  moB«or«  eumotumo  in  fino  ort.  7  pro- 

pofitB»  omninm  •impUeiflMiBB  ettf  quippo  quae  quinquo  tootum  olo- 

moBta  iniplicat;  od  megis  compIicBtom*  scilicet  nouem  elementa 

inuoluentero,  deferimuri  si  adhibere  volumus  modum  primum  indo- 

lem  superficiei  curuao  oxprimondi*  Retinendo  nototioneo  «rt.  4. 

insuper  statucmus: 

dd/r         ddrr       dd/r  • 

d«»  "  -     "dl^"  =  ̂ 

dy.dz  -        d^Td^  -  ̂*  diTd?  =  ̂  

ita  vt  fiat  '  ^ 

dP  S  f^dx  +  Jtdjr  +  Q^dB 

dQ  s:  JTdar  +  Q^dj^  +  i>^d« 

dR  s  (Td*  +  P^djr  +  ̂ dt 
p 

hm  quum  babootur  I  =  —  ~,  tBuoBimue  pet  differentiatioBom 

RJtdi  sz-^RdP+PdJlsziPQr^JtP^^dxi-iPP^-^JiR^^djr 

+  (PJl'-./Z(/')dr, 

sioo,  eliminata  dz  «diumento  aec^uatioois /'dx  +  Qdy  +  /idz  zzOt 
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—  PQIt  —  RRIt')dy. 
Pronus  unXh  moAo  obttnmni 

iZ>a»  ts.  iPRF'  +  QRQf^PQR^^  RRJSr^d»  +  (r^RRQT 

+  2QRP^^QQ^}fy 

Uiac  tlnqM  eoHigimufl 

jtt  7  s  ̂   JIJIP'  ̂   2PR(t  —  PPJI' 

Jl»  tr  a  PRP^  +  QJIQ"  —  PQJa'  —  JlJtir 

Jlt  r  :=  —  -RJJ^  +  2QilA' —  QC^jr 
SulutUiiciido  hot  Tftlorot  in  Ibnnuln  nrt.  7»  obtinonuc  pro  menmm 

cnruatumo  k  expressionem  symmetrieMII  •O^uenteillS 

{PP  +  QQ  +  /e/f)»/-  rr 

P P iQ  B'  —  -P"/^') -{-QQ  iP^It  —    V)  +  R    (^C>'  —  ̂'/?") 

+ 2QR  iQfS^ — -^-^PR  iP^R!'  -  W)  +  2PQ  {^U'  -  ii'J2") 

10. 
Formvilam  adhuo  magis  cunipli  ntam ,  puta  e  qumdeciui  ele- 

fnon!i*'  cuntlatanit  ohiuieiuua,  f>i  uiethudiun  generalem  secundanii 

indoiem  superficieruni  cui-uarum  exprimendi,  sequimur.  Magni  la- 

in<^n  momenti  est,  iiauo  quoque  elaborare.  Retiuendo  signa  art.  4» 

insuper  statuemus 

dd»  dd*  ^  ddjf  ^ 

-  P»  dp.d<y  d.7«  • 

dd£         ,     ddr  ,  dd_s  „ 

PraetoMn  breoilatis  caussa  fnGieinitf 

U  —       =  ̂  

—  ac  B 
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Prhno  obfMNMiBiMj  iHiWii  Mx  +  i?d^  +  Cdz  =  o,  »iue 

^  ̂         B  ̂  

=  —  *^  —  "5  ̂yi  qiialeni»  itupm  s  «pecUtiir  laai^paBi 

lunetio  ipMfuiii  »f  fit 

Porro  deducimiis,  ex  d.v  =  aip  -J-  adj,  dy  =  bdp  +  b'dq, 

Cdp  —  />'dx  ' —  (idy 

Cdq  =  —  />dAr  4-  adj' 

Hioc  obtinemus  diiTerentialja  completa  ipannuB  t,  u 

,   r^dA  dC\ 

(dB
  dC\

 
Um  si  in  hie  &miii]ie  «alwtitnimt» 

dA         '  •  -  ^ 

jj^  =  a  y  +  ea'  —  c'tf 
d^ 
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•t^e  pwpeiHlinius,  valores  differantMlium  d/,        sic  prodeuntiumi 

ntf^aales  esse  debere,  independenter  a  diff«rentialibus  d»,  dy, 

qmntitatibus  Tdx  +  Udy,  Udx      f^^y         iiUMiueani%  fMt. 

qnnadMn  tnm^niuitiones  satis  obuiac 

—  2aV/A6'  —  2^'Bbb'  —  2yC6A' 

aV6A  +  $"Jibb  +  y"Ci6 

+  ,^yi[ab'  +/;«')  +  j3  .»(a^'4-*« )  +y'C(aft'+fta') 

—  d'yfah  —  (i"  ]i  ab  —  •/'Cab 

O^SS  rt^a  a  +  /32fa  a'  +  yCaa' 

—  2aJaa'  —  2ffBaa  —  2y  C«a' 

+  «"-^aa  +  ̂ "^aa  +  y^Cad 

Si  itnqM  brmilntia  aiiiMi  «tatttiBUt 

+  ̂ 3  +  Cy  =  Z>  (1) 

jia'  -^-  Bg      C'/  ̂   ly  (2) 

AtT     Bff     Cy"  ̂    (3) 
fit 

C«  r  a:  1>h'b'  —  22y*6'  +  ZT^ft 

C»r/'s:  —  />a'*'  +  Zy(ay  +  bd)  —  /Ta* 

C»r=  IlaV  —  aX/aa'  +  ZTaa 

Hino  iniMiiiiniis,  •nolutiono  fncta, 

C^i^TT-  U  DzziDiy  —  I/iy)  (a  b'  —  b  ciy  =  (p iJ\0  )  c C 

•t  proin  iiormulain  pro  mei  "(ra  curuaturae 

Djy'  —  D'jy 
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11. 

Forauilae  moHo  inuentac  iam  aliam  superstruemus  ^  fjua 

fertilissima  theorenuitLi  in  docirin;!  de  superficiebus  Ourui#  ref 

estt    iulrudLic;iiiiUs  sffnieiiles  iiotdl ioiie*. 

•  .  iiu    -j  -  l>  b    -\-  c  c    —  1:^ 

aa  -{-  bl/  +  cc  ~  P 

a  a  b' b'  c  c  —  G 

aet  +  b^  +  cy  =  m  (4) 

aa   +  b^'  +  cy  zz  m'  (5) 

aa   +  blB"  +  cy^zsm"  (6)  ' 

««  +  +  c'y  =  II  (7) 

fl'ct'  +  //3'  +  c'y'  =S  »'  (8) 
6' 3"+   C9) 

jfji+BB  +  CCzsEG^PP^sA 

Lliu  iiir^iims  t'\'  aequationibus  1,  4,  7,  (pjantitates  /3,  y, 

fit  muUipucaiido  ilUs  per  i>c'  • —  cb  ,  b  L  —  cJJ»  cB  —  bi 
addendo:  ita  oritur 

{A{bc'  —  cb')  +  a{b'C—  ci5)  +  a'(cJ?  —  bi 

.    zz  D{bG  —  c6')  +  «j(/»'C  —  c  i?)  +  n{cB  — 
quam  aequatkMMfli  Cftcil*  tnmtfonnaiiMift  in  Iiaiic: 

^2>  =  fitA  +  fl(7iP —  mG)  +  «  (mF  —  »£) 

Simili  nodo  •limimitio  qwiiititatwn      y  vel  cct  j3  ex  iiidom 

qimtioiiibiM  suppeditat 

^/>  =         +  b(nP^mG)  +  b'{,nP—nr.) 

CD      yA  +  c{nP      mG)  +  ̂'(//il'' —  /i^) 

Mvltipltcando  bat  tres  aequationes  per  ct  \  /3"*  y '  ̂  «ddendo  obtine 

i)2r=(«a"+33"+  vv  J  A  +  m"{nF^  mG)  +  n" {mF—nE)...{ 
Si  perinJe  tritctamus  aefju;)tiones  9,  5,8,  prodil 

Aiy  =  tt'A  +  a{n'F       mG)  +  a  [rii  F  —  «'£) 

-BZy  =  /3'A  +  b{nF       m'  G)  +  h' {m  F  -  n  E) 

CD  =  y'A  +  «(«'/-  —      G)  +  QipiF  -  rt  i.) 
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qnilbtis  ««qoationibuf       a*  ff%  y  mulUplicatis,  •dditio  mtppeditat; 

D  D  -  [a  a  +  3' 3'  4-  y'  vO      -\-in{jiF—inL;)  ^  n  (niF-^  rt  £) 

Combmatio  huius  aequationb  cam  ae^uatione  (lO^  producit 

i?/>"  —  D'D'  =        +  /3/3"  +  yy"  —       —  3')3'— 

+  £(»'«' —  ««")  +  /•'(«'«"  — 2«' «'+'/»»")  +  G^mw^—jnm") 

dJK  d£         ,  dP       ,  dF 

dK      ,  _  »  _ 

=  *  17 '       *  d7 '     -  d?     *  d? 

dF         dE     ,         i\G     ̂   dG 

=  d5    *  dj  •  "  -  »     »  "  =  *  dj 
Porro  CmiIo  corOniMitnr,  habori 

aa  +yy  -«« -^^'-yy  -  5^-^^  =  -3^ -  -j^ 

"       *•  dg»        d/>.dy  dii* 
Qoodai  iam  has  «xprearioBoa  diuersas  in  fonnida  pro  inoiieiira  enf^ 

vataroo  in  fint  orC»  praec,  onita  subslituimus,  peruenimnfl  ed  fomiii* 

km  sequentem ,  e  solis  quantitatibus  Ft  Ft  G  mttfne  earum  qiUH 

tiontibiia  differontialibus  primi  et  secundi  ordinis  concinnatam : 

^dB    dG  dF  dG  dG«N 

4{EG^I  irk=IsQ^^    d?  -2       -  57  +  V  -) 

,  ̂dE    dG       dE    dG  AE  dP 

\dp  '  dq         tliy   ■  dp  ~~  ̂   dq  '  d<j dF     dF  dF  dG\ 

+       dy)  •  d^  ~2  dp  '  d^J 
dE    dG  dE    dF        dE ^ ^dE    dG  dE    dF        dE ^\ 

+  ̂  (vd?  •  dj       d?  •  dT  ̂ dVO 
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12. 

Qiniin  inddimte  fcabeBtur 

j)atet,  V  (TTdyj*  +  ̂ Fdp.d/j  4-  Gd</*)  esse  expressionem  ge- 

neralem  elementi  lincaris  in  siiperficie  curua.  Docet  itaque  analy- 

sis  in  art.  praec.  «xpUcatu,  ad  inueniendani  niensuram  curuaturae 

baud  opus  ciise  funnulis  finitiSt  £^uae  coordinatas  Xt  s  tamqiiam 

functiones  indetermiDatanun  /?,  q  exhibeant,  scd  sitfBoere  expres» 

atonetu  geuei«lein  ̂ vte  megmtudine  curatuit  ekmeati  lineerie»  Pro* 

grediemnr  ad  aliquot  applicetionae  Jbttiue- gimiimimi  tlieoremntit. 

SttppoMni»  enperfioiem  Boctrnm  onniem  oliplicnri  pomo  in 

nliam  fuperfieiem*  ciiniem  Mtt  plaaam,  ita  ouiiiie  pttaeto  priorie 

•ttperficiei  per  cooidinatas  x,yy  z  detoriniaalo  respondeat  punclnm 

determinatum  eiiperficiei  posteriorie»  oiiinc  coordinatao  eiat  x'3  y, 
Mapiteato  itaque  x\  y,  z  quof tto  «onMdeiari  pomttnt  temfoam  fttiip 

ctiooes  indeierminataram  p%  vnde  pro  olemento  V  (d/*  4-  dy* 

4-  dx'*)  prodibit  oxpremio  talie 

denotantibne  etiam  F\  &  fonctiottes  ipsarum  p ,  q.  At  per 

ipsam  notionem  fxpUcaiionu  superfieioi  tn  superfidem  patet,  ol»* 

mente  ia  Ytraqve  'superficio  oorrefpondentia  aocesaario  aequalia  esse^ 
adeoque  identiee  fieri 

^  =:  JT,     =       6  =.  G^.  . 

Formula  ileque  iirt  praec.  sponte  perduntad  egregium 

Theojsema,  Si  mperficies  ciirna  in  qitamcunqne  aiuim  si/per- 

jiclem  explicaturf  mensura  curuaturae  in  singniis  punctis  tnua- 

riata  moma. 
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Manifrsta  qiiOfjiie  qnaetiis  pars  fiiiila  siiperficiei  curtiae  post 

expUcationern  ui  cUuuji  superjiciem  eandem  curuaturam  iniegram 

reiinebit.  ^ 

Casam  specialem  i  ad  quem  geometrae  bacteniu  inuestigationes 

nias  restTtnxenint,  nttiint  superficiM  in  plumn  «xplicalHlea.  Theoria 

nostra  spontn  doott»  talium  •uporGdoniD  nmmniin  cnnintiirao  in 

quouis  puncto  fiari  =  0»  quociron*  ii  tarua  indolot  aoonnjun  ino> 

dnm  tortium  «acprimituri  ▼biqno  otit 

dds    dd«       /■  dd*  _ 

quod  Criteriiim,  duduiu  quiJk>iJi  notum,    pleruiiiqtie  nostro  sallem 

iutUciu  haud  eo  ngore  qui  desidcrdn  po&!>et  deuonstratur. 

13. 
(,)u3e  in  art.  praeo.  exposuimus,  cohaerent  cum  modo  pecu« 

liar?  si: perlicies  consid^^randi ,  sumniopere  di£;no,  ijui  a  gconielris  . 

diligenter  exrolatur.  Scilicet  quatenus  suiici  I.:  les  con&ideratur  non 

taniquam  limes  solidi,  sed  tnmquani  solidum,  cuius  diroensio  vna 

pro  euanf">ci  jite  hahetur ,  flexile  quidcm,  sed  non  extenKibilp  ,  qita- 

litaies  superliciei  partlm  a  forma  pcndent,  in  quum  illu  reductii 

concipitur ,  partim  absolutae  sunt ,  atque  inuariatae  manent ,  iu 

quantcunque  formam  illa  flect^tiir.  Ad  has  posteriores,  quarum  in> 

Testigaiio  campiim  geomotrtao  nounm  fortilomquo  aperitt  toforfiH 

dao  iimt  monaura  ouruatnrae  atque  cnmatura  intogra  oo  aonau,  quo 

bao  oxpraaaionea  a  nobta  accipionturs  porro  huo  portinot  doetrina 

do*lineia  brouianmic»  pluraque  alin»  do  quilnia  in  poaterum  agoro 

nobis  reaoruamiM.  In  boo  oonsidomtionic  modo  auperficiea  plana  at* 

qno  •uperficiee  ia  planum  ozp|ioabilia«  e»  p  cylindrico,  conaen  eto* 

tamquam  emetialitor  Hdentieao  apeetantur»  moduaquo  fonuinns  in* 

dolem  superficiei  ita  coiuuderatao  generaliter  oxprimondi  aemper  in- 

nitituc  brmulao  V{Edp*      ̂ Tdp.i^q  +  ̂ d^*),  quao  noxnni -  D 
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eleweuli  cum  dualins  indtMpnuin.itls  j>  f  (j  sistit.  SeJ  Lintcrfiia 

argumenluni  vlfenus  prosr quaiimi- ,  princij»ia  theonae  linearuu 

vuMioarum  in  superficie  ourua  Uala  praeiuittertt  oportet* 

14. 

ludolet  lineae  cuniae  in  spatio  generaliter  ita  datur ,  vt 

dinatae  X,  y,  s  singulis  illius  punctis  respondpntr^  rxhiheanti 

fonna  functionuni  vniiis  variabtlis,  quani  pei-  i<  (lenotal>im(is. 

gitudo  talis  lineae  a  puncto  initiali  arbitrario  ^sqiif?  a?!  pum 

outua  ooordinatae  sunt  Xf  y,  St  exprimitur  per  integrale 

/,     "  «  dy  «  dr d..^((^-^  +(£) 

Si  Mipponiiini^  rituiii  lineae  cumM  Tirietimieai  infiuit*  pnntniii 

ita  tI  ooofdinatae  Mngutorani  punetoniin  nocipinnC  vnmtjoiiet 

Tnietto  totiiie  longitudinis  iaoimitiir 

^(dx^  +  dyi  +  dz^) 

quam  expressionem  in  hanc  formaai  transmutamus: 

djc.^*  4-  dr -^y  -h  dz.^z 

/  (d*«  ±  dy*  -\-  dz^)        J  SJ"'^  /(d««  -J-      +  d 

A   -  -  dy  _       1  j 

+  •J^-*/(4,i  -l-dj^^+dx»;  t^'^  *V(dx«+d/«+dx« 

In  enm  tU  linon  «at  breniMiflin  inter  punela  m  «xtiein»,  o 

<tat«  •«>  quno  liic  «ub  eigno  integrali  «untf  ounnttoeiie  debe 

Qoatenna  linen  ddiet  iu  Miperlioia  dnla»  cutas  inielM  ex| 

mitur  per  aequationeai  Pdx  Q^y  *l*  J^dM  —  0*  etian  farii 

oaet  ix,  iy^  MtiifaeeM  delMot  aequatieni  Pix^QiyJ^It. 

=  0«  vnde  per  prineipia  eota  liusile  eelii|^tiiry  diSerwtialia 

j    j    A—^—— 

(d«« -hdj^» + da«)'  ̂ (dx^  +d^*+d««)'  ir(dji«-Hjr«+dx 
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resp*  quantilatibus  P,  R  propoflioaalia  esse  ilfhpre.  f.un  >1{ 

dr  elementum  InioaK  curuae ,  \  punctum  u\  superlic  ie  sj^liuGi  iLa 

repraesenlans  direcliuiicm  iiuiua  elementi ,  Ij  punctum  lu  s.uperricie 

spbaertca  i«^praesentans  directionem  normalis  iu  superficicm  curujin; 

denique  sint  i\*  i  coordinatae  puncti  X*  atque  \,  1\  Z 

coordiaalae  puncti  L  respectu  centri  sphaerae.    Ita  eiit 

=  £dr,  d^  =;  tj^fi       =  ̂ .Ir 

Tnde  colligimus,  difTerentialia  illa  fieri  d£,  djf,  d^.     Et  quum 

quantitates       Q,  R  proportionales  sint  ipsis  A'^  GJuirA(.Ur 
Uneatt  breuissimae  constatit  in  ne^iMitiooibiw 

-d^  _  d^,  _  d| 

X"  Y  ̂   Z 

Celwiini  Ux&U  p«npieitiir«  V  C^lf*  +  ̂lf*  +  '^')  •tquari  areiilo  . 

in  aapcrfici*  ̂ baoricn,  qui  inomiirat  angttliani  inter  dirtotioiMt  tnn* 

d  /• 

geutium  io  initio  et  line  elemenli  dr»  adeoque  esse  =:  —  si  ̂   de- 

notat  radium  cuniatimie  in  boc  loco  cumao  brottiMinao;  iu  li«t 

=  Xdr,  f  d Fdr,  ̂ d^  =  ̂ dr 

15. Supponamus,  in  anperncie  cunia  a  puncto  dato  //  proficisci 

innumeras  curuas  breuissimas ,  quas  intor  (ie  distinguemus  per  angit- 

lum,  quem  constituit  singularum  eleinentum  primum  ciini  elemento 

primo  vnius  ex  bis  lineis  pro  prima  assumfae:  .sit  ̂   ille  «ii^uliis, 

vel  generalius  functio  tllius  anguli,  nec  non  r  longitinlo  ttili->  liiieae 

breuissiuiac  a  puncto  y/  vsque  ad  punrtjitu  .  cuius  coonlinatai»  sunt 

,r,  v,£.  Quuiu  itafjiip  valoribtis  dcterniHiiitiji  variahilifm  r,  *p  re^ 

•spondeanl  pvncta  dt  it  i  uj  inatn  supcrriciei ,  coordinatae  a:,  >',  z  con- 

siderari  possunt  taniquam  fniutiyiics  ipsnnini  /-,  (p.  NotationesX»  />♦ 

}}>  i,        Yf  Z,  io  eadem  signtficatione  reiiuebimiis^  in  qua  in 

D  2  . 
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art.  praec.  acceptae  fuenint»  nodo  indofiiiil»  ad  punctum  ind 

tum  cuioslibet  linearam  breuiiiimaram  refonwtwr. 

lineae  breuissimae  omnes,  quae  sunt  aequalis  longitudin 

ttrminabuntur  ad  aliam  lineani ,  cuius  longttudinem  ab  initio 

trario  numeratam  (lenotanius  per  r.  Considerari  poterlt  itaqi 

taniquam  functio  indeterniinatarum  r,  et  si  per  \'  dvaigna 
punctum  in  superficie  sphaerica  respondens  dirertioni  elementi 

nec  non  por  ii(t  coordinatas  buius  puncti  respectu  centri  sp< 

rae,  liabebiuius: 

d^~''*d^*  d^"**d^ 
Hino  vt  ex 

dx      *         _  _  ;> 

•cqiutnr 

d;d})+d7d^+d;d^=(^S^+^^+^^>'d9
  =  '^*^^ 

Menbmm  primmn  bttius  aeqnntimiiti  qnod  etiam  erit  functio  ipi 

rum  Pt  por  S  deootamiis;  eoiiia  diffemtintio  •ecnndnm  r  su 

pediMts 
d^  dd»  dx  dd/  dy  dd«  ds 

dr  =  d7«  •  d^  '^-  dr*  •  d^  +  17«  •  d^ 

d.v  a        dy  *        dr  a\ 

+  *  •  d^  . 

.      "  dr  •  d^       dr  "  d^  "**  dr    d^       '  * 

Sed  lf f  +  ii  ̂  ii  adeoque  ipsius  differentinie  s  0;  c 

]>er  nrt^  priec.  iinbemust  ti  etiem  bic  p  denotnt  mdium  eucuiturti 
in  linea  r» 
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dr       j  *    Ur  ~  ̂   '    dr  ""^  ̂  
Ita  obtinemus 

dS       1  1  di^ 

i7  =  -  •  (x£+  y^i+zi')-     =  j-  ««iV.  ̂   =  0 

qnoniaiB  nuimfMtbX'  i«e«t  in  eireulo  maziino,  OttiatpolasZr.  HtBC 

Itnquo' eonclttdinraa»  S  indopendontem  osm  nlir  otpfoiirfiittetionen 

du 

solius       At  pro  r  =  0  manifesto  fit  i-  =  q,  et  proin  etiam  ̂   =0, 

noc  non  1^=:  0  independenter  •  Necessario  itaque  generatitor 

osse  debobit  ̂ =0t  adeo^o  eo»  W  s=  0»  i.0.  \X'  =  90^.  Hino 
ooUigunos 

Tur.OREMA.  D/iciis  iii  siiperficie  citrua  ab  eodem  puncto  ini- 

iiali  innunieris  liiieis  breiiissiinis  aeqtuiHs  /un^itudiniSf  lineaeotUM 

§xir«mitate*  mngem  ad  iltas  singulas  erit  nonnalie, 

Oponio  protimn  ofto  duximus,  boo  Oooiom»  o  proprietato 

fandtmontoli  lineemm  breniaeimemm  dodneoroi  eetoram  tiue  ▼ori* 

tae  ottem  alwquo  onlei|1o  por  seipione  mtiotiirfam  intolligi  potest. 

Sint  ABf  Alt  dnno  lineeo  bmttiwtmeo  oiusdem  longitndinis,  nn* 

gulum  infinito  pomam  ad  A  indhdentes,  supponnmusquo,  altora» 

trum  angolomm  olementi  BEt^eam  linois  BA^  StA  difforre  quan* 

«iuto  fimta,ab  angulo  reetot  mdo  per  logem  oontlnuttatn  alter 

maior  alter  minor  erit  angulo  reeto.  Supponamus,  angnlam  ad  B 

osse  =:  90*  "Ait  oapiamtti^o  in  linoa  BA  pttnotum  C  ita  vt  sit 

BCtzBtf,  coMO  tts  hinc  ̂ nm  iriangnlum  infinito  pnraum  BBtC 

tamquam  planum  traotara  lioeat,  orit  CS^  s:  i^C.  oosei,  ot  pratn 

AC  +  CB^  AC  BC.  oos  w  =  AB  ̂   BC,  oosat) 

s  AB^  —  ̂ C(l— >oos«»),  i.  o.  transitns  a  pvncto  A  tA  B^  fn 

punetttm  C  Inouior  linea  breufMima,  Q  .  B  ,  A* 
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16. 

Theoremati  art.  praec.  as&ociamus  aliuil ,  ̂uoJ  ita  cnunciumus. 

iVi  i/t  stiperficie  curiiu  concipit/rr  Unea  (jnaUscunqne ,  a  cuius 

piinciis  siiiguUs  prujici&cautur  &ub  augulis  rcciis  ci  t-'ersus  eandem 

plagani  innumerae  Uiieae  breuissimae  ae/ptaUs  longiludi/iUf  curuu, 

quae  earum  extreauiote*  aii&ra9  iungitt  iUaa  aingukui  »ub  attgu- 

U$  reetiB  ••etAU,  Ad  ̂ «inoiiatralioiien  mhil  ip  «Balysi  praectdmiM 

muUtttliim  Mt,  nM  quod  <p  <lesignar«  «Ub«t  loiigilttdsiltin  OaniM 

dtOag  iode  a  punoto  orbitnirio  muDeMtem»  eiit «  meui»  fimctiooom 

liutiit  longitodini*;  itt  omnio  raliodoio  otiommim  valolnmtt  oo  mo- 

difieotioDO*  qQod  voritM  oe^puitionit  ̂ =0  pra  r  s  0  nuoo  lom  tn 

ipw  liypoUiefi  implieotur.  Geterom  boc  olterum  tlioorenM  genenliue 

cet  praecedontOt  qood  odeo  in  illo  compreliendi  cenaeri  poteat^  - 

dum  pto  linoo  doto  odoptomtie  oiroultim  infinito  poninm  oitco  een- 

tnim  A  deeertptnm.  Deni^ne  monenniet  liie  qnoquo  cimatderattoaOB 

geometrieee  onoljiooe  vieo  fungp  pdkeo»  qnibne  temon  qimm  eetie 

obuieo  lint  luo  non  irnmofomttr* 

17. 
Heuertlmur  od  ibtmolOm  V<J?d/r*  2Fdp  ,Aq+  Gdq*), 

quao  indefinito  mapiiltidinem  elemeoli  Uneorie  in  «iperfieto  curun 

exprimit^  otque  ontoomnio  /rigoificalionemgeomotrieomcoelfieionlion 

Et  F,  G  ozominamns.  lam  in  ort.  5  monoimoe,  in  eaperfieio  comn 

coneipi  poHO  duo  ejatomoto  lioeenimt  oltenim»  in  quibne  aingnlio 

aolo  p  eit  variabtlia,  q  conalana;  oltorum,  in  quibua  sola  q  Toriabi* 

liai  p  eonataoa.  Qaodlibet  punelnm  auperfictei  conaidenri  poloat 

taroqtiam  inleraectio  lineae  primi  ajslematia  cum  linea  aecunili: 

tuncque  elenientum  lineae  primao  jbuio  pancto  odiacena  et  variationi 

Ap  respondens  erit  =  VE  .dpt  nec  non  elementum  lineao  serun* 

dac  respondens  variationi  i[q  erit  ̂ ^G.dq;  denique  denotando 

per  u  angulum  inter  baec  elementa,  faoile  perapicUur  lleri  ooa  or 
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F 

s  "^^Q-   A'**  ■utom  •l«Dtnti  pknllnlograniiiintioi  io  «uporficio 

curua  intcr  dunt  linooa  primi  ayclematis,  ̂ uibus  respondent  9;  ̂   +  d^, 

atque  duo«  linoos  •yatomofio  atmndi  fiubuo  roapondeot  p,  p  dp, 

ttt^iBG-^FI^dp.dq. 

Unoo  quooenoquo  in  onporficio  «nnio  od  aentruin  itlorum  ij- 

stematum  pertinoiit«  vknr,  dum  p  et  q  concipinntur  oaao  Cuncttonoo 

vnius  variabilis  nouae ,  vel  altera  illarum  functio  alterius.  Sit  s  lon- 

gitudo  talis  cuniae  ali  inilio  arhllrario  nuiiieratci  et  versus  directi- 

onetn  vtratnuis  pro  pojiliua  Jiahita.  Denotenms  per  $  angulum, 

qiiffu  efncit  eleaientum  ds  —  \^[/-Cip'  -j- } /W  p  .  i]  >/  G  H  •j'^)  eum 
linea  priuii  systenialis  per  initiiiiii  flenienti  ducta ,  et  quidem  ne 

vlla  ambiguitas  reuianeat,  hunc  angulum  semper  ab  eo  ramo  illius 

lineae,  in  qiio  valores  ipsiiis  p  crescunt,  inchoari ,  et  vcrsus  eani 

plagani  positiue  accipi  suppuuenuis,  versiis  c]uaiii  valurcs  jpsius  </ 

cre«cuut.    llis  ita  intelleclis  facile  perspicitur  haberi 

^   «  .      .  .        iid/?  +  Fdo 

■ia  <.d#  s /g.otaoi.af  s -■  ^ 

18. 
loiiootigoliinot  aunc,  quaenam  «t  oonditio^  vt  liooe  Knon  «it 

IttoiUMiaio.   Qnnni  ipiiut  longptudo  *  csqirofan  mt  por  intogrolo 

«  SifViE^p^  +  2FAp,^q  +  Cdj«) 

eonditio  aiininii  roqttirit*  vt  vnrintio  &ttittt  intogrolts  n  mtttntiono 

iofinito  pnnin  tmetut  Itnono  oriimdn  fint  —  O'  Colcttlne  nd  propo* 

dltoai  aoelrttm  ia  fcoo  omu  commoditt»  oliMilnitnrf  ii  p  tnmqunm 

f unetionom  ipaint  q  oonaideramua.  Quo  pneto  %  ai  vavintio  por  eba> 

loetoriiticnm  ̂   donotntur»  liabomao 

V  ■ 
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coiuttt^«t  quae  hic  sunt  sub  •igno  int^rrali,  i«d»p«adeatc]* 

eotiMfcwe  debere.   Fit  itique 

,  ,  ,    2d>   ,     ,        dG  27tl;,  4.  /'d 

d7-^i''+  -57-^^^^+        .d««  =  2d*.d.  ̂  

.                *        ds.dJ?.ce»tf  'x 
=:  2d*.d.\r£.  eoid  s   —          —  2dt.dtf.%^jE.« 

Hinc  itaqiie  nanciscimur  ae^uationem  oonditioiuieiu  pro  liaea  h 

vUsima  se^uentem: 

„      ,^       F  dE  F  dF.  dE 

yiEG^FF)M  =  ij^.^.dp  +  i.^.^.dq  +  l,j^,6 

dF  dG 

-d?-^^-^d7-^* 

qitapi  etiani  it«  Kribere  licet 

F  dJ?  "        dF  dCr 

^  ,/.G-i  i;.d^  =  4.-.d^+i,,^.d^~^.di,-i.^.d, 

Cetermn  aditmieiilo  eequiitioiiie ' 

.  £  dp  F 

c«'g     -  ViHG^FFj  •  dj  +  ViSG^FF) 
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ex  itU  tte(|iialione  angulus  0  eliininari«  atquc  ̂ ic  aequalio  djircreu- 

tio-dilferentialis  inter  p  et  q  euolui  potest»  quae  tamen  niagis  com- 

pltcaUit  «t  «d  applicfttiones  minnt  vtSl»  nnndnNti  qnntt  praMmleMu 

FomnUi*  gnneralM,  c[uas  pro  menrora  curuatnrao  «t  pro  t«« 

irintiooo  diraetioaia  linooo  broniHiniao  in  nrtt.  llt  18  eruimus,  multo 

oiflipliciorof  fiuntf  n  ̂ nnntitates  p,  tj  ito  cunt  olootao».  vt  Vmooo 

primi  fjatonatio  linooc  «ocundi  •yotouolio  vbiqne  orthogonalit^r  ao- 

co^t,  i.  o.  vt  gonenliter  hebeotnr  «0  s:  ()0**»  1^  =  0.  Tnnc 

«cilioet  fit»  pro  menaura  cornaturaot 

^^.      „  di5dG     „/^dGN«        dJ^dC  /'d/i\* 

^^^^^*=^^d7d7+^Cdir)  +^d;7dT+^W 
/'ddJ?  ddGN 

•t  pfO  variationo  anj^uli  ̂  
d£  dG 

V^£G.dd  =  i.55.dp-i.  —  .d« 

Intor  varioe  eaana,  in  qniba»  haee  oonditio'  ortliugonalitatis  v«- 
let«  pftnmrium  loOon  tonot  i«i  vbi  linooo  omnoa  aliemtrin*  «y«te* 

■latis»  o.  g.  primi»  annl  linoao  brauieiimao,  Hio  ilaqoo  pra  valora 

oenatanlo  ip^ue  q,  aogulua    fit  =0*  mdo  aoqoalio  pvo  variationo 
d  j: 

anguli  d  modo  tradita  dooeti  iieri  debera        =.0»  <iue  coiifficien» 

tem  £ti  q  indepondonlomf  i»  o.  B  oaao  dcbet  vel  ..ooiwtans  vel 

functio  «olitM  jei.  Simplidiisimum  orSty  pro  p  adoptara  longitodinem 

■pmm  cuiuaquo  lincae  primi  «y«temati«j  ot  qnidemj  quoties  omnos 

linoae  primi  systemati»  in  vno  pnoelo  concurrunt,  ab  boc  pundo 

inuneratam»  vel»  si  communis  intersectlo  non  adest»  a  qualil>«t  lioea 

«ecundi  systeroatis.  Quihus  ita  intellectis  patet,/>  et  q  iam  eadem 

denolaro»  quae  in  «ctl*  16,  16  pcr  r  «t  (p  expreaseramus»  atquo 
E 
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fitri  Esi  im  Ita  diia*  fenntilae  pNaotlmtM  iam  tranMtiat  in  hmi 

vel  «UtuenJo     G  =  1119  , 

Gmeraliter  loquentlo  m  erlt  funetio  ipsanmi.pf  g  alqM  mAf 

preiiio  eleroenti  cuiusnis  lioeae  «ecundi  systeniatis.     In  casu  spo- 

ciali  autenit  vbi  onines  lineae  p  ab  eodeni  puncto  pronciscuntur, 

nianifesto  pro  p  —  »>  e*se  dchet  m  —  ();  porro  sl  in  hnc  nasu  pro 

ado[itariiis  iinji^ulum  ips!ini ,  quem  elementum  prlmum  cuiusuis  lineae 

primi  syslein^Jti?  farit  nnm  elemento  alicuius  ex  ipsis  atl  Brhilriiiui 

electae,  «piuni  j^ro  valore  inlinite  paruo  ipstus  p,  elrniriitiini  liixcae 

seciintli  systeniatij  (quac  consitlerari  potcst  lamf|uam  cin  nlus  radio 

p  descriptus)f  ait  :=:pd</,  erit  pro  valore  infinite  paruo  ipsius  jjf 

dm. 

m  =jp,  ajeo^Ws  pra  j>  sO  «niil  msO  et  ̂   =  !• 

Imaioremur  adbuc  iideai  anppotitfoni ,  pata  p  deMgnare  inde- 

finile  .I^ngitudinem  lineae  breuiuiinae  a  puneio  determlnato  A  ed' 

punetum^odlibet  superficiei  ductnni,  atque  q  angulnm,  quem  pri* 

mum  elenientum  liuiua  lineae  efficit  cum  elcniento  primo  alieoint 

lineae  breuissiniae  ex  yl  proriciscentis  dalae.    Sit  B  punctum  deter- 

niinntum  in  hnc  llnea  pro  qua  q  z=  0 ,  atque  C  aliud  punctum  de- 

terminaluni  superlicipi ,  pro  quo  valorem  ipsius  f/  simplicit^r  per  yj 

designuhinuis.  Supponnmu»,  puncta  i?,  C  per  lineam  hrouissiniam 

iuncta ,  cuius  partes,  inde  a  punclo  H  numeratas,  inilprmite  %t  in 

art.  J8  per  «  denoiabinius,   nec  non  perinde  vt  illic»  per  $  tmgH' 
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lum,  qiiem  q^uoduis  elementuiu  factt  cum  el^mento  d^:  denique 

«nt  6^,  valONT  anguli  Q  in  punotu  B,  C.  Htbemus  itaque 

ia  npMfieI«  ranw  triaiigniliiin  linats  braviMiBis  isoliinini,  eioifiM 

ugliU  ad  JB  «t  Ct  per  lias  ifMM  litotM  *iinplieit«r  diigBanJi 

fnnlns  nmnt  iUn  oompleinnnto  nngoli  nd  160%  Uc  ipii  nngnlo 

4'm  Sod  quum  nnnljrna  •noitnim  inspioinnti  iMile.  pntentt  omnes 
nngnles  non  per  grndtis  snd  pnr  nnaMffes  exproims  eoneipi ,  itn  vt 

nngnlni  57«  ff  AS"»  caa  req^ndet  nrens  mdio  nefunlii»  pro  Tnitntn 
Jinlientnr*  stntnoto  opnrtnt«  dnaQtando  pnr  2ir  pOMpherinm  oirenli 

^  =  «  —  J»,      =  C 

loquiramus  nune  in  eumaturam  integram  boius  trianguli,  quao  fit 

ssfldff,  donotnnte  d^  elementum  superliciale  triaugdis  quam 

quum  lieo  elementnm  exprimatur  per  mHip  ,dq,  emere  oportet  in- 

tegrale  ff  Jbmdp  .d^  snpra  tolnm  trlanguli  superfieiem.  Inoipiamus 

_        1      t!  d  m 
ni»  integratione  &ecunduni  p  t  cjuae  propter  i;  —  —  ^  •         ,  sup- 

,     d//i  " 
peditat   d^.  (Gonft.  ̂   Ijj^*        curuntura  integra  areao  laeen* 

tis  iiitGr  linca'?  primi  systematis  cjuibus  respondent  valores  indeier- 

niiiuitje  .sfMuiiJae  (j ,  (j-}-dq:  quuni  haec  curuatura  pm  p  o 

euaneftcere  debeat|  c[uantit«s  constans  per  integrationem  introducla 

ne^nli*  eeie  debet  valori  ipabs  —  pm  p  =  0»  i*  o.^TmtacL  Iin» 

bemns  itoqne  df  (1  —  •^)t  vW  pw»  j^;  aoeipemopoftol  .mlerem 

respondentera  fini  illiosnreae  tnlinea  CB»  In  hne  linen  verofitperart. 

^nw*  ̂   •  df  =  —  d^  vnde  ex^recuo  nostra  muUtur  in  d^  +  dtf» 

Aocedentoinm  integrationo  nltom  n  9=:o  vsfnn  nd  qpA$M,* 

tendendn ,  nbtinemns  cuitintnMm  integmn  triangiili  =    +  '  •  ̂  
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.Cunuittm  integn  «Miwilia  mC  «rtM  •tut  pirtU  nipetltoiti  qplia«> 

fioa«»  fUM  retpoudbttriiiigttlo»  aii^BO  pomtiuo  toI  negttiuo  allbctto» 

ptont  niptrBMtt  oin»,  iii  qiit  triti^ium  itett,  ttt  conetuo-aM- 

etut  T«l  eonetuo-eonuextt  pr»  vnittte  trett  teeipiemluai  eet  'qun» 
drttum,  eniut  Ittu*  e«t  Tnitti  (nulint  ipfaterte),  qoo  pteto  mpei^ 

ficiet  tott  ̂ bterat  lit  4if,  Eit  ittquo  pars  suptrlieiti  «phtefi> 

Cte  triangulo  respontlens  td  i^liaerae  cuperfioiem  integram  wt 

:*z  (yi  -\-  B  C  —  if)  ad  47r.  Hoe  tbeMomt,  quod  ni  fiittimur 
ad  elegantissima  in  theoria  superfieiemm  curuarum  reltrendmi  emn 

Tidetur,  ctiam  sequenti  nioilo  enunciari  potest: 

ExcessHs  snrnmac  aiigulorum  trianguli  a  liiieis  breuissimis 

in  superficie  cunta  concauo-concaita  Jurnuiti  vitra  180",  vel  de- 

ftictus  summnc  angnlorum  trituiguli  a  liiicis  ('rt-nisainiis  iii  .sitper- 

ficic  ctirua  cuiicauo  -  coniiexa  formati  a  j^s(P  ineiifntratiir  per 

iueufii  purtii  snperftciei  spJuiericae ,  qiute  ilii  Iriani^ulo  per  di- 

rectiones  normaiiiim  respoiidtttj  si  superjicies  iiUegra  720  gradi" 

bue  aequip€waiur. 

GenertUut  in  quonis  i>oljgono  n  Itttnim,  quae  singula  for* 

mtbtnr  ptr  lineta  brtiiiaMmta,  txotcaiia  tuiumte  tngulorum  supra 

211-4  rtetoa,  vtl  dtfeetua  t  2nr4  vtetia  (pro  indole  cnrutturte 

juperfieiei) ,  tequttur  treae  pol/goni  rt^pondentia  in  anptrfieie  apbte- 

riet,  dnmlott  auperficiet  aiifattrtt  720  gradibua  tcquiptrttnr,  Tti 

per  diacerptfainem  polTgtni  in  tritngult  e  tfaeoremtt»  praeeedentn 
«pcnte  demtntt» 

21. 

Restituamu';   rharacteribus  7; ,  qy  £i  F,  G,  u)  slgnincationtt 
generales,  qnihus  supra  anrppti   fupmnt,   supponanuisqne ,  indolem 
auoerficiei  curuae  praetcrea   alio  suiiiii  oiodo  per  duas  alias  varia- 

ham  p\  q'  determiiuiri,  vbi  elemeatum  lineare .  indefinitum  ezpri- ■ttnr  ptr 

V iJS^dp^       a/^d/  .  Aq[  +  G'dy  «) 
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lid  cuiuis  puncto  siipernciei  per  valores  detertintiatus  vuruilaluini 

p,  q  definito  respondebunt  ▼alores  determinati  variabilitim  //,  ij\ 

quoeitem  bae  •nint  fimctioMt  ipMnim  p»  qt  •  ̂ anim  diflerentia- 

tiorit  prodiM  aupiHMiemns 

—  «dy^  +  jSdg 

dy'  s:  yd^  +  idq. 

Um  proponimw  nobis  tnnostigpuro  ̂ gnifiondonom  goomotricom  Ao» 

nim  Oo^lfioiontium  « 1 13»  y» 

Quaiuor  itoquo  nono  sjrstomsla  linoBram  in  superficio  onrua 

coneipi  possuntt  pro  ̂ ibvs  rosp.  4»J^        oooslnnles.  '  5i 
per  ptinotum  determinatiiin ,  cnt  respondent  Toriebilium  vntores  p^ 

P»  4»  qustuor  linees  ed  singola  itla  syctemata  pertinentes  ductas 

sopponimusi  Jianim  olomenti^  Tarialionabuspowttuisd/ya  Aq,  Ap*, 
roipondontes  oriint 

.  VS.dp,  yTG.dq,  VJBT.d^,  ̂ G^.d^. 

An|ftotos«  faoe  faomm  olomenlonmi  dirootiimoi  fadunt  onm  diro* 

otiono  fixa  arbitrarin*  donotabimus  per  M,  N,  M',  A^t  numomodo 
oo  sensut  qoo  iaeot  aoeunda  respeeta  primaot  tta  vt  sin  (JV*^  M) 

fiat  qtiantilas  posiliaa:  eodem  aoosu  iacere  snpponemus  (quod  lioot) 

quarlam  respectu  tertiae^  ita  vt  etiam  sin  {N*  ̂   M')  Ai  quantitas 
positiua.  Uis  ila  tntellectis,  st  consideramus  punctum  altud,  epriori 

innnite  parum  distans,  cui  respondcant  vaiores  variabilium  jf  ■-|f~  ̂i^f 

g^^dg^  p' -'f  dp%  f/-\-d(/,  leul  attentione  adhibifa  nognoscemtis, 
fieri  generalitert  i.  o.  independeoter  a  Talortbus  variationum  dp,  dq» 

d/,  df/, 

V^£,d/».sinilf+%<'<?.dg.sinJVs:\r^.dp.sinjM'+VG'.d/.sinA' 

qnum  vtroquo  oxpressio  nibit  atiud  sit,  nisi  distantia  punoli  noui  a 

liDOa,  u  qua  anguti  directionum  incipiunt.  Sed  babemiis,  per  iio> 

tatioiiom  iam  supra  iotcoductam  N  —  M  et  per  aoalogiam 

statuemua  N'—-M'  =  ut  nec  non  insupor  N^-^M'  ZZtp,  Ita  ao- 

(fuatio  modo  inuonta  oxbiberi  poiost  in  forma  aeipionto 
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V  jSf.d/>,iin(iV'— ̂ *,  -     4-  4,)  +  VG.ay  .ain(N'— «/+>^) 

*  =  VET.dp'  sin(?V'  — w')  +  VG'.dq'  tmN' 

iitl  quum  aec^uaUo  manifesto  independens  esse  debeat  a  Jirerlione 

initiali,  hanc  ad  lubitum  accipere  licet.  Statuendo  itft^ue  iii  iurma 

secunda  =  Ot  in  prima  31*  r=  0>  obtinemiu .  acquaUones 

•eqnentefl; 

/  '  sin  0)'  .dp'  =  V" -£.sin(a>  +  «' — \l/).dp-\-^ G,An{u — •^)'^^ 

V* 6r' .  Mn m'.  d =  V M .  sin —  ̂ ).^p  4-     G . sin     ,  dg 

qtti«  M^iMtioB0s  qoiim  identicae  «sm  debMnt  am  hSm 

d/>'  =:  aip  +  /3^^  * 

*  drf  =  ydjp  4-  jd^ 

•upptdStalNiiit  detwnniimtionem  coofficteiiliiim  th  /3i  y>     Erit  acilicet 

y  -  ̂   ■iilT'     '      -          «n  «' 

Adiwifi  deboDt  ee^iitioiMe  eoo  w  =;  ̂ J^'  ̂   <v  s 

«o     s  ir  ■  .       — flta  (w  ss  ,  vnde  quttuor 

neqmtioDefl  itn  qooque  ez&iberi  po«nnt 

rt^(ii-c;' — /^F')  =  v"i;6'.sin(a, +  «'—>;/) 

—  JS^P')  s  V jBjr ,  ain(>J^  —  «) 

ixTi^E^Gf  V-  -  V^Cr.flin-vl^ 

Quumper  sulistitutiones  dp'  =  ad/>  4-  /3dy,  d^^^yd/^-^dd^ 
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trinomium  L'dp'^  -j-  2F' CLp  .  -j-  G'dq'*  trainire  debeat  in 

Edp*  -f-  2  rdp  .  dq  -|-  Gdq*,  facile  obtinenius 

ei  qnniri  vinv  v«  rs^  irinomiiun  poateiitw  runtts  trtiiair«  debeat  in 

prius  per  substilutionum 

(«i— /3y)di»  =  ̂ d/— iSdj',  i3y)dg=— ydy+rtdg'. 

-B/Sa-  l^O^a+iSy)  +  G«y  =:  ̂ -^-^- 

A  disqimilione  geneiali  trt  pniec.  deeiseiidiiiiua  ad  applic«iioneiii 

latiinme  patentem,  vbi,  dum ct  ly  etiennuai  ngnificetione  generalis- 

sini  aoei|iittntvr;  prop',  adopUmus  quantitetne  in  act.  i5  per  r,  ̂  
dMOtatas,  ̂ ibas  dbaraetaribtts  atiam  Uc  vtanar,  soilicat  vt  pto 
quottb  punoto  superficiei  r  sit  diitanlia  ninin»  a  puncto  dotamH 

aato,  at^tto  ̂   an^lus  in  ̂   puneto  inter  olenentun  primun  ip*, 

sins  r  atqttodirectionem  fixan.  Ita  iiabonns  lf  =  ]j  i^'  =  Q, «  =  90^: 

statuemtis  insuper  G'  =  m  ,  ita  vt  elenentnn  linoar«  qnodenn^o 
fiat  =  V'  (d  r  m  m  d <p*^.  liinc  quatuor  aoi|uationos  in  nrl;  praoc 
pro  a*  i3>  y,      enilao^  suppodiUnti 

^^•««(«-■4')  =  ̂   (1)  ̂  

^  G  .  cos  ̂ J/  =  —   .  .  (2) 

V£.iln(4,-«i)  =  ,«.  ̂   (3) 
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yTG^wk-^zim,   •  .  (4) 

VUima  et  penullima  vero  has  " 

Bi^^^P^B  (,-)  +  r;         ....  (5) 

EIx  hit  Rt^uationilHUi'  p«twid«  Mt  4«t«nnuiatio  qumtitatirai 
''f  opu«  rideatur)  i»t  P*v  i>       qx  ficilicet  integratio 

•equ«tioiiw  (5)  dabit  r%  qua  inuenta  integratio  aequationis  (6)  dabi^ 

atque  altemtra  aeqnationum  (j),  (2)  ipsam  tj/*  doniqae  m  Im- 

bebitur  p«r  •lUnitram  «equntionQm  (3)*  (4)» 

ftttegrntio  geneffolie  eequetiomini  (5)«  (6)  «ecemrio  dnae  lun* 

etionei  erbitrariaa  introducere  debet,  quae  quid  aibi  velint  fiicile 

int«Uigtomu«t  ai  perpendimoai  illis  aequationea  «d  eaaam  enm  quem 

hic  oonsidemmae  non  limiteri^  sed  periado  vtlere  >  r  *et  ̂   aeei- 

piantur  in  signifieationo  genemliori  art.  l6«  it«  vt  sit  r  lonptado 

lineno  breuissiniao  «d  lineem  «rbitmriam  determin«t«m  aonmilitor 

duetao»  «tqne  ̂   funetio  nrbitrarie  lon^tndinis  oine  partis  lineao* 

quae  inter  Uneam  breuissimam  indefinitam  et  pnnetom  erbitmrium 

determinalum  intercipitur.  Solutio  itaquo  generalts  b«eo  Omnie  in- 

definite  amplecti  debet*  functionesque  arbitr«ri«e  tune  demum  ia 

definitas  abibunt,  quando  line«  iUa  «rbitraria  atque  fttuetio  pftrtium 

quani  exhibere  debet,  praescriptae  siint.  In  casu  nostro  circu- 

Itis  iijinite  parutts  adoptari  i>olpst,  centriini  in  eo  punclo  hahens, 

a  quo  Uislantiae  /'  nunierantur,  et  ̂   denotabit  partos  huiiis  circuli 

ipsas  per  radiuni  diuisas,  vnde  facile  colli^iftir,  npqnationes  (j) ,  (6) 

pro  casu  nostro  complete  surncere ,  duuuuudu  ea ,  quae  indefinitei 

relinquunt;  ei  conUiiiuni  accommodentur  ,  vt  r  et  ̂   pro  puncto  illo 

tnitiali  atque  punctia  ab  eo  iafinite  parum  di&tantibus  quadreut* 
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Cf  lenim  q'.ioJ  :itiinet  ad  ifitrgrationfiii  ipsam  aequationum  (5)» 

(6)i  constat,  etxfu  i*  (luci  posse  ad  inic^rationcm  aequationum  dif» 

ferenlialium  rulgarium,  ̂ uae  tamen  pieiiunque  tam  intricatao  eua- 

dunt,  vt  parum  iucri  inde  redundet.  (lotiiict  t  i  il  itio  in  series, 

quac  ad  vsus  praclicos,  <juoti<.i3  Ue  parliljui  superlicjti  uiodicis  agi- 

tur,  ahunde  sufftciunt ,  nuUis  diincuUatibus  oUnoxia  est,  atque  sic 

furiuulae  «lUtfta  i&Hitem  vb«tem  aperiuiit»  ad  muha  probleinau  gra- 

Tiniina  foluenda.  Hoc  Tero  loeb  •xeinpltim  vnieitm  a4  methodi 

indolem  monitmidam  eooluemiia». 

23. Gonmdendbimtia  eaaam  enm»  ▼bi  omnea  lineae,  pro  qaibu«  p 

constans  est ,  «imt  rmoao  breoistimae  ortbogonaliter  aeeantea  Kneam 

pro  qua  ̂   =r  O ,  et  quam  tamcpiam  lineain  ahscimaniin  contemplari 

possttmus.  Sit  j4  punctum  pro  quo  r=-0,  D  punctum  inclefiuilum 

in   liiica   absci!i.sariim ,  //  pim<"turn   iitdefinituni    in  linea 

breuissiina  ipsi  rf  J>  in  /)  uurniiili  ,  al'|up  />  /)  q,  itii  .1  p  con» 

tiiderari  possit  tdniquam  ab.scisia ,  y  taiiw|iiuia  ordinata  puncti  JJ', 

abscissas  pu.^iiuias  assumimus  in  co  ramo  lineac  abscissarum,  cui 

respondet  ̂   =  0 >  dum  r  semper  taniquam  qnantitatem  po!»itiuam 

spectamas;  ordinatas  positiua»  ctatuimtis  in  pUga  eu,  vbi  ̂   nume- 

ratur  inter  0  at  180'** 

Per  tbeorema  art.  i5  babelumus  (a  =  90S  FzziQ,  nee  mm 

I?  =  1 }  statuemiis  insuper  V*  JS^n»  Erit  ita^pie  n  fimetio  ipsarum 
py  et  ̂ idem  talis»  ipiae  pro  9  =  0  fieri  debet  =  1.  Appliea* 

tto  fbrmulae  in  art.  IS  allatae  ad  casum  nottnim  doeet,  in  quauUi 
d« 

liuea  breuissima  eaae  debere  6&  zz —  denotante  $  angu- 

lom  inter  elementum  liuiiii  lineao  aiquo  elemetttnm.lineae  pro  qua 

q  constans:  iam  ̂ um  linea  abaciscaram  ipaa  «it  brouiisima»  atque 
d  n 

pro  ea  vbique  ̂   =:  0,  palet,  pro  ̂   =  0  vbique  fieri  debere^-^=0* 
F 
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HiBO  jgitnr  coUiglimH»  Ji  in  Mri«n  .miniaiD  potMMM  ipsius  q 

ftOlprtdimlMi  euokiatiirt  Jbue  ̂ fcoM  doboto  fprMopi  ̂ fMalom 

n  sr  1  4-         +         +  hq*-  +  oto. 

vbi  figi^  etc.  erunt  functlones  ipsiiis  /7,  et  quiUem  statueuius 

/  =       4-  A  4-  r/»/'  +  etc. 

8  ̂   -r  /pp  +  «tc 
A  =  A**  4"  ̂  i'  +  + 

etc»  «iue 

.       1  -^-  fqq  +  fpqq  -^-  Tppqq  +  «tc 

+  ̂ •j*    +  A'>f/'  +  etc. 

34. 
Aoq!Bationes  art.  22  tn  oasu  noftro  auppeditanC 

,    I      4r         1     <ir  ,         d$     .    r  ^  ̂  
Aaiifa^s— t  ooeif/ST-»  — »«o«4'«M.-i  >  aiji>p=swi.ji 

Ailiumentu  h<>Juui  aequalionum j  quaruni  (jninta  et  sexta  lam  in 

reliquis  continenturt  aeriM  euolui  poterv^t  pro  r,  (p,  •\|/,  /n,  vel 

pro  quibiuliliet  fiinctionibus  liinim  «|ttaiititotian>  eqnibttt  oast  quao 

iiupriinis«ottontioBo  Mnt  d^no»  bie  natonnii. 

Qifum  pro  voloribM  infinifo  poniis  ipsarum  p,  q  6eri  doboat 

rr  ̂   pp  -^-  qqt  Mrioa  pro  rr  indpiot  •  terminis  pp  4-  qqy 

torminM  altionim  ordlnttm  obtinemM  por  motbodiim  M«fficiontittm 

indotormituitoram     ndiomonto  ooquationio 

e 

*)  Calculuin ,  qm  per  nonwilla  arljfieiB  psullulum  conlnbi  poteat»  bio 
aUsct  ibere  aupeifluum  duximus. 

Digitized  by  Google 



ottQuumomu  oenuulbs  gs^  wnmcm  etc.  4S 

•eilioet 

[Ij  rrz=pp  +  if'ppqq  +  ifp*  qq  +  (f etO. 

•^k^f^^^-izr^Dppq* 

Deia  luJiMDiii»  dneantA  fonmda  rwa\L=       «-s— > 

(2]  rw i/°pgg—i/>p<7y--.(|/''4-,«y/<»/*»)/>'^vetc. 

nte  non  per  tonnidain  rcof^^s:!*^^^ 

[3]  rcos4,^.j-riJ''ppq+ifprqi-(^r—jSfofo)p*q  eUl. 

+  (|A'*-«/V°)/>/>V' 

-Hind  siaiil  innoteecit  anfulas  -^,  ̂  Perinde  ad  conipntuni  anguli  ̂  
oonowDioe  enolaootnr  aeriee  pvo  rcoe^  atqno,  rain^,  qaikui.  in- 

aerttinat  aofaaUonee  dilforontielee  partialee 

d.rcoi^  ^    .    I        .  dffl 

ap  '  :  up  ^ 

d.rooeO  _        ,         •  ̂   ̂ 9 

d.rsin(P  •  *  ̂     t  1  A 
— ; — A«in(p.«in^+ rcoa^.--^ 
dp  dp 

dq  ^  ^9 

neocd/ .       +  iln  J/ .  ̂  —  0 

quarum  combiaatio  «uppeditat 

rein^i    d.rcos^  »  d.rcos^ 
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Htno  fMile  •uoluimtiir  aerim  pio  rcot^,  rsin^,  ̂ uarum  tc 
prinii  naiiiGnto        debont  p  9t  pnta 

[4]  r eOi p=p  4-  l/o^  g  ̂  4-  ,5^y-^;^, (^y-^^y-ay  o)^, ^ 

E  rombinationo  aec[uationum  [2],  [3],  [4]'  W  d«Mttari  poaset 

ries  pro  r  rcos(^  -f-  ̂ ),  atqne  hinc,  ditiidendo  ]Mr  serieni  j 

Bcries  |  1  d  cus  (\|/ 4- tj)  t  a  f^ua  ad  serieni  pro  ipso  angulo  i^- 
desf  I  iidt  )  c  ];r  i  f  f.  Elcgantius  tanien  eadeni  obtinetur  sequi 
nnMln.  iJiirerentiando  aeqtiatloneni  priniani  et  secundam  ex 

^uae  initio  buius  art.  allatae  sunt,  obtinemus 

•ia>|/.       +  «eo.^.l'^  +  ain^/,.  ti^  -  0 

d  (/ 

qua  combioata  cum  iiao 

i»coeAf/.^  +  ain-J/.l^  =:  0 
dg   ■  . dp 

prodit 

Kx  hac  aequatione  adiumonlo  int  iliuJi  coi  fncientinm  indeterniini 

tontm  facfle  eliciemus  seriem  pro  1^/4-^,  .si  perpeiuliinus  ij.siu 

ttfrmimun  primiim  esse  debere  ItT»  raJjopro  vnUate  accepio,  at^ui 
denotanto  Stt  peripheriam  circuli, 

[6]  yP  +  f^  in—f°jy  g  -  ̂ fpp  .7  -  (« »/0/0)^3  ̂   etc 
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DISQUlSrriONES  GfiNfiBALES  CiaCA  SUFLli^ICIES  etc.  45 

Operae  pretium  videlur,  •tiam  areain  trMuguli  ABD  in  se- 

riem  •uoluerv*  Huie  emhitioiii  mMfiut  ••(pHtio  eonditioiuilis  se- 

q^ens ,  quao  •  coi)*idflratio|iibiH  gflomotriois  satis  obiiiii  ikcilo  do» 

riuiturf  ot  in  qmi  S  aroflm  quaflaitflm  deDotats 

fi       d/»   •         ̂   d^  "  «/ 

iatogpwttonfl  a  <7  =  0  incepta.  Hine  'aeilieot  obtinomut  par  metlio- 
dum  eot^Oicieatiura  iadetemtiiiatorum 

25. 
A  fornmlis  art*  praecti  quac  referuntiu-  &d  triangitlum  a  lineis 

breoissimis  rormatum  rectangulum  ̂   progredioiur  ad  generalia.  Sit 

C  aliud  pnaetum  in  eadem  linea  breuissima  pro  quo,  ma- 

nonte  />»  chamcterea  q\  r\  ,  6^  eadem  detignont,  quae  r, 

S  pro  puncto  Bm   Itn  oritur  triangulnm  tnter  puaota  jft 

C»  cuiua  anguloa  per  ji»  B,  C,  latem  oppeaitn  per  a,  5,  c» 

aream  per  ff  denotamua;  menaumm  curuaturae  in  ponctia  jit  C 

resp*  per  «e>  jSt  y  exprimemua.    Supponendo  itaquo  («food  Ucef)> 

fuantitaieai  jv^  9»  9~  9  ease  poailiuaat  liabemua 

ylzz<p  —  (p,  H  —  yl/,  C^ie  —  ̂ l/tif^q     q\  bz=r\c:=r,  e—  S—S'. 

Ante  omnia  areani  o"  p^r  sprrem  oxprinipnnis.  Mulando  in 

[7I  singnlas  fjuanlitates  ad  /i  relalas  in  eas  quae  ad  C  referttntijr, 

prodtt  formula  pro  6'^  Tndey  vs^ue  ad  quantitates  sexti  ordinis 
obtinemoa 
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Uaeo  formuU  >  adiumento  seriei  [2]  puta 

titDtit  iA  M^nmrtmn 

—  A«*(3j»l»f +3i»p«^— 6^»  +  4gg9^+4?9^^  +  4«'*)) 
Mtntnra  eiinMtnnw  pto  quouii  inpwlicini  puncto  fit  (pnr  nrt. 

J9t  tU  m%      q  •rnnt  qinnn  lu«  mmt  »,  p) 

^       »  '  dy»  j  +  /yg  -I-  nto. 

=  —  2/  —  6gq  —  (12 A  —  2/y)  qq  —  «ttt. 

UiDC  fiti  quatenus       g  ad  punutum  2?  rereruntur» 

0  =  —  2/*»  —  2/p  —  6g°q  —  2f'pp  —  68  P9 

—  (12 —  2j^J*)qq  —  eto. 

nec  non 

y  =  —  2/*  —  2/;?  —  6^09'  —  2/>p  — 

—  (12/»»  —  a/V*'^  y'?'  — 

«  =  —  2/* 

Introducendo  bas  mensuras  curuaturae  in  serie  pro  obtinemut 

eKpressionem  ae^mit«m»  wgam  ad  ̂ uantitatea  aaxti  ordiiua  (excL) 

exactam: 

ss  I  ocsin  Bii  +  jl-^etUrp  —  Iqq  -f  3qq  +  3«'/) 

+  tI^  3(3;^;^  —  (jqq  +  6^/7'  +  ̂ qq) 

+  tIo  r(3/»/'  —  2v^  +  tf^'  +  ̂qq')) 
Praecisio  eadem  inanebit,  si  pro       9>  ̂   aubstitnimtta  cain 

cooiJi,  ecoiJi^^a»  ^uo  paoto  pcodit 
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[8]  ̂   =:  I  ac  t»uJS{i  +  y|q  a  (3aa       4  cc  —  g  ac  co»£) 

.+  rlw)3(3oa  +  3ec  —  i2accoBB) 

+  13^7  (4 +  3cc  —  9occos/i)) 

Quum  ex.  hae  aequatione  onmla  quae  ad  lineani  y^Z)  norDmliter 

ad  Ji  C  cluctam  referiujtur  etianufnut,  eliani  puncta  y/ ,  7/,  C'  cuoi 

correlatb  interse  permutJi  e  lir.tbit,  quapropler  erit  eailem  |)raecisione 

[9J    #  =  4  i»c  Mn^Cl  -i-   yi^,  a  (3^^^  -h  3cc  —  12(5;c  cos  ̂ y) 

+  T5h/3C3^/^  +  4CC  —  96C  cos  y/> 

4-  tSo  y  (4^^  +  3cc  —  96C  coayJ)  ) 

£10]    »  =  I  a6  ■»B  C(l  4-  yj^a  {3aa  4.  46^  -  9«^  cos  C) 

+  y;tj3(4aa  +  3^6  —  9at?  coa  C) 

.  +  l4»yC3aa  +  12a^<H)«C)> 

26. 
MagnMl  vtiUUten  affert  conudttntio  trianguli  plani  rectilin«i, 

€liiut  latera  aequalia  sunt  ipsit  a,  b^^  c;  anguli  illius  triangiili,  quos 

p#r  ji^t  B^,  C^  designabiuiua ,  difTerent  ab  aogulis  trianguli  ta 

^perficie  curua,  puta  ab  y/,  i9,  C,  quantitatibus  secundi  ordinis» 

operaeque  prelium  erit,  has  differentias  accurate  euoluere.  Galcu> 

lortiiii  autcm  prolixiorum  quara  diOiciUoruui  1  primaria  moineou  ap- 

pO!tui.'«3e  «snrPifiet. 

Mutando  in  Ifjriuulis  [i],  [4],  [5J ,  quaniilates  quae  refenm» 

tur  ad  B  ia  eas  qudo  reterualur  ad  C,  nanciscemur  formula*?  pro 

r' r  CO*  (p%   r  tin  ip'.     Tunc    euolutio   expressionis    r  r  -j-  /V 

—  (y— -  q')^  — -  ̂ '■cos^  .  /cos  ̂   ̂   2  /  siii^  .  /  '  iui  ̂   ,  (|utie  tit 

—  0  b  -|-  cc  —  aa  • —  2  f>  cos  A  2  ̂  c  (cos  A  '  — •  cos  >-/) ,  com» 

binalacuu)  euolutione  expres:iioni.s  sin^./cos^' —  /'Cos^.r'«io^\ 

q^uae  Fit  —  hcAviA%  suppeditat  turuiulum  secjnontem 

cot^^^otMji  =  -  (7— ?>ain^(|/°  +  iy>  +  i*r°(«7  +  y) 
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Hine  fit  porro,  vsque  ad  quantitates  quinti  ordinis 

—  ■rh.r.n  {7pp  +  7qq  +  Uqq  +  7  q  q)  ̂  
Gombinando  hanc  iornuikam  cum  hae 

atque  cum  valorlbus  qu   ii  iaiuin     ,  /3,  »/  in  art.  praes.  allatis» 

tinenuis  vsque  ad  quantU.^ti;^  (|uii.ti  urdmis 

+  {l^^i^qq  —  aqq   +  3qq) 

"^— ^       +  ̂ 'sf°f°i^pp  — 11  j  «  +       —  iig  s 
Per  operatioiiefs  prorsiu  nmalM  «uolttimus 

li'2]  S^szB—irC^  «  +  f  3 + xa  y + A/Vp  +  ̂ifpOtq + 

—  ife/*»/*»  L2PP  +  8    —  8?9'  +  11  y  i')  ) 

[13]   C*=sC— <r(A«  +  Aj3  +  iy  +  ,^rrpp+A/i>fe+2« 
+  f  A<»(3jy— 4g/+  4^V) 

—  ̂ /V*(2p/'  +  ll^^— ^v^+Sfl-V)) 

Hinc  aimul  4ioduoimus>  quum  tumma  A^  +       +  duoii 

reotis  aequali*  sit»  oxcessum  sumimie  ̂   +  .0  +  C  supra  du 

angulos  rectos,  puta 

[14]  -^  +  i»+<?=*  +  cr(ia  +  i3+iy  +  jrP/>+^/M^  +  4 

+  (aA^-^/V*»)  (77—^7 +^V)) 

Haee  vltima  aequatio  etiam  formuUe  £6]  superstrui  petuiMt. 

27.
  ' 

Si  super&eie
s  

eunia  est  spliaera»
  
euins  radius  =:  Jl,  srtt  a  - 

/3  =  y  =  —  2/'»  =  j^;  /"=b,/=0.  6A«— /V  =  0 

=  ̂ J^.   Hino  formula  [14]  fit 
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^  +  ̂   +  C=*  +  j~ 

qiHie  pnaeiHOiie  «biolatA  gwidots  fonottUe  airtMi  jnp- 

podiliiit 

aiue  ae([ue  ezacte 

zs  B  ~  —  (aa  +  cc  —  2bb) 

&   ^  —  — (aa  4-       —  2cc) 

KeglectU  quantitatibus  4|uirti  ordiniat  prodit  liiaG  tkeorOTO  ■OliUB 

s  der.  Lcgeadre  primo  propoaittuii. 

28. Formiilae  nosirae  g- neralea,  reiectts  temiiiits  <|uarti  onlinis, 

peninipUces  eiiaUunt,  scilicet 

=  J  —        ff(2«  +  B   -\-  V) 

Ji^  =  iJ  ~  j\a(u  +  2  3  +  y) 

Ang'ills  Itaque  7/,  f  in  stiperPifie  Hfm  «^phaprira  rtdtictiones 

inapquales  applicandae  <>unt ,  vt  niutatorum  sinus  laterilius  0]<pusitis 

fiant  proporlionales.  Inaf^qnalitas  ̂ cneraliter  loquenclo  erit  tcrtli 

onliiiiii,  al  si  supprficies  parum  a  s|.haera  discrepat,  illa  ad  onlineni 

altiorem  referenda  erit:  in  trianguits  vel  nwxiiuis  in  super^cie  tel> 

G 



CO  *     CAnOLl   FAIDERICI  CIAUS8  ktc. 
m 

liiris,  quarttm  quiclcm  art^tilos  cluiietiri  licet ,  diirerentia  seniper  pro 

ii)sPni>ilMli  habeii  putcht.  lla  e.  g.  in  triangulu  maximo  inter  eK, 

qn«(»  annis  praeccKlralibut  dimensi  numus,  puta  inter  punct»  Hohe-  * 
hagen,  Bronken,  rnselsber»,  vhi  exnes.siis  .snnimae  angulorum  fuit 

=  14'85J48«  calculus  se^ucnles  reUuclioncs  angulis  applioamUui 

prodidit: 

Jloliehagcn  • —  4"y5113 Brockett  ;  —  4f  95104 

Insclsbert;  —4^95131 

29. 

Curonidis  caussa  adhtu}  oouipamtionem  areae  triangiili  in  siiper- 

lieio  cunm  eum  area  triangitU  rectilinei^  -  ouiat  latem  eunl  a,  6>'c, 
ailiicicmu.s.     Aieaiii   posferiorodi    denolabirnus  per  ^**** 

*        Habeoius,  vsqiic  ad  quantitates  ordtnis  quarti  ' 
sin.'/^  =:  sinii  —  ya acos^, (2«t  4*  3  +  y) 

siue  ae([de  exacte 
sin  .  /  =  sin       .  ii  +      b  c  cos      .  (>  «  +  /3  +  v)  ) 

Substitutu  hob  valure  in  forniula  [yj,  erit  vs^ue  ad  c^uaDUtatea  sexti 
ordinia 

+  '4cc  —  4*ccos^  -f  Tivy(4^^+  3cc — 46coos.^). 
sine  ae^e  exeete 

9  =r  tf«(l+T|««(aA  +  2^^  +  2cc)-h  xiwl3(2€ia  +  *i  +  JTcc) 

+  Tivy(2«o  +  2**  +  cc)) 

Pro  snperCole  ̂ baerica  haep  fenntda  seiuontoai  iiidiiaC  fbmiam 

0^  =r  c''(l+Atf(aa+ft&  +  ec)) 

cuius  loco  etiani  sequeatem  salua  oedsin  pTtaoisioiio  Mbptaki  pooi» 
lacile  coorirmalur 

_    ̂   sin sin /i  .  sin  C 
'  ~  *    ̂   8in../-.sinJ?;o.8inC* 

6i  eadem  formnla  triangnlis  in  superficie  enrua  non  ̂ aerica  appli- 

catur,  error  generaliter  loquendo  orit  quinti  ordinis,  sed  insenwhi 

lis  in  omoibus  triangulis,  qualia  in  superfioie  tellaris  dimetiri  licoL 
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^  DETERMINATiO  ATTRACTIONIS, 

Q.UAM  IN  FUNCTUM  QUODVIS  POSITIONIS  DATAB 

EXERCERET  PLANETA.  SI  EIUS  MASSA  FER  TOTAlil 

0R131TAM,     RATIONE    TEiMPORIS,     QIJO  SINGULrtE 

PA&IES  D£SCRifiUNTUR.  UNiFORMITER  £SS£r 

DISP£RT1TA. , 

A  U  C  TO  R  S 

OAIVOLO  FniDERICO  GAUSS.. 

OBBmift  «VKI.PHOKVH  ATQUB  OBDtNI*  DAIIItBBBOO  BQVITBt  BBITA|I<- 

MIAKVir  .HAITBOTBBABQtfB  BBGt  A  '  C01ISII.IX»  AVLAB*  dBtBBVATOBII, 
BBOII  GOTTIireBirst*  DIBBCTOBBk  A9TB0II0IIIAB  IB  VHIVBBCITATS 

COTTIIieBKfl  rBOrBSlOBB.  •OCIBTATVH  BBCIABVIt  QOTTIIIOBIIAtS  BT 

tiOllOlMBli»!»»  ACADBMtAe  BEnoi.lNENMS,  SOCIBTATIS  ITAtlCAB 

ALIAKVMQt;&  «OOALI. 

GOTTINGAE 

AruD  HmiiicuM  oiBTEatcir. 

tfDCCCX\'llI. 

Digitized  by  Soogle 



9 

Digitized  by  Google 



DETERMINATIO  ATTRACTIONIS, 

QUAM   IN  PUNCTUM  QUODVIS  POSITIONIS  DATAE 

EXERCERET  PLANETA.        EIUS  MASSA  PER  TOTAM 

ORBITAM,    RATIONE    TEMPORIS,    Q.UO  SJNGULAE 

PARTES  DESCRlfiUNTUR.  UNIFORMITER  £SS£T 

DISPERTITA. 

CAAOLO   FAIDERICO  GAUSS 

80CIBT.  R£0.  8C1ENT.  EXHIBITA  i«i8.  |AN.  17. 

V  ariationet  fawuhres ,  quat  eltfme&ta  orMlee  plineieriae  a 

pcriarbilioiie  elia»  plenetae  patiaiitttr,  ab  Kujns  pofitione  ia 

orbite  fnat  indepeii^eiiies,  atque  eaedem  forent,  five  planete  per^ 

tutbaot  in  orbiu  eUiptica  fecondam  Kepleri  leges  ineedet,  five 

ipfittf  tnaira  per  orbitam  eatenat  aeqoabiliter  ditpertita  ooncipia* 

tur,  ut  orbiMe  parUbua,  aliat  aeqnali  lemporit  interyiUo  defcrip- 

tit,  jam  aeqnalet  maflae  partet  tribnantnr,  fiqnidem  temport 

levolottonam  planette  perturbaii  et  pertnrbantit  non  fint  com< 

nenfurabilia.  Theeiema  hoc  elegyos,  fi  a  nemioe  hocatqae  dt- 

fertit  Yerbit  ̂   propofitnm  eft,  faltem  perfacile  ex  afironomiae 
phyficae  principiit  demonfiratar.  Problema  itaque  fe  dfiert  tnn 

per  ftt  tttra  propter  plnra  arlificia,  quac  ejus  folntio  requiri^ 

•ttentione  pcrdignum:  aitrtotionem  orbttae  pltoetariaep  aut  fi 

navit, .  annoU  elliptici,  cujut  cralfitiet  infinite  parva,  atque 

jfecundum  legem  modo  explicatam  vartibilia,  in  panctiiiii  qnpd^ 

libet  pofiiione  datnn  exacte  deteminate. 

A  U  C  T  O  «  E 

A  a 



4  CAROU  FRID.  GAUSS 

Dtnoundo  «xceotriduum.  orbiua  per  e,  «tqtie  pnncii  c«i|u«* 

vi»  ia  ipfa  «nomaliam  cxccnuicam  per  '£»  httjos  elemento  d  E 
vefponclebU  elemcntom  «nomaliae  mediae  (t «  coc  £)  d£| 

qoamo.brem  elementum  maflae  ei  orbiue  portioncolae»  cni  jra- 

fponient  illc  elemenU,  tribnendumf  eric  ad  mair«m  integrtm» 

^nam  pro  nniute  accipiemuc,  nt  — •  e  eoi  E)  d  £  ad  e  ir».  ex« 

primente  if  femicircomferentiam  circoli  pro  cadio  i.  Statnendo 

iiaque  dillantiam  puncti  attracti  c  puncto  orbitae  ̂   attfaciio 

•b  orbitae  elcmento  producta  erit 

(t  —  e  coa  £)  d  £ 
2  TT  0 

DeligDAbiinus  feiniaxem  majorem  per  a,  femiaxem  miaorcm 

per  b,  atque  illum  tamquam  linecm  abfcilTarnm,  ceDiromqoo 

ellipHs  lamquam  inltium  adoptabimus.  Hinc  erit  aa  —  bb  ::z  aattf 

abfcilTa  puncti  orbitae  —  n  ro«  F. ,  ordinata  —  b  fiin  E.  Deni^ue' 
dirtanttam  pnncll  aitracii  a  fiI.iiio  orhitae  denotabimus  per  C, 

•Ique  coordiriatas  rtlicjtias  axi  majori  et  iiiifiori  pnrallelas  per 

j4  tl  n.  His  ita  pracparalis ,  attraciio  eletr.enti  oiLitae  decompo- 

uetur  in  duas  axi  tn.^jori  et  minori  parallelas  ai^ue  tediam  plaoo 
orbitae  T\orniaIein  ,  puta 

(^A  —  a  C03  E)  (i  —  g  cos  E)  dE  ' 

(B— fc  fio  E)  (i  —  «  cos  J5)  d£ 
 —5  r  =dn  ' 

2  TT  5' 
C  (i  —    C08  £)  dg 

nbi       v'((^  — fl  cos  E)»  +  {B  —  b  fin  £)»  +  CC). 

•  Imegratis  hiaee  difrerentialibne  ab  £=o  usque  ad  E=36o<>^ 

prodibont  «ttreclione*  partialet  }f,  ̂   fecuadom  directiones, 

directiooibne  coordin«l«mm  oppofiUf,  o  qnibus  «ttraciio  integra 

compo* 
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fin  £  = 

DCTERMINATIO  ATTRACTIOMS  ktc.  5 

-coinpofiu  trit,.  et  quas  pcr  meiliodoni  notani  i3  qatslibel  alta» 

divectioQe»  loferra  liceliit. 

Rei  ronma  jam  in  eo  veriacor,  «t  introdneta  loeo  ipfioa  B 

alia  rarubili.  qnantiiae  radiealis  ki  Ibrmam  fimpliciorfm  redigap 

tnr.  Ad  huno  finam  ftatnamoa 

-f-  ct^  cos  T  +  ct^»  £o  r 

y  -I-  V'  cos  T-\-  y"  fin  T 

g+      cos  T-f  gf^  fio  T 

y  -f  y'  cos  2'^-  y"  fin  T 

nbi  autem  novetn  cotfllcienles  etc  manifefto  non  font 

penittts  arbitrarii,  fed  certis  condittonibus  fstisfaeera  dabent»  qoaa 

•nto  omoia  peircrntari  oportat.  Primo  obfervamua*  fobftitnlio* 

nem  «andam  manere,  fi  omnes  co£flicieotes  per  tnndew  factocem 

mnltiplicentor,  ita  ut  sbsque  generalitatis  detrimento  nni  ex  ipfia 

Talorem  determinatnm  tribn«re,.a.  g.  ftatuera  liceretysti  atta- 

aen  coacinniiatls  csuOa  omnas  novam  aliqoantisper  indefiniu 

manaant.  Porro  monemns,  axclndi  debero  valoras  talaat  ubi 

a,  a,  a"  rel  C*,  e*'  ipfis  %  y"  rafp.  propottionalas  aficntt 

atioqnin  enim  £  haud  amplittS'  iodatermioata  maneret.  Neqoeuot 

igitur  y'4t"^7".rt',  Y'»—  ya",  y«'  —  y**  fimul  a?anescera. 

.  Msnifefio  coeflictentes  a,  a.\  a"  etc.  ita  comparad  aO<a 

debenc,  ut  fiat  indefmite  .       ,  . 

(ct  4- it'  cos  r ct''  fin  T)  «  I 

-f  (s:  -f  e:'  cos  r-f     fin  r)2  [=30.. 
— •  (7  +  y'  co«  r fin  i  )*    ̂   _ 

oode.  oecelTfirio  haec  functio  habcre  debft  foimam 

*  A  (coa  T>  +  fin  7>  —  s) 

-  *    *  Hine 
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(I) 

IS^e  colligimiie  tec  aequationes  eondttionalat 

—  ftce—  ^^+77=  A 

,   '  rt'  —  ff'     +  V'  /  =  —  A 
—  £t'^t"—  g'"^''-}-  y''v"=  —  ̂  

—  rt'  rt"  —         -f-  y'  o 

—  a"a  —  ̂ ''^>y"y  =  o 

Ab  bia  aoqoaiioDibiia  pendent  plarea  aliae-,  qmia  eyolver 

0pene  pvetium  erlt.   Sutneodo  brevitatia  caufla 

o£ombioattone  eeqoetionum  (I)  facile  deriyantof  |iOTem  feqaetites 

ff"rt) 

ayO 

ea  =  —  A  (^'  y" 

4,4:  =  —  A  (y'ri" 

C  y  =        A  (a' 
•      £«'  =  -h  A  (S"y 

«^'  =  4-  A  (y"rt 

c  y'  =  —  A  (ct"  S 

+  k  (bTy^  . 

A  (ya' 

B  tribui  primit  bamm  «eqbttionnm  ratfna  dedncimni  bancf- 

enCe^y  —  yfi")  +  e^Cy**"  —  «'VO  +  «y  (*'^'  —  = 

cul  aequivalena  eft  baees 

£  8  =  A  (—  a*cC  —  ̂ ^'  +  y'y')  (—  a"<t"  —       '  +  y"y'0 

—  A  (—  a'£C"  —  6"'^"  +  y'y")2 

qned  «djameoto  aeqnatioaom  e,  3»  4  in  (I)  mnteint  in  bane: 

=   .(IV)  \ 

Aeqtta 
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DftTfiRMIKATIO  AltlUCTlONiS  m. 

Aoqoe  iilfiilo  ex  ioquAtlohibus  (0  derivaniur  hae: 

(r*»"  —  a*y**)*        A(A  —  ff'  ̂   —  ̂ "ff.^) 

(«'       —  fi*  «'O*  =S  +  A  (A  -f  y'  y'.  ̂   y//y'/) 

(ff'' y  —  y"C>«  =  +  A(A  +        - ct"ct") 

(y"«  —  A"y)*  =  + A(A  +        -  fi^//^'/)  i  (v) 

<«;'^  —  A(A  —  y  y  4-  y/y/o 

(ffV  —  y       =  + A(A -i- <ii»  — 

(y«'  — '«yO«  =:+A(A  H- ^ff  _  gi, 
(rtfi^  —  ff«0*  t=-A(A  -  yy  +  J 

Esflnpli  caiiira  «voIaUonem  primM  ad(cribiinus,  ad  coiu» 

laflar  icli^tiao  facUo  formabtttttor.    Aoqnatione»  4,  a,  3  in  (!> 
I^licat  fnppadjtant 

 iaU*  —  A)  («"«"  —  A) 

9^ao  aagoatio  «voluta  protinua  ipram  prlmaiB  in  (V)  fiftit. 
Ex  hia  aoqnaUonibua  (V)  condnaimoa,  valorem  A=o  iii 

aiaqniiitiono  nofira  liaii4  admiffibOem  eOei  Jiioo  enim  omnca 

nOFcm  qfiianHtates  -  y*^'  etc.  noeeflario  «iranoieerent,  i.  o^ 
coeiBciente«  ee,  a'.  tum  ipfia  €'\  tum  ipfia  y,  y',  y"  pro- 
portionales  evadecent,  Hinc  eiiam,  propter  aequationem  IV, 
quantitas  e  eranescere  nequit;  qoamobrem  A  noceflario  debet 
effe  quantitas  pofuiva,  fiquidem  omoea  coefiicieatee  «.  a"  oto. 

debent  elTe  realcs.  Combinalia  triboa  aequaUooibna  primia  in  (III)' 
cum  tribus  primis  in  (V),  iue  novao  piodount,  ̂ uae  manifeft» 
a  Talore  ip&us  A  non  evanescente  pendeat} 

««  —  a*a*  —  a"a"  =:  —  A  I 

VV  —  ?''/  —  y"y"  =  +  A  ) 

Combinaiio  relioi.uum  easdem  prodnceret.    Hia  deniqno  adjon* 
Igimu»  tres  Ie(^u€iae«: 

,    '  ffy 



^^of  -.y"tf"  =  0  [  (Vll) 

g  CAROL.  FRIO.  GAUSS 

■  ya 

qnitf  ftcila  ex  aequationibiu  III  demaDlurj  «.g.  fecnnda»  quin 

et  oetive  fappeditant: 

— /.7"  (y«'  — «yO  =  » 

Mtnifello  h«e  quoqve  aequeiione*  eb  exdafione  vilorU  A  
= 

lunt  dependcntes  •). 

Quoniem,  ut  jen  fopre  monainitts, .  omnea  €o£fficaent« 

tf,  a't  a"  etc.  per  eondem  factorem  iboUipUeare  .licet^  nndo  Tatc 

ipfioa  A  per  qutdratam  e)tt«dem  factoria  multiplicatoa  prodibii 

abhinc  femper  fupponemue 

A  =  I 

^no  pacto  baceflario  qnoqno  erit  vel  e  ̂   -f  ̂   rel  «  =  —  1 

Patet  itaque,  novem  coelBcienlea  Ot  <t"  eic.,  inter  quos  fei 

«equationea  eonditionalea  adfunt,  ad  trea  quentitetea  ab  inirieeai 

independentes  reducibiles  «fle  debere,  quod  quidem  commodilEme 

per  trea  ar.gulos  fequentl  modo  elficitnr:  ' 

<t  =  cos  L'  tang 
f  =  fin  L  tang  N     .     *  . 

y      feo  N 
(t'  :=  cos  L  cos  Af  fec  N      fin  L  Hn  M 

rr  fin  L  cos  M  fec  N  s  cos  L  iln  M  . 

y'  s  cos  M  tang  N 

rt"  C08  L  fin  M  fec  N  —  fin  L  cos  M 

6""  —  fin  L  fin  .1^  fec  /V  d=  C08  L  C0&  M 

y"  =  fin  M  ung  iNf  '  - 

vbi 
*)  rotfan  h.iud  fupernaum  trif  mDnrrc.  rof  3n»Iyria  praecede r.tem  coa» 

fulco  cl^giffe,  »iqu<-  alti  deMv-tiuoi  relatiuQum  lll — VII  pra^Uti 

quae  quamquam  aliqua«tolflm  cleg«ntior  vidtrttnr,  tanwfl,  MOintt 

cMmlnata»  qnlbttidam  dnbits  obnoxii  inrenu  «ft»  qeae  non  fin  aD« 

^  *  bSf^ea  cemov^are  Ucniflcti 
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PETEBMINATIO  ATTRACTIONIS  stc.  ,  q 

uhi  Sgnoram  ambignoram  Cop«ri<fra  teforaiitnr  «d  cftfnm  «:=  4-  it 

inMora  itd  c«ram  Attatt«n  tr«ct«tio  «ntlyiica  «d 

maximam  p«rl«iii  «leg«ntin«  fine  nro  hornm  «ngnlorum  «bfolni. 

tnr.  C«t«rom  hand  difficil«  foret,  ligmfic«tion«m  g«om«tric«m* 

tnm  Jioram  angolofnm,  mm  reli^oaram  ̂ nantitctnm'  «nxiliar^nm 
in  liac  «Uagnifition*  oceatrwtinm  «flignarei  fa«nc  rcro  interpre» 

tation«m  «d  'inAitntnm  nofirnm  h«nd  n«e«flattftm  l«ctOri  perilo 

esplicandam  lyn^nimoi. 

4-
 

6i  jam  la  exprefTione  diriantiae  g  pro  cos  E  et  Ra  E  falorcs 

fnpra  afTuaiti  fnbfiitunntur ,  illa  in  hanc  formam  traofibit: 

V(G-fG*CotIg+G*^finr»4-a//cos  /  Hnr-f  alP&a  Tj-tHfeotT^ 

^  y4- y' c7s  T-j- y"  fin  r  ^ 

nbi  coeflicientes  ce«  a\  a"  etc.  it«  determinAbimne^  nt  («loit  («s 

«eqnttionibna  conditionalibua 

—  «tf—  S^f+yys  I 

—  —         +  y'  y'  =  -f  1 

—  a"  a"  —         +  y"  y"  =  — •  i 

.  —  £t'  ^"4-  yV'=:  o 

—  «  a'  —  ̂   f '  4-  y  y'  =  0 

•deoqne  ett«m  r«liq«i«  ind«  dem«n«ntibna,  fiat 

H  =  o,      =  o,       s  o 

qao  pacto  problonM  g«n«ralit«r  lognendo  erit  d«t«rminatom. 

Qoodfi  iuqoe  denomtnatorem  ipfios  p  per  I  denottmna,  tr«nfira 

debet  fanclio  trinm  qnantititem     t  cotf  E,  t  fin  £  haeo 

(^A-^Bn-^CC)tt\aa  (t  cos       -f  66  (t  fin E)»  —  sa^i.  t  cosS 
— %  h  B  i.  «  fin  £ 

pec  TublUtutionom 
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«  Gos  £  ss  <e  +  eb«  r  +  fin  r 

*  fia  £  s  ̂   +  6»  m  7  +  fin  7 

t         s=  V  +  y^cot  7  +      fin  7 

G^G*  €OB  7*  +  Cf"  fi»  7« 
trittm  iadeteniii» 

aeterun  x,     %  h%ne  (IT) 

per  rabfiiiatipnem  . 

X  =    M  +     ti'  -f  a""tt" 

»  —  y  »  +  y*  tt'       y"  tt" 
2a  ftmetioaeai  indeterminMarum  u,  n^^  u"  beao 

Gutt  +  G*u'u*  +  G''u''tt'' 

tranfire  debere.    At  ̂ uani  ex  hie  formulie,  edjomeato  aeqnMl»» 
aDm  [ij  fedle  feqDetnc 

manifefio  functio  JV  identica  eflTe  debebit  cnm^lieo 

0(-ux- +  y»>a  +  <>'(a'x-(-  ry-y'x)*  +  G"(a"«  +€*'y  .y*4>« 
aade  bebemue  fex  eequationee  - 

aa  ̂   +  G*et'af  +  G**a**a'^ 

bb  =z  Gss  +  cre*  +  G'*&*^* 

ji^-j'BB-{-CC=.  Gyy  +  l?'y'y'  +  C"y''y" 

6£  =  Gg^y  +  G^/y'  +  G"€*'y"  ?  W 

ajrf  r:  C  /ft  +  G'y'ci'  +  G"^i'a." 

o      =  GrtS:  +  0'it'^'  + 

Ex  his  dnodt^cini  aequaiiotiibu»  [ij  et  [a]  incogDiiet  .nofiiaa 

G\  G  ft  Ot  a%  a**  etc,  determittere  oporiebii. 
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DETERIIINATIO  ATTfiACTIONlS  m  jg 

E  combinatione  aequailonum  [t]  tt  [aj  facile  decivantur 

fequentes : 

y(ji^-^  LB -^-CC)  —  aaA SbB=:  yO 

Und0  fit  porro, 

Ultimatn  fic  qnoque  cxhibere  poITumus 
BB  CC. 

Ferin«t«  o  combinatione  aequatioBum  [1]  et  [aj  dedadlttiii' 

a*aa  —  y*a/i  ~  u*  G'  \ 

^bb  —  y'bB  z=  S'G* 

—  y  4.  CC)     tf^a^  —  ̂ 'ifi  = 

otqno  btno 

y*aA cJ  = 
aa^G* 

^'^bh^  w 
BB  CC  ̂  

ol^proVfoB  Amtli  modn 
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^   -  bb^G" ••[">]  * 
AA  BD  CC 

au—G~'       hb^G^f  ^  *  '  *  •  "t"^' 

Palet  iuqne,  G,  —  G',  —  G"  elTo  radkes  aeqvAtiooU  . 
AA  DB  CC 

aa  4-x  +  ̂   =  *  t^^]    .  - 

quae  rite  evolnta  ita  fe  habet  "  ' 

x^- {AA-^BD^CC -aa- bb) xxf  (natfc - aaBB - aaCC -bbAA-  hbCC)» 

—  aabbCC  =  o   .  .>  .  [13] 

,     "     '  •  .   6.  '  ■  .      •  ; Jam  indolo  linjat  ao^iiatioiiio  cttlncM  lo^ii<ntttf  fnnt 
notaoda* 

I.  Ex  aequationis  terniioo  'nlcino —  «a 66 CC  concluditnr,  «m 
ccrte  habere  radicem  ttBafn  realem,  et  quidcn»  Foi  pofittroin, 

Tel ,  fi  C  —  o ,  cifrae  aeqnaleni.  Denotemn»  iiano  fid&ccm  re*> 
lem  nnn  negativam  per  g. 

IL  Subtrahendo  ab  aequatione  is,  ita  exiiibitn 
AAx  BBx 

huies  > 

A  Ae  BBe  ' 

ot  dividendo  j^x^g,  eritor  no?*,  dnat  rtli^oat  radiceo 

compleetena  ■  s 

 gaAA  bbBB  ' 
(aa  -f.  X)  (aa  +  (bb  +  x)  (^fr+g)  .  ■ 

quac  rite  ordinata  et  foluia  fnppediut  [14} 

aaAA        bbDB        •  ' 

'  .  •  '  **^'^6~^  bb-i-^^  ̂ iaa^S){bb^gy Haec 
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DETERMINATIO  ATTRACTiONIS  btc  jj. 

Hi<e.  ixpre(Bo  p  qunm  qmiititas  fob  Ggoo  ndScili  iMittra  faa  fic 

l^fitivi»  v«l  /iltem  aon  Bogttifa^,  monilrftC».  eii«m  duu  reliqais 

fadie«s  fMnpiv  lieri  realif.  *  ' 

III.  SabUihendo  aiitem  ab  invlceui,  aequationeft  iru&  lic  oxhibiti* 

^  Ajgx      B^^x  -f  gCQ 

oa-f-g       bb-\-^  * 

et  dividendo  per  ̂   —  x,  prodit  aequitio  doM  reli^uai  radice* 
continens  in  hacce  forma: 

AAgx                    BBgx  . 
o  e   —  —  4-  CC  ' 

cnt  manifefto,  ii  ̂   eft  qnantitit  pofitifo  per  Talorom^^pofiliviMB 
ipfine  X  fatiifieri  nequit.  Uncte  eoQclndimne,  aeqaetionem  noArem 

onbicim  redicee  po&tivee  plnree  quem  nnam  lubero  non  pofio» 

iy<r  Qnotiee  iteqoo  o  non  eft  inter  radieee  aeqnationb  nofirae^ 

>  odempt  .neceflefio  i^adix  nne  po&tive  com  doabne  negetirie. 

Qnotiee  vero  C  =  o,-  adeoquo  o  nno  redienm,  rdiqnae  copi- 

plectetnr  eeqnatio 

xx^^iAA-^BB^aa^bb)  x-^aahb^tiaBB^ihAA^o 

vnde  hae  radices  exprim^otur  per 

I  {/iA  +  /35  —  «a  —  i6)     i    ((/rf//     Bfl  —  flfl  +  66)  ̂  -i-  4      BB)  - 

Tre»  caros  hic  iterum  diftinguere  oportebit. 

Primo  fi  terminue  nUimue  <ui66  —  aaBB  —  bbdA  eft  po(i- 

tirne  (i. e»  fi  ponciuro  aitracium  in^plano  ellipn>  attrahentie 

intra  curvem  jacei)^  ambee  radiceet  qnnm  real^s  effe  debeant, 

eodera  Hgno  afTectae  erunt^  adeoque  quom  fimul  poniivae  eflTe 

neqoeenkp  neoeilario  erimt  negetieae»  Ceierom  boc  etiem  inde- 

penden- 
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p«BdcBt«r  «b  Ui/qiui^  jtm  demonflrtu  fant,  inde  o(N|el«dI  poteftt 

q«od  coefllcitni  medioa,  qnem  iu  exhibere  licet 
1         i         hhAA  aaBB 

maniferto  in  hoc  cafu  fit  pofiiivus. 

~  SeeundOf  (1  terminus  «Itinuia  ell  DegaiiTas,  £ve  punctum 

.  ettractnm  in  plano  ellipfie  tTttra  curvam  fitnm,  neceflerio  altera 

rediz  pofitiva  crit,  altere.  aegetiira. 

Tcftid  eutem,  fi  tern  inns   nhinins  ipfe  evAneeoeret,  firo 

{mBCtum  attractum  ia  ipfii  eUipfts  circamferentia  i«ceret«  etiam 

reciix  fccunda-fieret  =  o,  ct^ne  tertia 

V>4A  aaBEi 

aa  bb 

i.  r  n^^patlva.    Ceterum  hunc  cafum,  pliyfice  imponibllem,  et  ia 

qtio  attractto  ipfa  inflnite  msgaa  evcderei,  «  di«gaifilioiie  nofirat 

,  hocoe  Xaltem  loco,  exdudemaa* 

Ad  determiiiaiidoa  ooefficientea  y,  ex  ae^oitioiiibiit 

>«  3«  4>     7*  9>  inrenSmui 
a 

7  =•  ■  — 

,  bB 

^o«  +  <?'        ̂ bb  +  G^ 

1- 

IB 

aA  hB 
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DEtEIUillllATIO  ATTKACTIONIS  m.  JJ 

'  Ex  his  ae^uaiioQibus  liu  cum  5,  ii  conibinalis  eiiam 

la^uitur: 

•  -  =  V  -  

jiG'  ̂   JiG'  \  [ifil 

tlte   ̂ ftciior^t  «xprelEoiitt   olleDdnQt,  .milltm  qiitntilatum 

G'»       negttiTam  efle  pofle,  fiquidem  7,  y',  y  debtvt  efle 

mlet.  
' 

In  cafu  itaqne  eo,  nbi  aofi  eft  C  =  o,  BecelTtrio  G  Mqualia 

AaCtii  debet  radici  pofitivae  aequatioDis  j3,  pttetqiM  tdeo,  — 

Mqntlem  elTe  debere  tlteri  rtdici  a^ttivte,  atqoe  —  aeqat- 

lem  alteri  ̂ **);  utram  vero  rtdicem  pro  —  G'»  utrtm  pro  —  &t 

tdoptemius,  prorftia  trbitrtriam  erit» 

Qootiet  C  =  o»  poBctnmque  tttrtcium  intrt  cnrvtm  fitum, 

ilutt  radicet  negaiivas  aequationit  13  neceirtrio  pro  —  et  Q** 

tdopttre»  et  proin  G  =  o  litlnere  oportet*    Qnoniam  vcro  in 
-  '  hoc 

•)  Proprie  qoidctn  ex  •nalyilpraeeadeiite  taDtummodo  fc^tiir«~Cet— G^' 
fatisfacere  debere  aequationi  r3 ,  nnJe  4ublum  «(Te  videtar,  «nnoa 

Hceat,  atramqae  —  G'  tt  —  G''  eiitm  radici  negativae  •equalem 

poaere,  prorfus  neglecta  radice  tertia.    Sed  fadle  perfpicietarr  fiquU 

.  aequationi»  radis  fecQoda  tt  tertia  fint  iaaeqoaice»  ««  —  G^ZZ  —  6" 

feqol  7*  =  =       ̂   =  ̂ *,  et  pioitt  —  «'      ~  W  fi**  + 

»*  t"  rr  —  a'  —  P'  ,3'  ̂   yt  —  i ,  qaod  •eqa^doti  qbartae 
in  [t]  ei^  cor.trarium.  Conf.  qaat  itlira  dt  caftt  dnaraor  rtdiciun 

aequtlium  aeqoatioois  13  diceotur.  — 
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loc  c«fu  fofiiuiia  primi  m  16  fi*  iad«terminata ,  form
nlai 

pfimaat  in  15  eju»  Joco  reanebimtu,  quae  r
uppecUut  . 1 

Quoties  «ntem  pro  C  =  o  pvneinm  «tiractnm  extra  olllpnf 

facet,  ae^uationia  13  r«dix  pdfitir*  fl«taencla  eft  =  G,  «tqno  v*: 

negatira  =  —  G*,  «»       =  o,  vel  raaix  negative  =  —  &\  01 
o;  coe/Sdeotem      rel      ▼ero  invepieiBtta  per  for|nulam BB'  ^ 

.     ̂   ao    *'  hb 

Calcrom  10  cafa  jam  «xclufo,  uBi  pnnctom  attractam  ia 

ipik  eiienmferentia  «llipfia  fitnM  ropponeretur»  coellicieaiea  y  ec  y% 

y  et  y  evatf«rent  iofiniti,  quod  iodicat/  tranaformelionem 

aofimm.  od  linnG  cafom  omnino  non  «fl«  «pplicabilem* 

8. 

^oamquam  formo1««  15^  16  «d  d«t«rmin«tionjem  coef&den» 

tiom  y»  y*,  y"  fuffieera  polTcnl,  um«n  «dhoc  «legantior««  «lE- 

goara  licet.  Ad  hone  fiBem  muluplicabimus  aequa<ion«m  [5]  per 

maUf  —  &O9  nnde  prodit»  levi  reductioa«  f«ct«,. 

aa^^ibb-^G)     ,  bbBBCaa+G)  aabbCC 

-CCG 

.eo  -j-  o-  .    -  ' 
sooM  GG 

8«d,«  aatora  aaquationia  cublcae  He 

fomma  radicum  G—  G'  —  G"  =  WyJ -^-  JBB+CC^aa'~ih 

prodoclom  redicom  GG^G^^croa^CC 

Hinc  «cqoaiio  praecedeoa  imnfit  in  feqneniem  : 

qmm 
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DETERUINATIO  ATTRACTIONIS  ktc 

quam  etiatu  fic  exliibere  licet 

Hinc  valor  cociUcieoiis  7  e  forinula  prima  ia  [t^j  traoamuutnc 

in  le^uentem;     ̂   '  * 

_  (aa+G)(bb±G) 

'      ̂   "  ̂ (G-hG')(G  f-G")  •••  •••  l*7J 

Fcr  analyfin  prorfus  nnnlem  in^enitur  , 

(an-(  ;0  (bb-G') 

'  .     =  ̂7rTV;'HG'T=^) ^'^^ 
(fla  —  r;")  (6Z>  —  G")         ,  , 

Poftquam  coefliciente»  y,  7',  inventi  funt,  rcliqui  (t,  5", 

a',  b'i  a",  S''  inde  per  foimuias  5,  4,  6,  7,  9,  10  derirabuntur* 

9-
 

Slgna  exprefGonuni  radlealium,  per  quas  y,  y',  detprmu 

AAvimBs,  ad  lubituiQ  «^cipi  pofT«  facile  perfpicitnr.  Operac  «b« 

tmn  'pretiBm  eft,  inqo^irere,  ̂ uomodo  fignnm  ̂ uantititis  9  cum 
Hgnis  iftie  nexom  fit.  Ad  liiuic  fioem  confideremut  lequaiionem 

tertiem  in  lU  ert.  3* 

quae  per  formulas  6,  7,  9,  10  trinimntetiit  in  bine« 

^•J   ahAB .  ahABy''/'  

*y      (oa—  (?Y(bb  ̂ &0  ~  (aa  —  G")  (bh^G') 

-  ~  —  g ) y*' 

-  -  (aa     GO  (aa  —  G'0  (^^  —  G')  ibh  —  G")  ' 
Sed  e  eoofideratione  aequalionis  13  facile  lledacimns 

(aa+  G)  (aa  —  GO  (aa  —  G")  =  ao  (oa  —  bh)  jiA 

ibb  4-  G)  (Z;6  -  GO  (^»6  —  G'')  =:  —  W  (aa'— M>^^ 
C  Hioo 
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Hiiie  Mqiiatio  pri«ce(l«iis  fic 

-    -  (-^  ̂   '^)  (^^  +  G)(G'  ̂   Ci")  v^v^ 

qnM  oombiiula  enin  Mqattiono  17  Inppedttat 

sah  (aa  •—  hh)  ylB 

-  Hiae  patet,  C  pro  —  C  eleete  Ht  aeqvationi»  cubieao  radlix 

oegatira  abfolole  major,  fimulqne  eo^fiicicntea  y',  v'^  omoe« 

pofitive  accepti  fint,  t  idem  fignum  nancisct,  qnocl  babct  jiB, 

idemqne  eireniM,  fi  his  qnatnor  conditiottibtta,  vel  omnibne  vel 

dnaboa  ex  ipfis,  contraria  acta  fint»  oppofitnm  rero,  fi.  nni  rel 

tribua  conditionibua  adretfatna  foeiif.  -  Ceternm  fequentee  edhuo 

relationea  notare  convenit,  e  praecedentibna  fiieile  derivindeat 

  &aahAjiB  

«"  ̂  (G  +  G')  (G  4-  G  ")  (G'— G") 

Cff^ff'     —     _j_  G#y  ̂(j  ̂ G«)(G'—  C") 

 flfr/^/i?  

(G+ 00(0+6*0 

-  ('G+GOlG''^^^^^ 

*  ̂   (G+C*')^^'  — G')  ^ 

la Formnlae  nofirao  qnibnsdam  eafibna  indeierminalae  fistl 

poffnnt,  qnoa  feorfim  confidetare  oportet,  Ae  primo  qOidem 

difcotiemna  cafnm  enmf  nbi  aeqoalionis  cnbicae  radices  ni^ti- 

vae  —  G'f  —  G**  aequalea  finntt  nnde,  per  formulaa  ifff  19» 

'i;offficientes  y',  valorea  iafioitot  Mncisci  videotur,  qni  aotan 
rerera  fuat  indetermittAli 

8lii 
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DETERMINATiO  ATTRACTIONIS  stc. 

19 

Stitaeado  ia  forintilA  14,  gszO,  pitet,  «t  4«|o  valore»  ip. 

fiut  ae^  1. 0.  nt  ̂   G*  at  ̂   G"  fiant  aequalca,  necelTario  efle  debat 0 
aaj4A  hhBB 

jiB=z  0,  aa  -  fci  -  — ^  +  ==  o 

Hlac  facile  intclligliur ,  quum  aa-^bb  natura  lua  fit  vel 

quantitas  politiva ,  7el  =;  o ,  efle  debere 

^  =  o 
' 

fla-j-  aa,'— i>/» 

Snbftituendo  hos  valoies  io  ae^uatione  14,  iit 

G'  =  Q"  z=.  bb 

Snbrtituendo  porro  vAlorem  x  =      in  aequatSoae  cnbict  13»  prodiK 

Qooties  liaee  eeqnatio  eonditionalie  fimnl  cnm  aequationo  B  s  o 

locum  babet,  cafai,  quem  bio  cractamui,  «dducitur.  St  quam  fiat 

'  aa.lA  aaCC 
G  =   rr  —  aa  =:    ,  ,  - aa^bb  ob 

formola  17  rappedittt 

^        aahbAA  ^  /laCC-^aahb 

^      ̂ (aa  —  bb){aaCC  +  b*)  ̂  ̂  oaCC+^« 

ac  dein  formulae  z»  4 

y(aa— ̂ W)  .        yhhA  hhiaa^—hh) 

*  ̂       oli       ̂   a  (CC  -{-IjF)  "  ̂  aaCC-\-b^ 

(CC-fW)(oaCC  +  **) 

-  =so 

Valores  co^iTicientium  y',  per  formulas  18»  >9  in  hoc 

cafu  indeterminati  niancnt,  atque  lic  etiam  valores  cociUcientium 

celiquornm  a,\  S%       ̂ ''«    Kihilominns  per  unnm  bocum  coein* 

C  a  cien- 
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cieniiam  omnet  qnio^oe  religut  exjpriml  poffunt,.  e.  fil  per 
Ibrmoltm  $ 

"  -  «M  — ** 

«c  deio 

tt 

COncinnius  hoc  ita  pnfkittir.  Ex 

y  y  =7  1  -i-  Aa»  at.a.*=i.y  y',  t  =       -|-  ̂  ̂?/  —  y/y' 

+  ̂  =  t =.  » ccrt  ,aa 

Quapropter  Itaiuere  poITumus 

=  C08  /,  y'  =  tf  fin  /,      =  '/  fin  f 

Dein  vero  •  formulit  e  a"  =  ̂ y*  ̂   y      e^  *  =.  ya'  —  ayV 

«y"  =  Sa^  —  «     fi  e  =:  i  inventoiws 

<t"  =  — ^iy  co»/,      =  t  fin  /,  y"  ZL  ecc  cos  / 

Telor  aoguli  /  hic  erbitrarioi  eStp  aeo  oon  pvo  lobilu  ItAtni  pot^ 

f it  vel  e  9 '+  *  ̂el  e  =  —  i. 

II-    — •     ■    ■  -^*    -  • 
Si       GT"  runt  ineeqneleoy  veloree  eo«fficientiam  y,  y', 

per  rormulai  t7,  ts»  19  iodetermineii  cflW  neyneiini,  fed  quoiies 

eliqne  qneolitetnm  oo  <—  G',  A^ —  ICz'»  «a  —  G".  6h^G**  eve* 

needt,  valor  co€fficieade  «V  y"  per  foirmnlim  6,  7,  9,^  to 
yefp.  indeurmtnalns  menero  primo  arpeeia  videtur,  qnod  lame» 
fiteni  fe  babcra  levie  nttenilo  docebit. 

Snpponnmoe  e.  g.^  clCt  oa  ̂   =  o,  aetqne»  per  eeqnn- 

tionem  18,  y'  =  o,  nec  non  pcr  ee^naitonem  7,  ̂   o  (fiqni* 
dem  non  fueriiilmul  aa=^;,  ondo  necelTerio  eAedebet  af^pz  t. 

"  si 
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DfiTERHlNATlO  ATTRACTIONIS  btc. 

81  v9to  fimnl  aa  ~  formala ,  quae  pracMdlt  ibxtam  in  Mt.  5, 

fupp«diut  «e'^  +  =  o»  ̂ iiAO  aaquitio  enm  «t'«t'  +  s  » 

jnncta ,  prodoctt  • 

Hao  •xproffionet  naoiliillo  indeimminatao  eflo  cequcuat, 

nifi  fimnl  fnwit  .^^hso,  Jiso^  tnao  vero  ed  cafnm  in  irt» 

^niec»  iim  confidcntnm  deleboremnr» 

Pofiqnam  aooaecim  qnentiute#  G.      G'\  a»  cl\      &  €\ 

y*  y*f  V**  complete  dleterminiro  docnimue»  ecl  evolnltpiiem  |li&» 

rentieli»  AB  progredimur*  Statuamne 

I  £r  y  -f  y'  cdi  r  4-  y  fin  r  ,  .  ,  .  •  .  [ao] 
ite  nt  fiat 

f  coe  ̂   s  «  +     coe  r    ct''  fin  T  .  .  .  [s  1] 

tfin£=:?+^COer-i-^'finr.,.  [aa] 

Hino  dedncimoe  '  * 

f  a  S  =>co8  Ed,tGnB  —  fin  E  d.  e  coe  S  ' 

r=  coi  £  (^' cos  r  —    fin  2)  a  r-- fio  £     coa         fin  20  d  r 

•deoqno 

ie4«s:(i«e"-«C")cci  rd  r+(*'ff-C^rt)fin  rdr^-  (ct^&^-^aS^^dT 

=  ey^co»  rdr     ty*'  fin  Tdr  4-  ey  dTs  e«d  r 
ftro  ^ 

»d£  =  edr  [e3] 

Ohfervere  oonvenit»  qnantiiatem  t  Oilnre  fne  femper  pofiti- 

vam  efle,  fi  coifficiens  y  fit  pofiiivne,  vel  femper  negetiTem,  ft 

V  fit  negativoa.  Qnnm  enim  fit  (y^  cos  r  y'^  fin  T)*  + 

(y*'  COi  r  —  y  fio  r)*  =  y'y'  -|.  yt*y»  sr  yy  —  1»  «rit  fein* 

per  y*  coe  T  y"  fin  T,  fine  refpecin  figni,  minor  quam  y« 

Hino  ooncludimuit  quoiica  ey  fit  qnantitis.pofitive»  vetiibilee 
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JS  «fc  T  lenper  fimul  crescer»;  quoties  autem  ey  fit  4|Qftntft«i 

aegttim»  iiec«IEirio  Alteffani  ▼ariabUein  leivper  4ecreMer«p  dttia 

Altera  aageatar* 

Neini»  iater  vitsabilea  B  et  T  adhiie  matina  illMftratar '  per 

vatioclnia  CBqaentia,  6uto«ndo  %r(yy  —  <)  s  iia  ot  fiat*^*^  =: 

tfcr-h^<?     y'y'  +  y  V''f     aeqnationiboa  a«s  ai,  ta  deAacimua 

«    4-  tt  cos  E  +  ̂  fin  £)  =  y  a  -}-  cta  +  e'^'  +  Cy'  ̂-^-act*-^  gb')  co  T 

=1  Cy  +    (<J  +  y' «»  r+ y"  fin  r) 

Perinde  ex  aequationibus  fii,  sa  fcquitur 

t  (ct  fin  £  —  ̂   coa  £)  =  e  (y'  fin  T-»  y''  coa  T) 

Hae  aeqoatiofiei,  Aatoendo 

ct  ^  V'  y" 

j     cos  Z<(  ̂   =  iia  Z.|  ̂   =  coa  M,.  -^-  =  fin  Tlf 

naiidacontnr  formam  feqneoiem: 

t  (i  +  coa  (E—L))  =  (y  +     (i  +  cos  (F— ̂  JM» 

r  fin  (B  —  £-)  =  e  fin  (P  —  M) 

imde  jiL  per  divifioneni,  propier  (y  +      (y  —  ̂ )  — 

'     tang  i  (E  — .  L_)  =  £  (y  —      tang  ̂   (r—  iJ^) 

tang  I  (r  —  A/)  =  €  (y  -f-      tang  ̂   (£  —  Lj 

Hinc  non  foluoi  eadem  conclufio  deriTator»  ad  qnam  io  /ine 

art.  praec.  deducti  fumaa«  fed  infaper  ctiam  patet,  fi  ralor  ipfiss 

£  crescat  360  gradibnt,  Talorem  ipfiua  T  tantundem  trel  aeaeere 

vel  diaiioui,  prout  ey  fit  vcl  quantitas  pofitiva  Tcl  negitira» 

Cateffum  Aataeado  ̂   =  taag  iST,  y  =  fcc  N,  manifefto  «rit 

y-^=s  taog  (4**  —  i  A^),  y .+ *  =  tang  (46*»  +  i /0 

.14. 
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14. 

S  comblnatfaMM  aeqiuiioQttm  tOp  «i,  t«  ««&  Mqaatioaibns 

•rt*  5  obtioomttst 

Mt'(A^a  cotE)  =:aG^a*G*  «oa  T—  «''G"  fin  T 

6#(B— ftfinS^s^G^^i^Ccoa  r»r'G''fin  7 

Statttendo  itaqne  broTitatis  gratia 

(«G-ii'Cfi'ooar-rt«(?'fiB2:i(y-ert+(/-ert0«wr+(y''-««'0fi»3> 
ssnX 

(CG-S^Cooer-fi^^G^fin  rXy-ert-K?'-*  «')«>•  r+(y'-<«'0  fi»^ 

.      •     =:  *r 

C(y+y  «oer+y  finr)  (y-ea  +(/-««0  coer-h<>"-ece"  fial^ 

fit 

, ,    fXdr      _  <rJr  , ,  ezar 

8ed  habetiir 

f  p  =s  ds  V(G  +  (?  eoa  7*  +  G''  fin  7«) 

figno  fuperiori  tcI  iofcriori  valentCi  pfont  I  eft  qoantitaa  pofiUvn 

Tel  negatira  (p  enim  natura  fna  femper  pofitive  accipitnrX  i«  t» 

prott,t  co^ificien»  y  efi  pofiiivn»  vel  negaiSvua.  Hino 

edT  ^    rl  T 

»ir*V         •w(G+(J'«o»  r«  +  (S**  Bn  T*? 

nbi  fignnin  ambignnm  a  figno  qnantitatis    «  pendet* 

Ut  jam  valv)i».s  i^iuruui  r,  .<*  obiineaanis,  integralionc» 
cllirerentialium  exffcqui  oporlei,  a  valoic  ipfius  T,  cui  refpondet 

E  —  o,  nsque  ad  valureui,  cui  refpondct  J'  =  360°,  five  etiam 
(qaod  manifefto  eo^leui  icdii)  a  valoie  ifilius  T  cui  refpondet 

valor  arbitrarius  i^jrius  E,  usque  od  \dlu\t\n,  cui  refpondet  valot 

ipfius  E  auctus  360°;  licebit  iiaquc  intearare  a  T  —  o  usque  ed 

T=  360°,  ̂ aolies  «y  eft  ij^uamiiad  foiiuva,  vci  a  X*  ;=  sCo* 
.  ua^ue 
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usqne  ad  7*  =  o  ̂notiet  e  Y  «fl  n«gftliva*  Manififio  iliqiio,  in- 
^ependontar  i  figikoJpfiiittT*,  «rit; 

'  *^  ~J  air(0  +  <i' co»  r«4-C'/ fin  . 

 ya  r 
r  zar   

*  "  J  a*  (G  +  G*  eoft  r*  +  O*'  Jia  T»)* 

integmtioiiibot  «        o  usi^ue  id  T=  s^o^  extcnfia. 

»5. 

Nullo  negotio  perfpicitur,  integralia 

y'*  C09  TdT 

J(G  +  O'  co«  T»^G^n  r»)l 

«  7*  =  i^o^  osqne  ed  7*  =  360"  «xtenfe  obtiaero  Tiloret  eeqni* 

let  ii»,  quM  naociscantur»  £  a  Ts:  o  naqae  ad  7*=  i8o>  ez. 
tendantnr,  fed  figois  oppofilia  afiectoa;  qnapropter  ifla  ioiegralia 

m  T  zz  0  .nsqne  ad  T  :s  360^ .  oxtenla  manifcAo  fiunt  =:  o. 

Hino  coUigiitttia,  cJTe  ,  . 

A(y><a)  g  <?-(✓— tf«0<e^C^coar*  >  (y^-e  g'^  ct'*Of'  fin  r »)  d  T 

AttaiG-^G*  co»  7*  +      fin  r«)* 

_  /((7-gft)gG-C7^-gaO g^G^coa -(7^^-ett^O g^^G^^Bn r»)d 7 

a  t  (^;  +   co»  r* + G"  fio  r«)i 

'((>-£a)2+  Cy-gctQ-/  008      +  (^''^-grt^Oi^^  fin  T^jCdl 

siif{G  +  C  cos       +,G"  fin  r«)i 

iotegra- 

(G  +  Ccos  y  «  +  G"  fio  r«H fin  /^j  r  

(G  +  G'  cos  T*4-       Im  r«)i 
cos  r  fin  Td  T 

uiyuiz.CQ  by  GoOgle 



DETERMINATIO  ATTRACTIONiS  sto.  ^ j 

ivtfgrilibot  •  Tzs  o  iisqiM  id  7s  360^  «xteBlit.  QnM  it«. 

i|iM  Teloret  iaCepeliaiif,  •aileiii  excenfioiie  icceptoram, 

«08     a  r  ' 

■  Tt  ((G  +  G')  cos  T*  +  iG+  G")  Bn  J*)! 

^er  P,  p  denoiauiuf,  ciit 

=((')'— ^^-t)  ct  C —  (->'  — ea'>a' GO  P  4-, 

•     C(>  —  ea)  a  G  —  (7"  —  e a")  a"  G")  (?  ' 

fcjj  =  ((7  —  fft)      —  (7'  —  rri')  r  r; ')  P 

((?  —  «I»)  e  G  —       —  ctt'0  ff"  G")  p 

^=  ((y  —  «<t)  y  +  (y  —  ic»0  70  CP  + 

,  f(y  —  e«)  >  +  (y- 7")  c  p 

quo  picto  proUemi  noftrnm  oomplete  folatam  «ft. 

16. 

Qiiod  •tttoet  «d  qnintiutee  P»  iniuiifefto  qnidem  utri^' 

qne  iit       '  .  * 

•  (G  +  O* 

qootiet  G*  s  G",  in  omnibat  vero  reliquis  cafil>u8  ad  trenttcea» 

dentet  funt  referendae.  Qatt  qaomodo  per  ferles  exptimere  llrear, 

•bande  coDfttt.  I<ectoribat  tntem  gretnm  fore  fpentnu5,  fi  hacco 

oceafiono  determioalionem  baram  aliarnmqae  iranatcendentium  per 

algoriihmum  pccnliarem  «xpeditiinmam  explicenuis,  quo  per 

multot  jam  abiiinc  annot  freqnenter  ufi  fumat,  et  de  qno  alio 

looo  copioGnt  agero  propofiiuni  efi. 

Sint  111,  n  duae  qTinntitates  pofitivae^  fiataamntqa« 

m'  =        +      «'  S5  / mn 
D  r  ita 
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lu^tit  m^,  n^  ttttp,  fit  mcdiiiin  ■ritbtaettciim  •!  gcomciricum  int« 

m  ct  n*  Mcdinm  gcomctricnm  fempcr  poEtivo  accipi  ruppoD« 

miii. '  Pcrindo  fUt'  ̂   ' 

m"'  =r  I  (m"  +  n").       =  V^m"  ̂  

et  lic  poiro,  quo  pacto  feries      m',  ?n", etc,  alquen,  n',  n",  n'  'clc. 

\erfus  Utnitem  comtnunetii    rapiliilitiK;  convergent,   qiuin  per  ̂  

defignabiiiiu8>,  ai^ue  iinipiiciicir  mcdium  arithmeiico  ■  ̂eoiiictricum 
■  •  1 

inter  m  ct  n'  Tocabimns»   Jam  denofirebimns ,  —  effe  valofosi 

iniegreii»  , 

a7r\^Cm7/i  cos        -f-  nn  fin  J»; 

a  7*  =  0  usqua  ad  T  =  360°  extentt. 

DBMOHsTn.    SnppoDamntt  rcriabilem  Tfla  pcr 

.  esprimi,  nt  fiat 

^  _  nm  fin  T* ^**         (m  +  n)co8  P«  +  imfinP« 

perrpicietnrqne  facile,  dnm  7*  a  yalore  o  naqno  ad  90®,  iso^, 

«70*,  360«  augcatar,  ctiam  7*  (cifi  inaeqnalibtts  iolerTallii)  a  o 

tttqne  ad  90*,  lOoS  «70^  360*  creaeerew  BToInlione  anleiH  ritc 

fiicta,  imreailnr  eflo 

ar  dr  

V(»iin  C08  r»  -I-  nn  fin  7*«)  ~"  ̂ {tnfmf  co»  T'»  -|-  nfn*  finT») 

adeoque  valorcs  iategralium 

/^^  a  r     '         r
  ar 

8  Tf   (m  mcoi      -{-nn  fiaT^)'  J     vC^in'  m'  coi  P«  -|-  n'n' fioI>») 

£  ntriatqnc  variabilia  a  ̂tAott  o  usqno  ad  Tclorcm  360«  eiften» 

'diiar 
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dimr,  inlfr  fe  aeqnalM.  Bt  qrnim  pOTinda  ttluriiu  coDtiDvirt 

iicMt,  piUtt  liit  ralocibii*  «liftiii  j«|ii«lim  effii  Taloftm  integralit ae 

p  0  s  o  ▼a^uo  ad  0  s  360^  ̂ ni  manifeiio  &t  =;  A 

17« 

Ex  aeqnatione,  reletionem  ioter  T  et  T'  eiliibente^  ' 

(»n  — n)  Gn  71  fin  7>»  =  e?n  fio  p  —  (m  -f  n)  fin  T 

facilo  deducilur 

V" i^uun  cos  n  n  iio  T*)  =:  I»  —  (m —  n)  Ha  T".  rm  2*' 

V{m'mi  coe  7'.»  +  n'u'  fin  V^)     m  cotaog  J.  teog  7' 

•tqoe  liine,  adjnmenlo  ejosdem  aeqttationae» 

fin  7.  fin  r.  V*(mm  cos  7«  -h  fin  7*) + fin  7*)=s 

'coe  7»  cbe  P.  V(m'm'  coe      +  »<n'li^  2>*>,—  ̂   (m—n).  fin  T** 
Moliiplicau  bac  aeqoaBone  per 

.  dr  dp   

V{mm  coe  7*  -h  nn  fin  7»)      ̂ {jnfm'  eoe  P*.  +  n'-n'  fio  7") 

prodic 

?«'  (fos       — fin  7-)  d  T  __  I  (m  — n)  fm  d 

^•(wm  CO»r«  4-  nn  iio        "      V^(»rt'm'  co»  THhn^»'  lio  P») 
+  d.  fio  2"  co»  .7 

Mnttiplicando  hanc  aeqnationem  per  »  fabfBtneDdo 

m  '(m  —  n)  =  ̂   (wi  —  n  n) ,  (i/i  —  *  =  4  (m'  //»'  —  n'),  fin  7"'«  = 

I  I  (C03  7'»  —  fin  7'«),  et  integrando,  a  valoribu»  7el  7'  =  o 

nsque  »4  3$Q^t  habemu»! 
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(,«m - „„)  f  -  Rn  T').  iT    '.       .Km^-j.'»)  . 

+ .  (m',„.  _  „'„0  r  
««g^^ay 

£t  qwm  int.grale  definitum  aci  dextram  periado  traasfgrmare 
licMt,  maiiifefto  integTala 

(O0»ra      fin  ya)  d  T 

«zprinietiir  p«r  ferieai  iafioiMiii  dfUBme  convergentem  * 

'  ̂  •  ^^" )  4-  4  im"m "~  n"n  )  +  8  (m" n"  «"^)  +  etfe  ' 

Calculus  Bnmericiit  conmodilBme  per  ]o|iriilimoi^fidtar»  fi 
fiainimne 

^unde  exit 

•Xa^  +  4V^V^+  8  X"' X'"  i-  etc. 
p  —  ■  •* 

^        18.
  ' 

Per"  nicthodum  hic  explicatam  etiam  intcgraHa  inSefinita  (« 
valore  variabilis  =  o  inchoantia)  maxinia  concinnitaie  alfignero 

licci.  Scilicet,  fi  T"  perinde  per  m',w',  7  '  determineri  fnpponi. 

lur,  iiti  per  in,  fi,  T",  ac  perlnde  rurfus  7""'  per  m  ',  ti'\  T'* 
et  fic  potro,  etiam  pto  quovis  Tftlore  determineto  ipfioe  2;,r«- 

"loree 
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lorcs  terminornm  ferie  T,  T,  T",  T*/  etc.  ad  ̂ mitem  ©  dtUBlBt 

coDvergent,  eriti^ue 

dr  0 

V (rnm  cos  T*  +  tin  fin  T») 

/(frtwi  C08       -f  nn  fin  7  »)  ~  ;i 

80d  baee  obiiw  bte  •aaigitftvUni  roIEfiaa»»  qnun  ad  anftiin* 
tam  aoftnun  non  Jint  aooeflMria. 

19. 

Qnoda  ]«m  lUtmmda  m  =  V*(G-f  O'),  11  s  V(G+  G'Op 

Mlocft  qii«ntiiatiim  P,  fioilo  ad  traikMooodintit  fjt^  '9  Kodttoen»' 
tni,   Qaam  ooim  P,  p  fint  ▼oloros  intogialinm 

9ie{mm  coi  T*  +  itn  Gn  T«)|  *  «/oirCmim  cosT*  +  »n  On  r»)! 

T  =:  o  usque  od  T=  360«  oxtenfonam,  primo  fiitim  obvinni 

cA,  hsberi 

POITA  fit  • 

(cos  T-  —  fin  r  =  )  d  T   (mm  to%  7»— nnBn  T^)d 

AifV^mm  cosT^  -f  nn  finT")       aw(mw  cpal  *  -J-  nn  fin  r«)| 

(;//  ;rj  ros  T-»  — •  n  n  fin  T'»)  d 

C08  r  fin  r 

=  a. 
irV(mm  coa  T»  +  nn  fin  T*) 

Into- 



p       C  F.  GAUSS  DETERMJNATIO  ATTRACTIONIS  sxc. 

lo  Imbc  /tqwaiioiien  •  T  ss  o  luqvo  ajl.  2*  s  360% 

^rodit 

—  —  4"  'nw^*  —  nn p  =  o  ...  [§5]  . 

E  eombioatione  aeqaationiim  04,  ̂ 5  deai^no  colltgtmiia 

flmmjit*  ̂   ann^" 
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MIOBeMmE,  '  AnROttOHXAK  VMIVUtUTAtZ    COrnjKGKKSl    rH0f£8M>R£,  SOCl£r 
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T  H  £  O  ̂   1  A 

COMBINATIUMS  OBSERVATIONUM 

ERRORIBUS  MlNIMIB  OBNOXIAE. 

A  V  CT  O  R  E 

CAAOLO     FRiD£KiCO  OAUSS. 

'     PAR5  PRIOR. 

iOClSTm  REGfAB  BZHIBITA  ffBBR.  t%  ii|ti. 

Qoiiiueaiique  cpm  lafiiktiantttr  obfcruatiQiict,  ««rani  natnra- . 

littin  maitnftoiliriMn  rpcctancw,  (einpcr  umen  errorlbiit  mcioribue 

.  laiaoribuetie  obnouac  inenciit.  Snoffec  obferaetionnm  plemm- 

^ne  noB  fiiiit  fimplieee,  fed  •  pltiribui  fontibut  fimol  origjwiem 

trcbnnii  horum  foniinm  dlvM  fpeciec;  probe.difiiogitcre  oporlel; 

-  ̂oMclftm  «rrorom  ccuflte  iia  luat  oompcrctcc,'  n  ipfcrum  «^ 

iectuc  in  qoclib^  obleruatiQno  c  dreumflcntiic  vcricbilibuf  peiip 

tei,  inler  qncc  «t  ipfcm  obf«ni4iioaem  nulluc  nesua  eflenticlic 

omMipituri  errocee  faino  oriuadi  irr^uUfrt  feu  foriuiti  ▼OMnUift 

^uctenuaqn»  illce  circumficnticc  mIcuIo  (ubiici  nequeunt,  idcm 

«lium  d«  «rrofibui  ipfia  tqilek  Tctm  fiint  errorM  cb  Impep> 

fectione  fcafonm  prooeni«nlM»  nec  noa  c  ccuflie*  «xireneie  irr^ 

gnlcrtboe,  «.  g.'a^moti&  tremulp  «mic  irifum  |j|ntillum  torb«nt«i 

plurc  quo^o  vitic  infirumentornm  vel  optim^om  bac  trahenda 

fuiit,  •.gi  afparitM  pania  interiorit  libellttlarum,  defeciuc  firmi^ 

♦  A        •    .  . 
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tat»  abfolutaa  Me.    Contrt  AiM  crrorvm  mii0««  fai  omnn 

ebfemfttioniliiit  id  id«in  genut  reUiit  naturi  fua  e8t«ciiiii 

obfoluto  eonfiantcm  ezHerimt^  ▼«!  faltcm  talem,  cuiut  magnitu^^o 

fccnndnm  legem  dletermtnaum  irniiio  e  drcnmftantib,  quae  lam* 

^iiam  eflfllilialiter  cum  obrentaiione  liezae  rpectantur,  j^endet. 

Buiiiamocii  erroree  eonftaotea  feu  rrgularee  flppeUanenr.  i  . 

Cfiterum  ptrf|jicuum  eil,  hanc  diltinctionnn  tjuoflamniof^o 

lelaiiuam  elTe,  et  a  fenfu  latioii  vrl  arctiori«  quo  «oiio  obfer- 

vaiioBum  ad  idem  gemis  pertinentium  accipitur,  pendere.  £  g. 

vitia  irregularia  in  diuifiono  inlhni^aatorum -«d  angiilos  menru- 

landoa  errorem  eonilantem  producttot,  quotiea  taotummodo  de 

obfetwatione  enguli  determioatl- indelinite  repetende  fermo  efi, 

fiquidem  hie  (bmper  eaedem,  dioifionea  vitiofae  «dhibentor:  con- 

tra  error  ex  illo  foiite '  oriundoa'  tamqnam  fortiiitns  fpecteri 
poteft,  quotiea  indefinile  de  angulit  cuiuauia  magnitiidinia  men* 

furandia  agitur,  fiqiiidem  tabuUi  quaaUlatem  «iroriir  In  fifffilit 

^diulfionibut  oxbUMni  aoa  adeft. 

Snortim  regitlariom  eofifidefvilo  prbprie  ab  iafiitnto  noHro 

«xcloditttr.  Sciiictt  obrclh-Qatorit  eft,  ohmet  caufliat,  quce  erro* 

xea  coofiaiitet  produccre  ralent»  fedulo  iniiefiigare,  et  Tel  amo* 

'Vtrt,  Tcl  faltem  carom  retionem  ct  magntcudinem  fummo  iiuditf 

perfcmtari,'  Vt  i^eclus  io  quiiiiis  obfematione  detetinlnata  at- 
ligh^nri,  adeoqoe  baee  ab  illo  Jtberari  ̂ oflit/  qod  pacto  .rea  ed-; 

'deiu  redit,  ac  fi'  error  omnino  non  affuiflat.  Longe  vero''diuerfn  - eft  raflio  eiTorum  irregwlarium ,  qiti  natnra  fua  dalculo  fubiici 

aequeunt.  Hos  itaque  in  obreruaiionibue  qui^em  tolerare»  fed 

eorum  efrectom  in  qunntitatet  cx  obreruationibus  deriuandas  per 
fcitam  Iiiirum  eonrbinetioiient  quantunr  fieri  poieft  exteiimiro 

oponet.  Cui  «rgnmcnto  grauifiimo  fcfucncct  dltquilitioiiet  di* 

catae  font  
' 
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Errores  obf^ruatioQura  ad  idetn  genus  ptrttneiitiuin ,  qut 

a  cau0a  fimpUci  determiriata  oriuiktur,  per  rei  naturarn  crru» 

limuibus  fnnt  circumfcripti ,  quos  Hne  dubio  exacte  alTai^^n.ue  U. 

ceret,  fi  indoles  ipfius  cauITae  ptnitus  eflct  perfpecta.  Plcrflcque 

ertorum  fortuitorum  cauITae  ita  fttllt  comparatae,  vt  recniuJiuti 

legem  continuitatis  omnes  errores  intra  iltos  limites  couiprehenii 

pro  pofTibilibns  habeti  deb.eaot,  perfectaque  caitflae  cognitio 

etiam  doceret,  vtrum  omiies  hi  errore»  «equali  facilitate  gatu 

deant  an  inae<)ua1i,  et  quanta  probftbilitM  relatiua,  in  cafu  po. 

fieriori,  cuiuis  erroii  tribiiMidft  lit.  EaJem  ctiam  refpectu  erro- 

ris  totalis,  e  priiribas  «noribttt  fimplicibtu  ooA^ti,  Talebunt, 

puia  incliifus  erit  tertit  liniitibus»  (quorum  alter  «equalif  erit 

«ggregato  omnium 'linltnin  fuptrioram  pattiAliiim,  alter  aggre- 
gaio  omniiim  Hmitum  inFeriorum)}  omnes  errorw  intni  bos  TP 

aiiLes  poflibilei  quidem  erunt»  i«d  prom  t^uisqne  infinitis  modia 

diuerlis  ex  erroribtoi  partitlibus  componi  potelt,  qui  ipfi  magit 

nunusuc  probabilet  fufit,  alii  maiorem,  a)ii  minorem  fiidlitatem 

tribuere  debebfmus,  eruique  potttik  lex  probtbilitatis  «datiuae. 

fi  leges  crrorum  fimplidom  cognatas  Aipponontnr,  lalnis  dificid" 

tatibus  analyticit  iA  colHgendiS  ombibnt  oombiDaeionibtts. 

Exftant  vtique  quasdsin  srrorom  oaaflae,  qiiae  SffrofSt  non 

fecundiim  legem  contittoitatia  progcedicntcs;  fed  discrstos  tantimiv 

producerfr  poiTunt»  qoaliA  iiiit*anOTi»  diqifiottis  inltnnnsBtoram, 

(fiquidem  illos  erronbuc  fuHMlsis  an^nmsfsio  p)asst)t  dinifionum 

enim  multitucto  itt  qooals  intsnttnto  dotsnninilo  tli  fioita.  Bla- 

nif^rto  autem ,  IMO  INNI  obfttttSt,  SL  modo  non  omnm  strocum 

caun*ae  errores  dismotos  pfodncsnt,  oompIoiBas  omnium  scvornm 

totalium  pofltbilinm  coteftitnsk  ItfiBm  Acondiim  legem  continui- 

t3t'i9  progredientem»  fiue  pluns  sintmodi  .Curics  itttsrruptas,  fil 

tofie.  omoibui-crroribu»  diacratis  pofllbilibnt  Ijt^iiiidttm  mtfni* 

tudinem  ordinatis»  Tna  atlstano  dUffcfsotia  inlcr  binot  tsrminos A  • 



^  CAHOt.  FRIDfiRIC.  6AUS8 

proxtoios  malor  euadat,  quani  diff«»renti«   inter  liinites  «iTorutti 

toialium,    quatenns  e  folis  erroiibn»  continuis  demanant. 

in  praxi  cafus  pofterior  vix  vmquam  iocum  habebitf  diuiiio 

tiuis  crainoribas  laboret.  '  .  '  .  .  . * 

Defignrado  fedliliitcm  releiiiuiiii  emnri»  totelit «,  in  d«Cer« 

SQiaato  ot>feruatioQut»  genere,  per  characteriitiitaiii  ^a, ,  boey 

,  propter  errorum  continuitatem ,  iia  intelligendujm  erit,  probabi* 

litatem  erroris  inter  Jimiies  infinite  proximoa  aqtt  s  d«  «ITe  =r 

^X.dx.  Vix,  ac  ae  y\x  quidem ,  Tmguam  in  praxt  pofiibiie 

ent,  haiic  functionem  a  priori  affignare:  Dibilominua  plura  go> 

aaralia  eam  fpectantia  itabilirt  pofront,  qnae  deincepa  proferer 

mua*  Obuium  eft,  functionem  ^ar  eatesiia  ad  functiones  dia^n^ 

tiiraat  referendam  effe,  quo'1  pro  omnibus  vnloribua  ipQua  X, 

eictra  limitea  errorum  pofiibilium  iaceniibus  elle  dej|>,0t  =  o ;  intra 

]loa  limites  vero  vbitjue  valorem  poiitiuum  nanciscetur  (omit- 

^mdo  cafum,  de  quo  in  fine  art.  praec.  locuti  furous).  In  ple* 

^^§qi|f  cafibus  crrores  politiuos  et  neg.itutos  eiusdem  magnitudii^a 

g^ue  faciles  lupponere  licehit,  quo  parJo  crif  <p  { — x) 

Porro  qiiuiu  errores  Ifulorcs  facilius  couHuiltaiUur  quaii|  gra* 

viorefl,  plerumque  valor  ipiius  eri(  maximut  pro  X^Op  con^ 

tinuoqu^  decrefcetf  dun^  x  augetur, 

Oainraliter  Maam  TaloB  antegcalid  /^ai«ida>f  ab  apaiA  j«aqM 

gg-  u*sk  axtciifi  exprimet  pTDbnb«ii(ateniy  '  quod  lerxor  aliqub 

alitidum 'coguitus  iaceat  iitter  iiandctea. «  at/k  ,  Valor  iiatjiiAiiAiiMi^ 
integralis  a  limite.inferiori  omnium  amomm.itoiriUlittm^T^qit» 

•d'  limitem  fuperlorem  extctifi  femper  erit  cc  t.  Et  quum  pg^ 

pro  «MMiibos  valoribkia  ipfiua  »  «ktm.  hoa  iimaftea-iaceDtibiia  C^oa> 

pbrfit«7  0,  manifeito  etiam':  '   ̂
  >' 

Wlor  intfgmffi  f^x .  d « '  «fr  «  =  —  ob  lii^  otf       4.  m  tx- 

tenfi  fefnperfit 

xj  by  Google 
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.      >         .    '      -5.      •  -  -. 

Connderemus  porro  intffgrale  fxip x  .  Ht  inter  eos(\em  limi- 

te«,  cuiua  valorem  itHturmut  Si  omnes  eirorum  cauilae  iim- 

plice«  ita  fuDC  comparatae,  'vt  nulta  ttdfii  ratio,  cur  errorum 

aequalinm  fed  rigni*  op|Mlfilis  liff«ci«rum-  aUer  facilius  produca- 

tur  quam  ahef  ,  lio»'4ti«n  ffefpetta  crroiis  totartit  vtletrft,  £ue 

«rit  et  proin  nccelTiTio  Aso.    Ilinc  colligimuf, 

^uottct  k  noii  enanofMC  fed'«,g.  fit  qvMidti»  politina,  neceflii- 
rio  lriieir«  4^b«fo  ,vnani<;elteraantto  errorum  caiiffani,  quae  vtl 

«rrore^  pofitaoot  tentitni  producere  poflit,  •  t«1  cette  pofitiuot  I»» 

«illvi  qttim  nagaiioof.»  H«coce'  qa«ntit#i»  A,  ̂ n«e  renere  eft  mo- 

^loin  omiiium  -errorum'  polBbiliom-,  Cbo  <f«lor  medine  ipfinc  n^ 

conamocte  dici  foMft  <orvoris  pirs  tfonlbmt.  Ceternm  flicile  |If0- 

1>ari  poteft,  piftem  oonfteniem '  erroric  toialia  arqoelem  effs  «9» 

gregaicf  partjum  oonfiMtiam,'-qnas  contineol  orrDrea  e  ftkgnlit 

«BulBt  fimpUeibo»  'prodeniiua*'  Qoodfi  quenlicos  k  noto  fupf  onl» 

turf  0  4****''*  «bfcffuaiiono  refecatnr,  errorque  obferuationia  'it^ 

cofieottO:  defignatnr  p«r'«'»  ipfiua^n^  probabllltaa  per  ̂ nr',  erit 

9^^»  — >  A,  ̂  flriTs^^s  aepioin  gfsfidx^zsfxpx.  d«  '^/A^** 

ssAV-dsor'l^o.'Onort»  i|bferaationnm  corrccurom  partem  «oif 

ftmtf*  aoa  babtbuni»  ̂ uod  tt  ptr  fe  tlatnlta  tftt 

•♦• •  '6. 

Ftftodo  n  InccyNlo  fmp»^d%t  f«n  Ytlor  mtdiut  ipfint 

n^HM^t  'OftnBantit  <nt  itlfemiam^vtl  |initfimtiam  tt  magnkuda» 

wmA  ilottt,  «ntt||T«l»'> 

«b  x^o^  vsque  ad  x  =  -f  co  exMlfam  ((Vn  vtlor  mtdint  qnt* 

«liaiti  9DS)  aptiinmum  vidctur  ad  inctililudinem  obferuationom  in 

■genwtv  defitliendam  et  -d»m«ti«ndam,  ila  vt  e  duobua  ebferua- 

«lioeium  fjflemaiibus .  quao  quoad  errorum  fatiliiatem  inier  f« 

dilTcrttnti'  cte  praeciliont  prttfiai»  cenfeantiir,  in  qntbna  ime. 
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grale  fxx^x.iix  Ttlorem  miiiftMni  oblioet    Qaodli  qoia  han< 

rationeui  pro  arbitrio,   nalla  cogtntd  nocoTfiMt^k  electam  eflTc 

obiiciat,  lubenter  aflWnlieniur.    Quippe  quaenio  haec  per  rei  na- 

turam  aliquid  vagi  implicat,    quod  limitibua  circumfcribi  ni/i 

per  piincipiimi  aliquatenus   arbitnriam  oequit.  Detertninatio 

«licuius  qiuintilatis   prr  obferuationem  «rrori  maiOri  niinoriue 

ubnoxiam,  baud  inepte  comparalur  ludo,  in  quo  folae  iacturne, 

lucra"  nuUa,  dum  quilibet  error  metueodus  iacturae  aflinis  ell« 

Talis  ludi  dispeodiom  aeftimatur  e  iectura  probabili,  puta  «x 

aggragato  prodficioram  /ingularum  iaeturetum  podGbilium  in  pro* 

babilitateft  refpectiuas.    Quantae  vero  i«ctOfee  quemlibet  obfeciuk 

tionis  errorem  aequiparare  conueniat ,  neuiiquam  por  fe  clarum 

eA;  quin  potitu  haec  delermioatio  aliqua  ex  parte  eb  erbitrio 

noftro  penctot.    Itctur#m  ipfi  errori  fleqji>ilem' fiotuere  nMni^fi* 

aon  Il4Gets  fi  enim  errorea  poruiui  pro  iectnrjf  ecciperentur,  ne- 

gatiui  lucn  reprM&ntare  dcbercnt,    Ma]gniliid<>  iaettiife  poiiut 

per  talem  errom  fonctionem  exprimi ,  debet ,  quae  netofe  foy 

fonper  Bt  ppruiue.    QuaUiMM  AtoctioniMi  qiWtti  eMietes  fit  ia» 

fioita,  Hmplicifnma,  quae  bsc  proprietate  gaudet,  pme  «elerif 

eligenda  ridetur,  quae  absqoe  lilo  eft  quadretHBt  boc  pacto  pdbii» 

ctpium  fupra  prolatnm  prodit;   

IIL  Laplaoe  fimili  qnidem  modo  rem  confiderauit,  fed  er- 

Mtem  ipfam  femper  poficioo  aeeeptmn  itnmquara  iacturae  mcii^ 

fujram  edopuoit.  At  ni  lillimur  baecoe  ratio  faltem  nonniwia 

erbimiie  ell  qmm  iiofice:  vtmm  enim  enor  duplex  aeque  tole- 

rabilit  puielar  qnem  fimplex  bta  repetstue,  an  aegrius,  et  proin 

Ttrnm  megie  oonneDiat,  errort  dbpliei  momentom  -doplax  tai|> 

tum,  ett  meine,  tiibmee,  qoaejtio  eft  neque  per  f<^  clera.  neqee 

demoslintimdboa  meilMinedcie  decidenda,  fed  libew  iiMiim 

«rbiicio  femittende.  .  Preeteree  negari  non  poteft »  ifia  letiant 

contiiiuiieiem  leedi;  et  prppter  iianc  ipfam  caufiam  xi)odiia  tlie 
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tractaiioni   analyticAe    ni«^i8   r«fr«|e«Kiir,   ̂ nm  «d   qna*  ' 

priMtfiuio  «olbuiB  fMnlMit»  aimi  tum  limpUciiata  imii  gan** 

galitn» .  <minintiiitww 

Statotbdo  Talorvm  mta|jans  Jxx^it*^»'  ab  «s;«»aD  to- 
900  ad  «  =        cxtenli  quantitatem  m  Tbcabimiia  erro* 

rem  «udhim  i^tundum^  fioa  fimplidter  tnorrm  mfdium  ohtw 

vaitoDum ,  '^tiariim  erroraa  iodefintti  ae  habmit  probabilataiem  ro- 
laiiuam  (Lx  ,  O^nominatiohem  illam  Bon  ad  obfeffuationaa  am« 

anediataa  limitabimna,  fed  etiam  ad  determinationea  qnalesciua- 

quo  ex  obtamationtboa  derioaiaa  eztendemna.  Proba  antam  ca* 

«widom  «ft,  no'  arrer  modlnr  coBfiindator  cnm  modio  aitihmo» 

^QO  oBMuom  ononim,  do  qno  in  an.  5.  looni»  fuimif.  <  .  -  • 

Vbi  plurn  nhfrrnationum  genera,  feu  plnres  deierniiiMtlbBH  ■ 

ex  obreruaiioiubua  petttae,  quibns  liaud  «•.irlt-m  praecifio  conce> 

den^ta  eft,  coinparnnfur,  pomlus  t^jium  lel.Tfinnn»  iio?>is  eiit  quan* 

tilas  ipli  vivi  recipro''^  )  K.porlionalis ,  duni  praecijio  llmpliciler 

ipfi  in  rrrij^ro^-e  proporl ionalif  hahetur.  (Juo  igitur  pondus  pcr 

nuinfriiin  (xprhni  porfir,  pondaa  cetti  obreruauoQuni  generis  pro 

imiiale  acceptiun  elTe  debet.  *  ' 
'  .   .  -         •  •  • 

Si  tibleniattonnm  tnrroms  partam  rdnAaiiteaaitmpKrant,  hane 

onfcrendo  ertor  madin*  miniiiior,  pondiia  ot  piieciiio  |ugentttr. 

Hatintodo  figna  art.  5,  defignando%iio  pei^  m'  .aarorom  modinm 
•MKnalioonaa  coaroclarom»  oric 

m'i»'=5/«V^as'.  da:'=/(flP^*)«JHp.:il«=r/xxJ».d» 
^aA/x^x.dai+  U/^x  d«::sinm*aAA-|-iA=wmt— AA; 

Si  antam  loco  partio  ooniUotia-  forl  A  qnaniitao  olia- 1  «b  obfer- 
YAtioirfbni  oblau  cfict,  ̂ nadratom  «rioria  modll  aoni  onadercc 
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Denotante  A  coenicicntem  dcterinlnatum ,  atque  ̂   raloffmi» 

inlegralis  J^x.Ax  al>  x  =  — Xm  vsqne  hA  x= -)^.X^ii,  eric  pi 

probnbilit.ts ,  cjuod  erior  nlicuius  obftruationi^  frt  niirior  qnaca 

Xm  (fine  rcfpectti  fi^ni  ,  nec  non  i  - probabilitas  erroris  tnaio» 

ris  qtiant  Xm.  Si  iia  iuc  valor  /U  =  f  refpondft  valori  Xmrrp, 

error  arqne  farile  irfra  q  t]nnm  fnpra  £  cadcrc  potefl ,  quocirca  ̂  

cormnode  dici  i^otflt  error  probabilis.  I\datIo  qnantitatnm  X.  a 

mabileito  pendet  nb  in<!ole  functioi>is  ̂ x,  quae  plfrimique  in- 

COgoita  efl,  Operae  itaque  j>re(iiim  ̂ iit,  iftain  relaUon«m  ^pro 

^iubusdaxu  caiibua  (pecialibua  proj^ius  conftderare* 

■  L  Si  liinilil  omiiiBA  «rroruin  poffibiUiun  fuiit  -—ii  «t  +4% 

OBW«qiM  «norc»  iam  liot  liwitaft-  atf^at.  pnMilM^  «rit  ■ 

inter  limites  x^-^a  et  ;£  =^  4~  "  couiianji,  et  proia  zz- — .  Hinc 

•  oo 

rn=:av^f »  oes  noa  /z=X\^'{»  ̂ iunndiu  X  noa.maior  ̂ «ain  %^3t 

denique  f =m^^;^o>8£6oa64m*  prohabilitteqnor^iiod  error  pro» 

i/nt  mton  iBedio  ''oon  maior,  crit  s  V^f  =  o,57735^3»' 

IL  8i  vt  tnlM  ̂ o  ct  -1-  A  fcnit  arromm  podlbiliam  lion* 

tm,  orronimqiM»  ipromm  probalnlita»  in^a  ab  an^ra  o  nrimqno 

in  progmffiono  .aritbmalifii  deGrafcara  Itipponxlttr,  arit 

»  pro  valoribua  ipliua  x  iotar  o  at  4-0 

^»=^■^1^,  pro  VAlqribua  ipilus^  inter  o  et  ̂ o» 

Hiao  daaoaitiir  m^so/^,  /1- Xt^f— ^XX»  ̂ Mamidi»  X  aft  iMaa 

o  tt  %^6,  dmiiqaa  Xsy*6«^^(6«»>6|<),  quamdtit  |c  intar  9 

A  tf^j^  pcoili  .         ..  * 

p  sr  m(ird<*  V  »>= 0|7I74$89  w 

Frnbabtlitaa  «noria  madiiim  noa  foparaiitit  arit'  io  boe  0(9  ~. 

III. 

uiyiiiz^od  by  Google 
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Itl.  5i  fantiioDem  pTOpbrlioiMilcm  Ibitoiaitts  baic  e~.£S 

(qiiojl  qiiidem  io  ivrum  natttm  pFOximo  cantum  Tenmi  «Ore 

potelt)*  dKe  dlebelMt  . 

^OBOiente  ir  femtpetiplieiieai  dieati  pvo 

4ediieiiiitte 

(V.  tXsquiif,  ̂ wnetaki  tSrtm  fmtm  ii 

fi  Telor  llUegmlit 

pofio 

eit.  art.88*)*  Ilofio 

dx 

a  s= o  inelioeti  <l«t»ouitnr  per  eiit 

Tabttla  feqiiena  exbtbet  eliqvot  filoiee  buini  qmiititttiis 

0.6744897 

0,^416213 
0.6 

1,0000000 I.03A4334 

0.7 

I        -  -I? 

0.8 

1.6448537 

0.9 

a.5758293 

3.2918301 

0999 

to* 

relatio  inter  X  et  ̂   ab  indole  ftittctionis  tp%  pen- 

det,  tanicii  quaeUaak  generalia  fiabilire  licet.    Scilicct  qualateunque 

fii  tiaec  fimciio,  fi  modo  iU  eii  comparata,  yl  ipnus  Yalor, 

rc«ote  V alore  abfoluio  ipUot  9,  lemper  decrefcat,  vii  laltem 

cirercatf  certo  erit
  ' 

B 
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X  minor  vel  lakem  non  maior  ̂ uam  fi^$,  quoU€S  pi  4 

minor  ̂ uam  |j  
* 

X  non  naior  qnam  ̂        _  ̂^t' qnotus ^.«ft  BMMr  qnaoi 

Fro  ̂ t  — f  Tter^ue  iimes  coincidii,    puta  \  acquU  cfle  ixiai< 

Vt  hoc  infigne  tlieorenia  denjonruemiis ,  d^notemus  pf  r 

▼alorem  integrnlis  y^^z  dzaz=— -x  vs<]"e  ad  z  — x  exteni 
quo  pacto  y  erit  proHabiliras,    <]uo'l   erior  ajii^uls  CQAtaatua  H 

intcii  limites  —  x  et      x,    Forro  iiatudutus 

£rit  itai^ue  %|/o  =  o,  nec  non 

quare    jnr   hvp.  -h^S'    ab  y=:o  vsqiie  ad  y=i  femper  crefcer 

faltetu  DuUibi  dccrelcet,  fiue,  quod  idem  eft,   valor  ipT-us  v^"-! 

femper  erit  poiiiiuus,  rel  r.ilteni  non  nej^^ntiuua.    forro  habeiuui 

d,y\J/'y  =:\|/'y,  dy -t-y-v//' y  .  d  y ,  adeotj^ue 

yVy-^^y  =fy  yl/'y-dy 
inteprit^cinf:  ab  y  —  o  inchoata.    Valor  pxprernonts  y -^  ' y — 

iu^ue  lemper  erit  quanutAS  poUtiua,  faltem  uoa  uegaiiua,  adeoque 

quantitas  pofitiua  vniiate  minor.    Sit  /  eiua  Talor  pro  y^/h 

quum  babeatur  -vj/yu  r^Xm  ,  fit 

His  ita  praeparatis ,  conHderemus  iuucuonem  iprius  y  h^uc 

•cjDatii  ftaiuemu»  ^rFy,  nec  noo  dfji^zF^y.dy.  Perfpicou» 
elt  fieri 

Digitized  by  Go  -v,.^ 
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Qliarft  quum  \l/'y ,  iwctB  ipfa  y.  «o&Ui^iio  crefcat  Cfakam  aoa  de- 

erefcat,  quod  fcmpcv  fubintelUcc&dum},        vtro.  cooftaiM  fit, 

differentia  -^/y— l^y  =     ■    .  •'^ —  eril  poUiiua  pro  valoribus 

ipfitti  y  mMoribuf  qiuun  fc»  negatiua  pro  minoiibiM.  Hin^ 

fadle  colligitur,  ̂ fy-^Py  fempe*  effe  quaiktlutem  poCtiuam, 

odeo^M  nffy  femper  erit  abfoluto  niaioc;  faltem  aon  minor,  qoam 

Fy,  oerte  quamdiu  valor  iplittc  Fy  eft  pofitiuua,  i.  e.  ah  y=fif 

vaque  ad  y  ss  i.  Hinc  valor  iotegralia  /( Fy  y^dy  ab  ysiiif  trt- 

qne  ad  trit  aunor  ▼alora  integraUs  f\y\fyy^y  inter  eos- 

dom  ymitaf ,  adeoqno  a  pottoii  minor  ealore  huius  integralis  ab 

TeqttO  ad  7-=:  1,  qtii  fit  amm.  At  valor  iniegralia  priori» 

XXmm(t  —  /i/)' 

..aocoHiglmtt..XXeffo-i«««.V«
  
^T^-  / 

gau{i  — /)• 
efi  quantiut  interoet  1  Ucena.  Um  Talor&actionie  ^^^^f  )i  t 

culu»  differenliale,  k  =/  tamquam  quanlilM  Tariabilii  oonlido. 

ratur,  fii=:  ' 

continnoaecid:cit,,dttm  /  a>alor«  o  ▼•que  od  ▼alotem  t  t
nafit» 

quotiea>  minor  e^  quam  |,  tdeoque  valor  masim
na  poOibilie 

eiit  ic  qtti  valori  /=  o  refpondet,  pnu  —  3|«|«.  ka,  vt  in  boc 

caftt  \  certo  llat  nmpor  Yel  aon  maior  qnam  /i/  s.  (>  C  Con- 

tr«  qnotiei  ft  aieior  eft  qnam  |,  Talor  ifiioa  fracUoaia
  erit  maad- 

mus  pco  a  —      +  i.  «.  pro  /=  3  —  - ,  vnde   iUe  fit 
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=     — iiteqiM  19  boc  otlu  A,  non  niiiov  quini  --~tz  

Ita  e.  g.  pro  fx—i  certo  \  nequii   eHe  inaior  quaai  v'^, 

i.  e.  error  probabilii  fuperare  neqtiit  limltem  0,3660854  wz,  rtij 

iii  cxemplo  prinio  art.  9.  aeqtiali^  inuentu»  cit.      Porro  facile  e 

thcoiemale  noliro  concluditur,  fj  non  elTe  minorexn  quam  X  v 

^  ̂uaindiu  X  minor  fit  quam  V  |,  contra  fx  uod  eile  minorem  ^uam 

1— pro.  valoto  iplitt»  X  niwori  qnam  Vf,  .  ' 

II* 

Qnnm  ploni  proUcniata  infra  traciuido  Mitm  cum  valoi» 

inugitlb  /x^^ar.a»  n«*ft  lin^  ̂ porao  pnMiNi  «rit^  cnm  pro 

hmtAuok  6«iibii»  fpeeiAlibtis  (itiolucM.   DeRptibimnf  Tnlorem  ku^ 

iii»  Integridl»  «b  ses—  «»  Vfque  «d  »=4.     cktenfi  per  n^ 
a 

I.  Pco  ̂ x=:  — »  quetenne  x  iaier       et  4-0  continftiif, 

>clMimns.  n^  s:  f  a« 

U.  In  cefu  recun4o  art.6f.  vbi  ̂ xs^^^^»  pro  valeribm 

ipfiu»  9  inter  o  et  dbn»  fit  n«=:  y^o«=:  y 

III.  In  cafu  tertio  Tbi  * 

e       »     '    (■  , 

■ ;  **=;ry7  _  ■      .  ■ 
inncnitnr  per  ea,  quae  in  commcnUitione  fupra  dtata  expopoii* 

.Cetemm  Scmonltiari  poieft/  valorem^Bniaua  --  certo  aoa 
.  •      '  ■  *  .  m* 

ciro  minorcm  i^uam  f «  n  modo  fupjpo/Itio  art.  praec.  Jocuro 

babeaL 

Digitized  by  Gcj..  •■.^i^ 
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Denotanlibus  x,  x',  x"  « ic.  in*!ennlte  errort»  ofeserunilonL  in 

eiusf^em  generis  ah  inuiceni  iUilr  [u ndenics ,  qiioruui  prol>«4biU- 

tares  relatiiias  exprimit  praefjxa  <  }i  irartf*rislica  <p ;  nec  non  y 

functiuTirm  d.icam  r.-itionaleiu  indcieraMiiAtaruKD  x\  x  etc.  ; 

integralc  niuhiplex  (I) 

J(px.<p' X  (p" 7:  ix.dx  .^  x* . 
cxienfun»  p^r  omneg  vaTores  indeiermtnataram  x,  x  ,  x  ,  pro 

qiiibus  valor  iptjiis  y  cadit  intr»  limiies  Jrtios  o  et  cxj>rimet 

probnbililatem  valoris  ipfins  y  inde/iniie  intra  o  et  ̂   Hli.  Manx- 

fcfto  hoc  integrale  erit  functio  ipfius  j^,  cuia*  differcntirtle  iiatue» 

tnus  =  "4<»  »1 .  d  rf  ̂   vt  intefiiale  ipfum   fiat    aequale  iniegrali 

y<v|/)f.  d  )f  ab  r  =  o  incppto.  Iloc  pacto  liniui  charactcdrtica  \^ 't{ 

probabilitatem  relatiu.im  cuiusuts  yaloris  iplius  y  exprlnu  ie  cen» 

fenda  eft.  ijuum  x  conliJerari  polTit  tHrtn^itam  functio  indeter» 

Biinaurum  y,  x',  x"  etc,  i^xxvtxk  lUtuemus  ' 

—f(y.  x\  x",...)  ^  '»      •  • 

iategrale  ( i )  iiet 

vbi  y  extendi  debet  ab  y^o  vtqne  ft^  y=lf»  lndewmAi»»*»  '•^ 

Jiquae  vero  per  omnes  vftlom ,  quibtt»  ftfpondet  Mttfr  imlit  $p6m 

y^j,x,x '....)»    Hinc  colligitur  ̂   ^  ̂ 

4^y=fp  /iy»  x\x\..,),  — ̂ y'""        .^^ x.^*";.- 

iiit«statioB«»  in  qoa  y  tamqnam  oon(iaili  connderari  dftb«t,  ex. 

.tcnTd  per  oniiie»  vi^oree  indetenaiiittantm  x,.»  «16»  ̂   ipfi 

^(y^^Xt  valoien»  realero  conciKaat. 

13. 

Ad  Iisnc  int*p^raiionem  relpfrt  ̂ xfcqncndftm  co^Jiio  fonriio- 

aie  (p  r«quireretur»  ^quae  plcrunique  incognita  <^iu  c^uinedeo, 
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«tiiittfi  haec  fittnctio  «ogiittJii  eiEiif  In  pierlsi^iifl  cafibi»  lm«grttti« 

Tir«t  analyXtfoa  Xuperarft.    Quae  qifwD  iia  finjt,  proliabUftUteiu 

qttiien  ̂ ngulorum  valoriun  ipGua  y  aillgtuirp  non.  poteriiDttaj:  a( 

iecua  rea  ta  babebit^  fi  .lanitinunodo  clefidevatur  yalot  modina 

Ipfina  yt       orimr  ex  integraiioney^      .  dy  per  ownca  ▼alo* 

tea  ipfiua  y,  quoe  quidem  alTeqoi  poieit,  extenla.    Ex  qwm  ma* 

nifefio  pro  omnibua  valoribua,  quos  y  alTe^ui  naqui^,  vel  per 

aauiram  fimaionia  quMm.  exprimit  ( e.  g.  pro  negatiuia.,  k  tSet 

ysxx'^       4-  9":^  •f  etc.),  v«l  ideo  %uod  erroi  ibua  iplia       , » 

«t&oerti  Umiica  funt  pofitit  Itaiuere  pporteat  -^y-^o^  maoifalto  rea 

pcttnde  ic  babebit ,  fi  integcatlo  iUa  eattendaiur  per  omnea  ralo. 

lea  tealca  ipfiua      puta  ab  yzz — T^que  iid  yzz-^m»  laoi 

integrale  Jyi/y-^y  iaier  limitca  determioatoa^  puia  ab  Ta- 

qiw  ad  yzsii  Xomtnm  ceqnale  eA  integrali  , 

integ^ilone  exteoCa  ab  ̂ =11  vaque  a4  ̂ =jr'*  atque  per  omaci 

valoffca  iadeieTinioaumm  x't  cc*  elc  quibua  refpondet  valor  refr> 

Ua  jpfiuar/C^»  «•  fiu«  qtiod  idem  oft,  valoii  iat^ralia 

yy  ̂  £c .  ̂   .  f>  jbT  • . . .  d  :c  •  d  d  d*. « ̂  . 
«dbibendo  in  bac  inugrationo  pro  y  eiua  Taloiem  ftt  x,jc\^ttc 

«ipreOnm,  extendendoqno  eam  per  omaea  harom;  ladeterminata. 

rum  valoree,  qutbita  refpoodet  valor  ipfioa  y  inter  ly  ot  if'  fitm. 
Hioc  oolligiraua,  integrale/J)r>|^y.  d^  pcr  oninca  valorea  ipfim 

nb  ys<^0B  vaqne  «d  y  =  4-  0»  extenfnm  obtincrt  «z  inta> 

gratione 
J'yPx,^a!^fx'..,.^a;,iaf»dae',*,*  ■ 

^omnea  valores  tealea  iprartim  x,  x\x*' ett,  «stonfa,  pna  ab 

ofs—'  10  vaqtt«ad  jcs-f^  ao,  «b  «s^eo  vaquo  ad  «^s-f-tt  etc' 14. 

Ilcducta  iiaqlfea  ftinciieiic  y  ad  formam  eggregati  uiiam  partium 

,   ,  MxFx^x"*  
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valor  intogjalis Jy^^y^^y  p^r  omnes  valores  ipnus  y  exteoli^ 

ieu  valor  medius  ipllus  y,  aecjunlis  erit  agf^regiiio  partiuai 

Ay^Jj^'  ̂   T.  drXy     •  ̂T.Axy.Jx'^  ̂ .l"  .d.r"  

ybi  fntegratlones  extendendae  funt  ab  xz:  —  oo  \  si^ie  ad  > 

ab  X—  —  00  vsque  ad  :l' —  \- ao  eic;  fiue  quod  eodeui  rcdit,  ag» 

gregato  pnriiuui  qu.ie  oriuntur,  dnm  pio  liniiiilis  poieUaiibuf 

ar*  »  ■T^,  r"»' etc.  ipf  l  uin  valore»  mcdil  rubiuiuQuttir,  cuius  th^O* 

renii^ih:^  giauiliitui  veiiu»  eiiaai  ex  aliis  conQderatlonibus  facil^ 

deiiuari  jpoiuilTfU  .         .  , 

Applicemus  m.  qflfte  la  «rt*  pmc*  exporQiiaiKt,  «d  cafuoi 

fpecUlem,  vbl 

y= 
 

*  ilenotante  c  multitudineni  partium  in  numeratore.  Valor  mediu$ 

ipfius  y  hic  illico  inuenitur  ;=:mm,  accipiendo  char.iciercm  jii  in 

cadem  Cgnifioaiione  vt  fupr».  Valor  veru«  quideai  ipfius  y  in 

cafu  determinato  niaior  niinorue  euadere  poteli  medio,  perin(ie 

ac  valor  renis  lermini  fjuiplid»  ir.r:  fed  proi)a bilitas  quod  valor 

forinitus  iprms  y  a  medio  ttun  baud  leiiUbilaer  abcrrct ,  coutUiUu 

magis  ad  ceriitudinera  appropinquabit  crefcentft  niuliiiudine  a* 

Quod  quo  clarius  eluceat,  quum  probabilitnieui  ipfam  txacte  de- 

Urminare  non  fit  in  pnteftate,  inuefiigenius  errotem  aicdiuni  m<?- 

tuenduni ,  dum  ft  ■  ;  uj.iuiu»  v  —  tinn.  IManifcfto  per  pri:jcipia 

crt.  6.  hic  error  ent  ladix  quadrata  vuloris  medii  funciionis 

(XX  +  x' x'  +  a"x"  -jr  «tc
.  X  * 

 r-                        —  wm^ 

ad  quem  eruendam  fuHicit  obfeniare,  valorem  medium  termin
i  taiis 

'jg,4  ||4  ■  • 

^  tfle  =  —  (vteiMlo  chmctere  n  in  Cgni£ca!lcMke  erL  i  ».)•  v«io- 

nedium  eateni  terminl  ttlie  — —  fien  
=s--— ■» 

,  e^ 
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faciliime  dcrluchur  valor  meJiiu  iTtiui  fiinciioniA 

HiBe  dltcimiis,  fi  copia  fatis  magna  «rrorum  forttutorum 

iQuloeiu  indepencUntiuni  .r,  x,  x  etc.  in  pronitu  fit,  niagna 

certitudiiMi  inde  p«ti  (poire  valorcni  appisoxtiiutuai  iplius  m  poc 

Ibraiiilaiii 

(js  JC  +  ic  JC  4"  jp"  x"  4"  «tc» ) a 

«tTOTPniqiie  niot^iiini  in  iiac  dcUrminatioao  mettteadttni,  refpectu 

^iadrati.m  m ,  elTe 

Ceteri :m  ,  quum  poJietior  formula  implu  et  quantitatem  n,  11  id 

tantiini  ajiiiur,  vt  idea  qiialiscuni^ue  do  gradu  praeciikoiils  iniiif 

dt-lcriiiiQaiionis  foriuari  poITit ,  rtifiictet ,  aliquan»  hvpoihelin  rc- 

Xpectu  funoionis  ^  aiupi^^cti.    £.     in  faypothcli  tertu  art.  it* 
a 

Ifii  «itor  lit  sminV  — .    Qaod  fi  niiinii  «rrUat,  valor  appiw»i> 

jytAtii*  ipUtis       ex  ipfis  etroitUus  ddiumemo  foroiuiad 

^4  _^  jr;'4  ̂   g:"'*  4-  etC,  •  '  ' 

peti  poterit.  Gencraliier  auiein  ariirni  ifc  poTumus,  praecifionem 

dupllcatam  in  illa  detera)in<itione  rec^itiurc  rrrorum  cupiam  qua- 

drupUcataui,  jCue  pondus  d«l«raiiaaiiuriis  j|;ii  multitudini  9  eife 

proportionale. 

Frorfus  limili  modo,  II  obferuaiiotlOBi  «nroret  paitani  COQ» 

Xtantem  inuoluuni,  huius  vaior  approximatus  eo  ttttiut  •  mediQ 

jirithmp.tico  muliorum  crrorum  colligt  poterit,  quo  maior  lio« 

Tum  muUiiud^)  fuerit  £t  quidem  errov  mediiM  in  iiac  ̂ f^mnir 

fiatioae  loeuiendm  expriaieiur  per 

uiyuiz^ed  by  Google 
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m  rij  —  kk  *  , 

•t^  ' 

<r 
fj  k  defigri^^t  parieni  coniiantem  ipfara  atque  m  crrorem  medium 

obioruatioDum  parte  conftante  nondiim  purgatarumi  fiue  limpU» 

dMr  pK-^-»  ii  m  d«notat  «rorim  madiiun  •hteiia^oBotb  • 

parle  conitaote  liberatarum  (v.  art.  g.). 

lo  tftt  ta^i5*  fupporoimos,  cnef«t  o/,  ece.  ad  iclem 

obferuetioiram  genus  perdMto,  iti  Tt  fiogulorom  probalMticatet 

per  otodem  functionem  oxpriaMotar*   Sed  fponte  petet«  -difqai» 

-  ficionem  generalem  ertt.  10  —  14  icqno  ftcile  ad  cafmn  gcncralid- 

rfm  eztendi,  Ybi  jprobebilitatm  crroram  a;',  ̂   ccc»  pcr  ftm« 

ctionm  diocrfas  j)a^,  9'x,  ̂ ad^  «tc.  cxprimantbil^  i*  «.  vbi  erro- 

m  ilU  pcrtincaoc  ad  obferuacioiicc  pmccifionis  fcv  incerciciidinia 

dtncileeb  Sopponamat,  %  cOc  errorem  obferttationia  talis,  'eoiua 

«VTOr  mcdinc  metucndoa  fit  ̂ mi  o«c  non  ac,  m'  ̂Mjq.  eJFc  «rrorm 

'  aliaram  obfemationum,  quanim  «rroffm  mcdii  mctocndi  rcfp.  finc 

n/^Vn"  cto.  ToDC  valor  ma^oa  aggrcgaCi  »» -f*  '^vTx"^  ete. 

«rit  mm + m*m''^ m^m"  -f-  ctc  lam . fi  aliondo  confia^  quaoiita- 

tm  m»  m'»  m"  cto.  «Ifo  ia  rationa  data,  poic  numaria  1,  ft"  «tc 

rerp.  propmtioBalm,  Talor  mediuc  ctprclBonia 

X  sc     x  1   ̂   X  X  -|-  ettj.  .         •    .  . 

+fi|«  +cic 
icit  ̂ iSd  m  vcrp  Talorem  eiusdem  expre/Eoiaia  dctcrminatuma 

prout  fbn' crmrte  ̂ '•«''«IC  offert,  ipfi  mm  aequalem  poni- 

flmoy  cnof  mcdioBt  cm  bacc  d«t«rminatio  obnosia  manat»  fimili 

iptioaa  Tt  in  art>  pn«c.  inocnitot 

V(n^  +n*  4-fi**4-  etc.  ~      ̂ m'* ^m*** ^ ctc) 

t^a  i^;  n"  cic  rtfpcctu  obfctuatiooum^  ad  qoat  pertinent  crrorm C 
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x',  x"  etc. ,  i<3em  denoiare  fupponuntur,  atque  n  ntp«etQ  obfi  r- 

vationis  primae.     QuoHli  it.ji^iit:  numeros  n,  n,  n"  etc.  iplis  /ri,  » 
iHt       ctc.  proponiuuaies  rup^ooere  licety  error  liie  meiueiidus 

mediua  fit 

V(w*  -  m*).\^Ci      ;u'^  +     *  -f  etc) 

i-f-^/u-t-yu/^''-^-  etc. 

At  )itccc0  ratio,  valoreni  •pprvxlaintum  ipfius  m  determinandi» 

aoB  qnM  maume  ad  rem  £«cit.   Quod  quo  clMriut  olloik*. 

damuft  Gonfidcremus  exprefltonem  geoeraUorMn 

axx     a  X  X  -|-  etc. 
y=  ; — rV,   '^,,'  .1  h  , — . — 
^       \-\-a}xpt-Y:tfjiH-Y  etc. 

cuius  valor  mediiis  quo  jne  erit  —  inm,  qTiomodocunque  elis.Tn- 

tur  cocfTicientes  tt',  a'  elc.    Error  auteui  meflins  nieiucnrlDs,  rlum 
valorpni  determinaluni  ipfius        j  rout  fors  crror«s  r.  x,  x  etc. 

oftert,  ipll  miit  ae^ualem  (upponimua,  inueoitur  per  piiocipia 

lupra  tradita 

\^(n^  —  m*  -f  a  d  jn*  ~       \  -f  q  g"  {n*  —  w^*  )  +  etQ  , 

»-t-a/iyu-t-a  ix  fJL  ~f-t'ic. 

Vt  hic  ecror      r^ius  Bat  ̂ uam  mioimiiSf  itatuere  <^ortebit 

n*  -  ,  ,  '  .       •  , 

a  =-;r:  ,/-7./«^  ««• 

M<mifefto  hi  valores  euolui  nequcunt,  nili  infuper  rritio  qiianiiLa- 

turu  n,  n',  ri"  etc,  ad  ?/i',  "^'  clc  .ilumdc  riula  {uciIl;  \jua  cog- 

nitjojie  cx..l;.i  deficiente,  ralitim  Uiliillmum  viHetur  *),  ilLis  Lis 

urouoriiunaI«a  ruppouere  (v.  ait.it),  vnde  prudeuut  vaiorea 

*).Scitictt  co^ni^nein  qnaotilatum  eic.  ia  eo  folu  c^lu  in  pntiv 

•ieie  elTe  coMipinMM,  vbi  per  tei  nttBram  ettoiei «.  x'.  x"  «tc  ipiis  1. 

/(^"ctc-  prapoftionalei,  eeque  pfobabiiea'«enfeBdi.raiit,  ani  potioarbi 

^#=:/^(|i'«;>=: /|-^(^-*)  elc. 

uiyuizcu  by  GoOgle 



TBEORIA  CO^BUf.  09SARyi  SaROmJS  MiNlAl,  OBNOXIAE. 

*  ■  ' . 

«'=  — .        ̂   «tc 

i.  e.  cocfficientes  a,  a"  etc.  aequales  ftaiui  debent  ponderibus  ro- 

latiiiis  obffriJ  uioiiiim,  ad  quas  perlinent  errores  x',  x*  ttc,  af- 

fumlo  pondete  obleru;iuonis ,  ad  quam  perlinet  error  x,  pro  vni- 

tate.  Hoc  pacto,  defignanie  \t  fupra  4r  niultitndlntm  anoffHJil 

fro^liiorum,  habebiuuis  valorem  medium  expreHionis 
■  '        '        '       1  .1         II       ,  . 

xac^ftxag-^ft  X  X  4-  etc. 

smrn,  alque  errorem  niediura  metuaidtun»  dttm  yalorsoi  tot* 

luiio  dcterminatum  iiuius  ejLprefllonis  pro  valorfi  vero  ip&us  mm 

sdoptamus  
' 

9 

et  proin,  iiquideiij  lictt,  ipfas  n,  n,  n*  etc.  ipfif  m,  ̂?i',-m"  pro- 

portiooaies  fupponere,  
' 

.  ..n*^m* 
'  =sir  ' 

qnae  formula  ideiitlca  eft  cum  ea,  quam  fupra  prO  CtTn  o1»r<vnf 

tionum  ousdem  eeneria  ioueneramot. 

i  '  .  •   '  .... 
'  •  17. 

^  valdr  qQantiuds,  quae  ab  alU  qvaBtstate  incD
gnita  penaai» 

per  obferuationem  praedlioiie  abfolnta  110«  g
andentem  aeler^tt* 

nata  eft,  Tslor  incogniUe  bioe  calculatui  ei
iaoi  ertori  obnoiiiia 

erit,  fed  nihil  in  bac  delermiiialioae  arUtrito  t
eliliqoitnr.  At  Ji 

pfarei  quantitates  ab  eadebi  tecognita  p
emlentetf  par  oWeniatio. 

nes  haud  abfolute  esactaa  lunotiieruiDt,  valore
m  iticogniiae  vd 

per  quamlibet  faaram '  obfeniationttm  eraeve  poffttmue,  vel  per 

aliqnam  plttriom  obferaationttm  combination
em,  qaod  infinitia 

modia  dioerfis  fieri  poiaft.  Quamquam.  Tero  ▼alor  incogn^e  taU 

modo  prodiens  errori  femper  olHMKim  ma
aet.  umen  ia  alia 

C  • 
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eombinatioiifl  mtior,  in  alii  minor  «rror  matoendus  «ric  Simi« 

Ilter  fot  fo  babcbit,  li  pluret  qiiAnliuiW  •  plurdnM,  incot;mt^  fi.  ' 

«ral  peoilanta^  font  oiiferuetee;  pcout  olilW-ttelionvm  «itiuicitndo 

multitndini  IneogniMnim  vel  eeqnelie,  vel  Jmo  minnr  vel  meior  . 

fuerit,  probleme  vel  determineloro;  vel  lodetormbietumi  vel  plue 

^uem  deimmlnetom  erit-<genenliier  feltem  loqnendo)^  eiin  eefn 

tertio  ed  incogBitnrum  «deieniiinetkmem  -  obferuetBilnfe  lafiiiiti^ 
modie  diuerfie  combineri  potecnnt;   B  teti  combinetiommi  verie» 

tete  eee  ollgere, .  guee  mexime  ed  rem  feciem,  i.^e!  quee  lacog- 

nitemm  veloreg  enrotibue  minimie.  obnoxioe  fuppeditont, -prb- 

bleme  feae  eft  ia'  epplieetipae^meilMfiMa  ed  philolbpldeai  aetitre<- ' 
.  lem  loage  greuilTimum.  ^  . 

la  Tbeofie  motus'coipprttm  coetefiiam  offenetiinus,  quo- 
modp  valofea  incogniurum  inaxiffie  pri>6n6f Ira  emendi 'fiut,  fi  lex 

*  probabSliutia  errortim  obferuetionum  cognita  fit;  et  qnuni  haec 
lez  aatura  fne  in  omnibua  fere  cafibu»  byptfihellee  maneat,  theo. 

riam  illam  ed  legcm  mexime  pMufibilem  epplfciufmus ,  vbi  pro- 

babilitas  erroris  x  (^uantitati  exponenu.ili  «j*^***  proportionalis  ' 
fiipponitur,  vnde  «lelkodus  a  nobis  dudum  in  calcofJs  pra^rer- 
liai  arironomicis »  el  ni^c  quideni  a  plefisijue  calrul.itoiibvu  fub 

'  nomine  methodi  quadratomm  minimorum  vlit..u  demanauit. 

Poltea  ill.  I.apl.ice,  rem  alio  niodo  «p^rpfTus,  idem  priocU 

•  yiom  ouiijibus  aliis  etiamnuni  pi  ferendyni  elie  doruit,  quaecun» 
'  que  fuerit   lex  probabilitatis  «rrotLiin,    fi  niodx^  obreruaiiooum 
niultitudu  i.L  peiiuagna  Al  piu  iiiuliitudiiie  obreiuaticpum  luo» 

dica,  rc»  iuiacia  nianlit,  iia  vt  11  lcx  noltra  hypotlieiifa  refpue» 
tur,  meihodu»  quadraiorum  niiniuujium  eo  tantum  nomine  prae 
«liis  commendabilis  hat^da  fit,  ̂ upti  caicu^onxm  GonGinnitati 

'  maxiniie  tSk  adaptatek 

Geomelris  •itaqtie  gratnm  fore  fpfrnmus,  fi  in  hae  ao«a'e«w 
gumenti  trartaiione  docueiimus,  me^ihodum  quadraioraiu  miwt- 
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xuorum  exhibere  combintcioiMni  «4i  ommbus  opUmiim,  non  qui^ 

dem  proxime,  fed  abfolute,  quaecungu#^  fuerit  lex  probabilitatis 

i»Torum,  qnaecuoque  obTeruatio^um  multitvdo,  H  modo  notioK 

nem  erroria  medii  non  ad  mtntem  ill.  Laplace»  fed  ita  rt  in  artt. 

^  et  6  a  nobia  factum  eH  itabiliamus.  ,  ' 

Qeterum.  exprefllaWerbis  hic  praeroooere  connenit,  in  omni- 

|>ii8  dirquifiiionibus  fequeniibus  tantummotto  de  erroribus  irregu- 

Jaribns  atqne  a  parte.  cODAante  iiberis  fermonem  elTe,  quutn  pto- 

prie  ad  perfectam  artem  obferuandi  pertineat»  omnes  errorum 

cor.riantium  cauflas  fumaio  lladio  aniouere.  Quaenam  vero  fub* 

lidia  calculator  tales  obferoationes  tractar*  fufcipiens,  quas  ab  er- 

rortbut  oonliantibus  non  liberas  elTe  iuita  fufpicio  adflt,  ex  ipfo 

calculo  probabilium  pttet^poflit,  dir^uiniioni  peculiari  alia  oc 

calione  promulgandae  referuamus.. 

■    f  .     ♦       P       O  B      B  M  4«      .  • 

J^ejignante  U  /unetiaaem  Juiam  ̂ tunuiiatum  incognit^ 

ram  /^,'  y"  etc. ,  quaeritur  error  niedius  M  in  detcrmitm*^ 

iione  tf^laris  ifi/itts^V  metuendusy  fi  pf^  y\  etc,  adop- 

Jenttir  non  vnlores  veri,  Jed^  qui  cx  obJentatUpubvs  ek  in* 

4/tcem  independentibust  errprikus  mediis  m',  m"  etc»  rejp,  cb^ 

mfxiis  prodnni, 

StA,    Denotati»  erroribus^ill  Talqdkaf  .«UinHili»  ipftirwi 

V  eic  p«v  «,        «tcv  «iTor  ind«  rednikdaDs  ln  Tdofem 

ipfia»  U  «xprimi  poierit  par  futtCtipn«m  UBeaimii  ̂  

A.e+ XV  +  XV -I- «10,  s  E 

X,  Xi  }f\en^^,  vftloMir  qtttei^Biiam'  dSffennAUIiiiB 

d  17   d  {/  '  .    1  •  >  ■.        '  •....•i',tJ  ' 

— YfP*      P">  »«Jotiba«  T«m  ipfefttm.  V^  V\  vt  «tc,  liqui- 

dfm  ob[eruationes  fatis  exactae  funt,  Tt.errorum  qu.idraia  pro. 
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ductaqiie  negli^ere  Iteeftt.  Hinc  prlnio  feqmtar,  qtionUm  ob/er- 

VAtioimm  enores  a  partibusi  cuiiiiMittibus  liberi  iupponumur ,  va- 

lorcm  mediuui  iplms  £  efle  =  o.  Forro  errof  mecHut  in  vaIor« 

iprms  U  nteiuendus,  erit  radix  qAiadrata  e  valore  aiedlio  ipiitu 

EEf  fuie  MM  crit  valor  mediiis  aggiegati 

XX  ee-^  \'\'ee  +  V  K"e"e"     etc  +  •  X  V^e  +  fl  X  V  e.e 

4.  flX'X"e  e"-f  etc.   -       "  - 
At  valor  medius  tpfius  W^e  fit  A.Xwiw,    valor  medius  ipfiu» 

\' X' e  e  fit  ~X'X'triift  etc;  denique  valores  medii  prodactorum 

j  ftW'ee'*^^-  omties  fmnt  r=  o     Hinc  it.ique  coIll<^imiis 

M:=:      A.  X  tn  m  -^f  X'  X'  tn  m  -f-  V'  V  Wi'  m  -f-  etc.) 

Huic  iolaiioni  ̂ uasdain  aDnotatione«  adiicere  coniifliiiflt* 

1.  QaatflDiif  fpflflUado  obfflrufltlJlbm  erroret  tflncititm  911M-  * 

tiutflt  prlmi  ordinit,  quantitates  ordtDttm  flltiorum' negliguaturf 

vck  fbmralfl  aoftra  pro  "K^  K'  Xr.ctc.  fldtm  vilorflt  floi  ̂ oiiea- dU 

tium  T77  elc.  adopuire  Ijcebit,  qui  piodeunt  e  valoribus  obfer^ 

O  r 

^ati&-qtiflntStfltum      f^',  r"  etc.   Quotiflt  C^«ft  Aiaetio  llMuii» 
vtnifeAo  nuUa  prorfufl  «i«t4iffBr«ntifl«. 

'  IL  Si  loflo  ̂ rorum  mfldiorom  obfflnuitlonttili,  hanhtt  pon» 

jiflrfl  intfodaoflTV^malumatt  fint  lUMCt  fccandttm  ?aitatem  arl»* 

trflriam,  refp.  p,                atqoo  P  pondofl  d«lflnntnflttoniff 

loriff  ipfiuff  V  •  ▼aloribttff  obf«nt«iiff  ̂ oflatiutum  f%  F*^  y"  «i& 

prodtttntifl.   lu.dMib«bim»ff      \^    '  ■ 

■  •  i__   .    \  •  .  ' 

T  +  T^  ■    •  • 

UL  Si  r  «itfoBocia  ali».  diM  qQftaiiMtnm      r',  «tc. 

ai<^ue,  pro  hainm  ralofibiiff  vartff» 

ar  .    fr    ,  dr     ^  '    • ' 
^J^— JCf  ̂ ^»==»#  j^i» —  «  «tc  • 
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•rror  in  determinatlone  valoru  ipfius  T,  e  vaforibus  obferuatis 

i^«ritm(^,  V\  V"  t\£*  pe«ita  ,  erit  =x*  +  x'*'+  +  eic., 

x:  £*,  flqnf  error  tnediuf  Ui  il|ii,  d4|erminatroi>e  metuendu» 

ari^farjrfim  4"  x  x  tn  m  -f-  x* x* in* m  •^^c).  Errores  JE,  fi'  vert> 

monifeAo  ab  inuicem  iatn  non  erunt.  independentes,  valorque 

MMdittt  producti  hB!^  fccus  ac  valor  mediu^  producti  ee%  noa 

* 

'  "  IV.  Prbbleinli  nofiriuti  ecUm  ad  cafuin  duM^exteridftre  licM:, 

tI»!  valores,  ̂ nantitaium  F\  V  e|c.  non  Imme^iate  per  ob* 

Cemationca  inueniiininr,  fed  ̂ omodotUnque  ez  obfematioona 

comlnBationibua  deriiiantor,  fi  modo  fingulaitem  deterdnlnacionce 

e1>  ionitiem  fnn(  in^^pendentea-,  i.e.  obferiiationtbua  dluerfis  fu* 

perftntoia«:  'guoliat'  aviem  baec  condiuo  locum  non  liabet,  for* 
moln  pro  M,  eironea.euadcfet.  E.  g.  fi  vne  akeraoe  obferuatio, 

quae  «il  danaiminaiionem  ▼aloria,  ipfioo  V  infentiit^«ciiam  ad  va- 

lorom  ipfiue  V  deiermina&dum  adhibita  effet^  errorct  e^  et  i. 
iMod  ampliua  ab  inoicem  independeniea  forenc,  jpeque  adeo  pro> 

dncti  « e'  ▼alor  mediua  =0.  Si  vero  in  tnli  cafu  aeacua  quantt* 

tatuiii  V*  com  obleroatioiiBbiia  fimpIicibnai:,o  qoibna  dedoaae 

fiiot,  rite  perpenditor,  Talor  mcdioa  producti  ee'  adiumeoto  an> 

Aotationia  lil*  ajBgaan,  atqno  fie  lormuk  pro  Af  coniplcta  reddt 

poterit. 

19- 

Sint  V ̂   V ,  P'"  etc.  functiones  in.co^i^tafum  ,x,  y,  x  elc, 
niuliaudu  ilUrura  —  v ,  niuimudo  incugnit.iruni  —q,  fuppona- 

niusque,  per  obferu.iiioiics  vel  iuimcdiat©  vel  uwidime  valores 

funciionuni  inuenios  elTe  L,  V'^L',  f'"=zL"etc,  iia  tanien 

Vt  h«c  dtifrniiuanoncs  ah  iuujcem  fuerint  indejjciid,  nies.  Si  p 

xr.iinr  (  (i  ijuani  -tt,  incogniljanim  euoUiiio •jfuanif^rto  iU  problenia 

indeieraiiiiaiuiii ;  fi  p  ipii  ir  nt(ju.\Iji>  elt ,  Hnj^ulae  x,  y,  s  ric.  in 

formaoi  tuuctionum  ipfaium  /^,  /'',  V"  uc  redi^i  vel  radactae 
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fiencipi  poITunt,  iu  vt  «k  hanoi  vtloribui  obr«ni«tif  tatms  Ifta- 

Tam  inueniri  pofllnt,  /iniulque  adlumento  art.  praec.  praeciiio* 

aem  relatiuam  lingulis  his  determinatsonibiis  tribuwdam  alligiMivs 

liceat;  deniqne  fi  p  minor  elt  qunm  ff^  fingula^  x  etc.  in* 

fiaitia  modis  diuerii*  in  foioiam  foactionum  ipfarum  f^, 

«Ui»Todigi,  a'ieoque  illarirai  valoreo  infinitis  modia  diueriis  «rut 

poterunt.'  Quae  dctermlnationet  exacte  quidem  qnadrare  jdobo* 

ffMit»  li  obferuationes  praeciHone  abfoluta  gauderentj  quod  qttum 

feciw  i«  faabeat,  •lii  modi  alios  valores  fuppeditabnnt,  noc  mi. 

BiM  dei«raiinatioDcs  o  combin«t«QBibiis  diuttfit  p«tit«e  inte^mUi 

pneciCdno  inOruotM  «miii; 

GA«rum  fi  in  «•ftt  fecoado  rel  Urdo  Aiiiedon«s  r;  «i& 

ita  comparstso  cOenty  Tt  «'"-jp  +  t  «x  ipGs,  \fk  pliunef,  %Mmm 

qnem  fonctloncs  feli^uinim  fpectare  liccret,  problema  ferpeeta 

pofieriomm  fnnctionnm  «tiamnum  plns  qnam  d«t«minatiim  «Ife^ 

refpecto  Incognitarom  y,  x  etc  «ntcm  ind«termiB«nuni  bamm 

fciltc«t  ▼«loret  n«  tnnc  quidem  det«rminar«  Ilceret,  qoando  tra* 

Ior«s  functionum  V*^  V  ctc  abfolotc  «xacti  data  «ff«iits  f«d 

bonc  cafum  a  disqutfitioan  lioftra  «xdttd«mti«* 

Quoties  P\  V\  y"  etc.  j>er  fe  rion  fsint  funrtinnes  Unearet 
indeterniinataruni  rtinrnm  ,  hoc  efficictur,  (1  loco  iiic  ugniEfirum 

priniitiuarum  inlroducuntur  ipfarnm  diff t  rent  ■  le  a  vaioribus  flp- 

pro  virnatis,  qnos  aliunde  cognitos  elle  inpponere  licet.  Errore* 

nietijos  in  deicrrainaiioniljus  f  —  L,  y' zr.  iJ ,  ̂''zzL"  ttc  nie- 

luenili  refp.  denotabimu$  per  r/i,  tii,  rn"  etc.  ̂   determiiifi t icnum- 

qup  pondera  per  p,  p\  p"  etc ,  ita  vt  fii  pmtn  —  p' pi  in 
p  tii  tti  etc.  Rationem,  quain  inter  fe  teneni  errores  medii,  cogoi- 

tam  rupponemus,  iia  vt  pondera,  quorum  vnum  ad  lubitimi  «coipi 

poleftt  lint  nola.    Deoiqoe  fiatuemus 

L)\rp=i\  {V  ~  uy^p-v,  (V-L^^x^p^zz  v"  m> 

Manifcito  itaque  re^  petiode  fe  l»abt:bit,  ac  ii  obreruaiioncs  im* 

^  lUcdiA- 
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nMcUalae,  aequali  praecinone  gaudentes,  paia  qvianim  error  me* 

^u»  =mV' p-zimW pz=im" Vp"  ttc,  ilue  guiboi  ̂ jondua  i  tri- 
btutur,  ruppeditaoiflent  ..  ̂ 

,9  =  0,  4>"=o  etc. 

P  &  O  B  Ii  ̂   K  A. 

JJepgnantihts  V,  «Ta  fimdhms  iinems  MetermU 

watarwn  9tt        ̂ c»  fiqumUet 

•»  s'«x -f- 4  y  +  e  X  +  etc.  + 1  % 

jp'ss«'x  +  b'y  +  c'z  +  cic.  +r  [  (I) 
.•     «rctEtf''*  +  b"y  +  c  X      «tc  +  r  etc  ) 

ex  omnibus  Jyjiemaubus  cocjj^uientium  x»  x,  x"  etc-f  €jui  mdefi' mtt  dant 

Um  vt  k  \fit  quaaUtat  deUrminata  i.  e.  «tfr  s  ef^  liiiEe|Wi«feiil^ 

eniere  id,  pro  quo  ie'+ +  ct^*'  mouifeatur  vahr^m  ail- 

Svfmio*  8t8tiuimni 

av  +  av+a  v  +  etc.  =: g  j 

e  »  +       + c"i>"  +  etc  =  ̂   )  ' 

eruntque  etiani      ifi  ̂   etc  fuQCtionea  lineeres  ip£ariUBi  «9; 

»«fc.,  puta 

^=&x2a6  +  yS66+«i:6e  +  ete.  +  £frl       [  (iU) 

Js«2ae+y26c  +  sSe«  +  eic  +2el«lii.  J 

(tU  2aa  denoiet  •^egatum  aa  +  a'a' +.«^a''+ «to,»  w  pci^ 

de  idi^uie). 
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niuUituaoqiie  ipfarain  tf,  ̂  ete»  niillitndiiil  iod«tMniuii
ftt«ni^ 

X,  >  .  X  eic.  ««qualis,  puu  =ir.    F«r  flliamaiumtm  itA^ne 
 «liei 

poterii  aequttio' talit  •) 

in  qua  fubflitucndo  pro  r,  *  ic.  valores  earum  ex  lU,  ae^ua- 

tio  ideaticft  pfodire  debet.    Quare  ftalueodo 

a  [««)  +  b  [a/3]  -f-  c  fay]  +  etc  =  «  ^ 

o'[tf«l  +  fc'(<t/3]  +  c'[ay]  +  eto.  b«'-      (  (iV)- 

«"[««l  +  fc^La^J  +  c^trtyJ  +  etcssa^.flta)    ,  -  . 

neiieflario  etit  inde&nite 

«ti+^V  +  a^^^  +  etcsra!-^  (Y) 

Htec  «eqiittio  docct,  inter  .fyAenete  veloran  co^ffidemiinii 

st^ete.  «erto  etiem  feferendo»  eOe  faot  4f=a»  »  =  9t        a"-  tu^ 

«ec  noo,  pro  fyftemate  quocunqiiet  fiert  debere  Indcfintte 

(x-<»)i»+(«-i«')t»'  +  (jr-a>''+  «Uusjt^k 

quae  acquatio  implicat  feqnentee  '  ,  • 

,    ,     (x  —  a)o  4-(ae —«  )a  +{x  —«)«+  etc.  spo  • 

(x— '«)^  +  (*'~  «' )^'+ Cx"--a'')i»"+  elc.  =  o      -  - 

(»— rt)c+(x'— o*) «'  +  (*"— «'>4'',+eic  as-o  «tc 

laQiapticando  liat  teqttttionee  refp..  per  ta«]^  [ii/3|,  [«  /]  etc-, 

ct  addendo,  obtincmue  jiropter  (IV) 

(x  — a)ce+  (x'  —  «*')«'  +  (x"r— «")*"+  elc.  2z  o 

liDe  ijuod  idem  eft  ,  '  .  ■  ̂ 

XX  +  x'x'  +  X  x  +  etc  =  -f  «"^"  ̂  

vnde  patet,  aggreg<uum         r  x  x  +  ̂"'^  +         valoreni  mini* 

mutu  obtiocre,  ii  itatuatur  x=:<t,  x''=«"  ctc.        £.  1 

^  Ratlo,  cor  ad  d«iioUiido8~Coefficieiitei  e  mH  etiottnatione  prodeun. 
tci»  boa  peiiflliinvm  ciiaracierea  clegeriBniC,'lofra  claccbJt. 
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-  ̂ uado  (V)  dpoet  cffle 

»  '  '  r;       .  .  j 

cec-t-<ec-t-a«  -j-  «tc  s  o  eic. 

IklultipUcaDdo  has  aequatioiiet  »^1^  F«r  ftf/Sj,  [«gyj  «ts, 
addmdo»  protinat  liabeiniis  «diumento  ae^natioiuim  (IV) 

21* 

Qanm  oKeniatioiim  fiippecBtaiMriiic  aeqtfationee  (pio^rinw 

;  vorae  )  9 o,  o'^ o,  v*  =  0  etc^  *a4  valoNm  htcognlttWs  indo 
«liciendamj  combinatio  illarum  aoqttaitoiiitm  talia 

«1»  +  »  o* -H    o"  +  ete.  =  o 

adhibenda  eft,  quae  ipft  x  coefficienteni   1  ronclliei,  incognita»-  ' 

que  reliquat  ̂ r»  z  eic  elimiaet|   cui  deierminatioiii  per  ait.  15. 

pondua  » 

 i  

le  X  +  x'x' 4"  x"»'' 4- ete. 

tribiiendum  erlt.  Ex  art.  praec.  itaque  reqintur,  determlnationem 

maxioie  idoDeain  eam  foie,  vbi  ftatuatur  y  —  a,x—ct,x'—a'i\.t. 

Hoc  pacio  X  obtinet  valorem  maiiifertut^ue  idejii  \a\ok  ciiam 

(absque  cognitione  multiplicatoriim  et|  a'f  etc. )  protinus  per 

•UminaiioneBi  ex  aequalioiubus  ̂ =0,  ]f=o,  ̂ =0  etc  eiii;;i  poielt, 

Fondos  Iittio  ̂ atenainationi .  tribnandom  orit  =  7  r ,  finoorror 

*  meditti  io  ipfa  metuendtte 

srm\^  p[c<a]  =:wVp'[ace]  -^.mWpl^Aoi  etc 

Frorfua  limili  modo  determinatio  maxlme  idonea  incognlta' 

nim  xeli^ttarom      %  etc  coadcm  ralorea  ipfia  ronclliabit,  qui 
C  a 
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iin:uir;ne 

coin- 

•liopinAtidMm  »  iiflte  flflqnitioiiibus  ̂ =o,  „=:o,  o  eic 

prodeunt  

^ 

Denotanao  corgregfliam  indefinitiim  vvif  oV-f-V»'*  «ta 

£ae  quod  id^m  eft  hoc  ;  i  ' 

.J»er  a;  patte,  fl^ttc.  effe  quoiiemes  dilfereatialee  p«. 
tifllet  fnBctionie  Clt  puta  . 

Qiwpropter  ▼«lorflt  incogniierttni  ̂   obfflniaUona»  comb», 
oMnaifl  l4onea  piodfluntflfl,  quoe  Miiorei  fnmime  pla,.JibUes 
»odi|  Tocflir»  p^JTuaitte,  idenUci  enmc  cum  iis,  per  ̂ uos  i  va- 
lorem  minimum  obiinet.    |,m  f-^t  Indefinit.  exprimii  a.tTa. 
jflntiem  iipt«r  Talofem  computetttm  et  obreruttum.    Valore»  ii^. 
que  incognliarttm  mflxime  plattfibllee.  iidfm  etiihr,  c,ui  fu„„ram 
qoadraiornm  diffcreatlaiiun  inier  quanlitatum       r\  r"  ttc 
Talores  obfematofl.et  compuutoe,  per  obferuationum  pond.ra 
«luh.phcatorum,  minlmam  elScimit,  quod  prinejpium  in  Iheo- 
rm  Motus  Cor^rum  CoeUfimm  longe  «lia  ria  itabiliu^mus  Et 
fi  mrnper  prflflcifio  reUUua  fingttlarmn  determioatibnun.  aia, 
panda  eft.  p«r  «limin«tin„flm  Indefinltam  «  aequationibus  (IU) 
«pr«fl  ae^  ̂ r.  z  flta  in  l«li  form«  exhibirro  oportei :  ^  • 

flte. 

quo  pnc.o  vr.lores  ma.ime  plaufihiles  incognitarnm  «.  y 
erunt  ref^>.       B,  C  eta,  atque.  ponderfl  bia  detcrmiiiflribnibfl» 
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[cta]   L^^j   [yy]  " 

ifiis  meluflndi 

eic. 

quocl  contifr  rum  iis»  ̂ iiae  io  Thtofia  Motw  Corpormn  Coe- 

Ufiiuia  docuimuf. 

De  cafn  omniuin  firoplicinimo,  liiiiiil  vno  freqiMBtilEmOii 

tM  vnica  incogntU  adeft»  at<ju«  #^=x,  r^sras,  f^=rx  «tft,  ptuci» 

feoTlim  agere  coDneillet.  fiik  fdlieM  os  V'  a'  =  p',  a^sV iT  el«4 

J=— Z./p,  r=— LVp',  r=— LrVp^etc.  ct  proln 

^=(p4-^  4-p"+etc)x-CpL-J-p'Z- -l-p  i-  +  ctc) 

pOltO 

p  +  p^+p^+etc. 

^  iiaqiio  0  plntibus  obftraaticnibus  iaaeqiiali  praectftone 

gMiJaitibne,  et  qoarain  pondera  rerp.  funt  p>  p\  p"  etc,  valor 

eipydeni  quindtetis  inuestus  eA  e  prima  =:  f ̂  e  fecande  o 

ttrtia  s     MOi»  bnioe  Telor  niexiine  pUo&biiie  erit 

p  L p'  L'  -\- p"  L"  -\-  etc. 

pon jos^iie  liviut  dttciminationia  :=  p  +  p'  +  p*  omnfi 



3o  CAR.  FRID.  6ADSS  TREOIt  COfiOI.  OBS;  mORtlllNttt.  jMNOX: 

obferuatiooet  ac^iuiU  fntaHclu»  giiideiit*  vftkw  iii«xiaM  pLiafibi. 

£,  ̂   L'  -f  eic.  •  •"•  - 

L  «.  Mquiltt  iMdlo  tritkflMtico  vtlonuM  ot»r«iiaftorian«  kuitifqiM 

4iteyiniiiaiiiniif  poailiM  siTf  accepto  pondero  obCviiatiDiiitai 

ffo  TBitatiiw 
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ERROmBUS  MINIMIS  OBNOXIAE. 

PA&S  fOST£A10R. 

gOCiSrATI  RB6TAE  SZHIUTA  FBBR.  «,  ifV. 

* 

23.
  ' 

luc  ruperfuat  dirquiGtionat,  per  qnM  dieoii*  pntcs> 

UoAnhiittr  tum  «mpliabUur. 

onmii  iimefiigaio  .oporict,  num  ncgodtim  olmkinatio- 

«dium«ico  iodetermintlM  x,  y,  %  eto.  per  1^^,  ̂otc. 

ie  funk,  Temper  fit  polEbilek  Qunm  mnititudo  illeram* 
i  barum  eequalis  fit,  e  tbeorie  eliminationie  in  eeque* 

oearibne  oonfiat,  illam  eliminationem,  ̂   £«  ̂   ̂to. 

i  independeniea  fint,  «etto  poflibilem  lotes  fiu  minuf, 

Supponamue  aliqoaniirper,  if,.^ete.  non.efle  ab 

«dependentes,  fed  exfiara  onter  Ipfaa  aeqiiatioaem 

:F£+<?«i4.H;-|-etc 

itaque 

;oo+ <?So(  +  £irSoc+ eto. 

:afr  +  6S(6+ 1/25« -f  ete. 

:<i^+ GSfre  +  lf£ce  4- 
oa  . 

GXbl  +  HSi:l  +  ete;  =  K 
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Sutiuiido  pom 

a'F^  b'Gf  €'a  +  9te.s(r  (  (I) 

4ie.,  «ruttur  ,  ' 

A0+fr'^+irr +  «to.sra. 

etc,  nec  non 

.         ♦  * 

Muliiplicando  it«qa«  aequatioDC»  (I)  Mfp.  p«  ̂       flT  «ic 
nddaido*  obtinemus: 

o=£«tf  +  ̂ tr+^^^«t^ 
*  ►  *    .  - 

^UM  Aequatio  nuiiifefio  €onlirt«r«  aequit,  nili  0mul  faerit  B  =  o, 

5^.=o,  iT sroetc  HineprimoWnigtmue,  neceffario  eflfe  debere  it=o. 

Deio  aequationet  (I)  doceot,  fuDGtioaei  v,  v\  v  ctc  ita  cooipa- 

retaa  «0e;vt  ipramm  valorrn  bon  muteiitar.  valores  quantiia- 

tum  «,;3rt«etc  £H])iantincremcnta  vel  ileerementa  ipfia  F.  G,  Hett. 

fefp.  pioportibnalift,  iaemqae  jnanif«fio  de  functionibjis  r', 

etc  valebit.  StippoHtao  itaqae  confifiere  nequit,  nifi  in  cafa 

lali,  vbi  vel  o  valoribus  ezactis  quaotitatuni  r,  y\  r**  etc  ra* 
loies  incognitarum  se,  y,*€kc  determinare  Jmpoflibiie  fuilTet.  i.e. 

vbi  problema  natura  fua  faiflet  andatennittatum,  queiu  aium  a 

^figaifijioiio  nofira  mrdnfimai» 

'  2+ 
I 

DenotemTis  ipcr  /5,  3',  3"  eic.  muliiplicatores.  qui  eandc» 
«elationem  iiabeni  indeienuinaum  quam  liabent  a»ct'««*<lc> 

ad  SB,  puu  fit  ' 
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etc. ,  Ua      fiat  indefinitB 

Ptfsiade  fint     y',     «tc  miiltipllntores  fiiniles  refpectu  indeier- 
miaatae  z.  put» 

a[ya]  +  i  [y/3H-cCyy]  +  eUl.=:y 

o'[y<t3  +  fc'[y>3]  +  c(yy]+ etc  =7     .  , 

«"(ytf  ]  +  «'"[ya]  4-  c"  [  y  y  ]  +  etc  =y" 
elc,  ata  vt  fiat  indeiitiiie 

yv  +  y'»'  +  y"»''+ etc  C 

ec  Xic  porro.    Hoc  pacto,  perin^e      iam  in  eit.  ao.  inueneraiuu» 

£tta=i,  "Sctbzzot  ̂ aczzo,  etc,  nec  non  ̂ ul=z — ^ 
edm- ImbebiniiM 

23«  =  o.  23^=     ̂ 3f=0«C.,  atque  2:3'=  —  B 

^  y  a  =  o,  2^y6  =0,  2y<?=  l  elc,  atque  Sy  /  =:  —  C 

et  iiG  porro.    Ner  ttUMe,  ̂ ueaMdaMdiun  in  ert.  eo.  prodiit 

Sct«=: [afit],  eiiam  ertt 

2:33  =  [33].2:yy^[yy]  etc 

Multiplicando  porro  ▼eloree  ipfortim  a,  a,  a"  etc.  (art.  eo.  IV) 
refp.  per  3  >  3 1  3  ̂   ̂   «ddendiOf  obtinemus 

a3+tf'3'  +  a"3'«tO'  =  [ai8].  fiue  2«^=  [£^3] 

Moltiplicando  eotem  ▼elone  ipforuai  /3 » ^  i  3  «^c.  refp.  per  ' 

.«» itt  (e"  etc,  et  addendo^  pevinde  ptodit 

•  a^  +  a  io'  +a"  ̂ "  +  etczS[^a],  edeoquc  [«3]  =  [^a] 
Frorfus  fitnili  modo  eruitnr 

UvJ  =  [ya]  -  2«y,  [3y]  =  [y/3J  =  23y  etc 

25. 

Dtnoienius  porro  per  X,  X,  V  ctc.  valores  functionum 

9,  v,  v"  eic,  qui  prodeunt,  dum  pro  x,  x  etc.  iprirum  va- 
lores  maxime  pUufibiles      Bt  C  etc  fubfiit^untur,  puu 

B 
 ' 
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fl 4- 6 B -f  cC -f  etc.  4- /  =  \ 

A +b' B  t  cC-^- €ic -^t  =:X' 

itci  ftatuamus  practerM' 

iia  v  t  lu  M  vtflor*futtctionil  £1  valorlbua  naxime  pta&fibilibiia  * 
iQdeierminatarum  fejpottiiens,  adeoque  per  ea,  quae  in  art.  ao. 

deiiionftrauimus,  Talor'  miiiimna  littiuk  funeiionia.    HiDC  ertt 

fl X  4-  a'  V  +  o"  V  +  ijjnus  ̂  ,  ralOYibnS  »=  ̂ ,y=.B, 

z=:C  eto.  refpondens»  adcoque  =o,  i.  e.  babebimua 

«t  perinde  Bet 

26X  =  o,  ScXso  eto.;  nec  non  "SaKzz^,  S^X^o^ 

SyX-saeic 

Denique  multiplicando  exprcffiones  ipfamm  X»  X'f  X'' etc  ptt 

X»  X\  X"  «tc.  lefp.*  et  aaaend^  obtincmui  IX  +  I^X^-Hrx"  +iet«. 

^sXX  +  W.+rX^H- etc,  fiue  ,   .  : 

SIX'=ili. 

Sttbstitiicndo.  in  aeqnationtt  -f  l^y^.-f-ca^.  atc  4.I,. 

pro  s  etft  cxprjelBones  Vtl.  art.        prodibit»  adl»ibitia 

rcductioniblis  «x   praecedentibus   obuiist '       ?  . 

ct  perinde    erit  indennitc 

i>'  =  «'£-f /3'»i  +  y  ̂ +«c +V   

t,"=«"£  +  l3"»i  +  y';;+etc+X" 
Atc.  Muhiplicanda  vel  has  aequailones,  vel  aequationes  I  an.so. 

refp.  per  X*  X',  X"  etc,  et  addendo/  difcimus  eJTe  indefi»ito 

Xp  +  X'»'  +  X't»"+  etcsM. 

uiyuiz.CQ  by  GoOgle 
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.  .  >     V  27. 

Fanctlo  Cl  indefioite  in  plurtbus  formif  exbibeii  pottA, 

'qtias  euoluere  aperae  pretium  erit.  Ac  primo  quiii«m  ̂ aadrando 
ae^iiationes  I  art.  ao.  et  addendoi  Ttatim  fit 

£l=xx  Saa  -f-  yy^^bb     zz^^c-f-  etc.  -\-  txy  '^al 

4- 9'zSc/-|-eto.  + 

q^UM  ell  forraa  prima, 

Multiplicando  easdem  aequationes  refp.  per  v,  «/•tTetc»»  et 

addendo,  obtinemus: 

a  =  Sx -f  +  etc- + '»  + ''»'-1- -h  etc. 

•tqve  hinct  fubitituendo  pro  v»  «/  v"  etc  expreflloBes  in  ait. 

praec  traditas, 

4^=g«  +  iiy  +  ̂ *+ etc  — -rf^— fl^r— C^— etc. +ilf 

a=£(x-./)  +  ,(yT^a).i-^(z-c)  +  etc-i-iMr 

qnae  eR  forma  Jecimda. 

Subftitaendo  in  forma  fecunda  pro  x  —  ji^  y—B,  s  —  Ceta 

exprefnones  VII.  art.  &i,  obtinenius  formam  tert'unni 

a  =  [tf«]£g-f[/3/3]ji>,  +  [yv]^^+  «c 

■  +«[^v]£^+«C3y]>i^+ etc.  +  ̂f. 

Hia  «dinngi  poteft  forma  quarUtf  ex  iormt!  tertia,  atque  formolia 

arti  J^aec.  fponte  demannns: 

a=(f-x)'  +  (»'— V)*  +  (©"-x")*+«<«'  +  Ai;  fioa 

^iia*  iomui  coaditionem  minimi  directe  ob  oculos  Mii; 

38. 

Sint  e,  e',  t  etc.  errores  ia  obferoationibas ,  quae  dedenuit 

Mf^L,  y'z=.L' ,  y"  —L'  ctc  commiflTi,  i  e.  ilnt  valores  Mfi 

ftmctioBam.f^  A^'.  y"  etc  refp.  L  —  e,  L'  — L"  —  «"  aCft  adeo- 

^uo  Taloraa  Ttri  ipfanmi  o,      o"  etc.  refp.  —  <r  v^p^  —  eVp\ 



3$  CAROL.  FKlD£Ria  GAUSS 

e"  V  p*  etc.  Rinc  valor  v«nw  ipfius  ±  eric  =  A  —  ae  \  p 

—  a'eVf/ trf»*  elc,  fiue  «rror  ▼aloris  ipfiu»  in  de- 
tcrmStMttono  uc»iqio  idoaec  coniiBijrac,  quem  p«r  £x  deiu»tare 

conueoit, 

=  tf«v^p+tt%Vp  4-«V/^"+etc  .  '  ' Fenadc  wror  vcloris  ipfius  y  in  deter^ioetioiM  aiaxint  Uonoa 

commiflnc,  qoem  p#r  £y  denotabimnc,  «rit 

=|3eV^|»:|-|3'eVfr+|re"%^p''+  ctc. 

Vetov  mcdios  qucdiati  ioiMBiiar  =mmp(a(e  4-  aa' 

•^t^tT-^r  etc.)=mtnp{,tttt]$  iralor  mediuc  qMfliati  {JLy)^  per* 

aadc  =mmp[00]  ccc,  vt  i«m  foprc  dociitmuc.  Icm  vero  etieitt 

vcloien  aicdinm  praduoi  £x.£y  aingncfy  lioet,  quippe  qui  ia* 
Tcnitor 

=  wimp{«0  +  «^H-rt"/3"  +  ctc.)=mmptajgj,  ' 

Conciunc  h.-tec  ita  quoque  cxprimi  polTunt.    Valoftc  medii  qOc- 

dratoruni  ^[^y)^  etc  refp.  ce<)ttales  funt  productis  ex 
|mm|»  in  quotientec  dtifcrcoticlittm^artiaUum  lecuadi  ordinio 

dda  dda et& 

,  valorqtto  mcdiuc  jproducli  Ulic,  n  £s.  ty,  aequalic  efi  jirodocto '  d  d  £2  ' 

ex  |mmp-in  qtiotlentem  ̂ iffcretttialem        ^  '  .  quaienus,  qui- 

dem       tam^uam  fuuctio  iodetcrmiactarom  £»  -9»  ̂   ct&  cpa» 

lideraiuiu  .      .  ♦      .    .       '  ' 

Defijg;nec  t  funclipnem  dataia  linearem  quaQtitdtnxii  x, a-etc 

puu  iit  ■•  '  ■•      •   *      '  '■'  " 
tzzfx-^  gy-\- hz  +  etc.  -\-k. 

Talor  tplittft  tt  c  vatoribnc  mcxi^  planfibilibos  ipfarnm  x,  y,  z  t  r  c. 

ifltotfteos-liidc.  ckit  isr/;sf+'5B+/,C-}.  etd  +A,  quim  pt;  A 
tMtftabimtts»   Qiri  it  lainqtfcMlk  Talor  TCrtis  i^fiasradoptatur,  er- 

'VOrcoBiminitnr;  qnf  erlt  •  ~  *  e'\  if»;*f.  *  ►  , 

•  ̂ fEx-^gEy-^hBx-^-tpt,'  '  <-  »v  •  t. 
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at;|ue  per  Ct  deno^abitur.  ManifeAo  valor  me^tts§  hnius  erroris 

fit  =;  o,  Iiue  error  a  parte  coniUnle  liber  erit.  Ac  valor  niediue 

^uadcati  {Ety*  ,  due  ralor  medius  aggregati 

[/{Exy-i- afgEx.Ey-\- a  fhEx.Ez-^  ttc.  i 

•i- QEyy-^aghEY  .Ex-^'  trc. 

-f- /i  A  {L,z     -f-  (  tc.  etc. 

per  ea,  quae  in  art.  praec.  expofuinius,  ae^ualie  fu  prodiifto  ex^ 

mtnp  in  aggreg^tnni 

+      [yyj  +  «'«•«•c^ 

live  prodncto  cx  mmp       veloirai  foiiciioina     —  /if » 

prodit  per  rubAttationee 

^-f,7l  =  g,^=zhetp.  '    ■  ' 

Denoleodo  i|;itnr  Iwoc  ▼ajcttwn  detenniiieeum  functipois  .£Zr-^ 

per  Wf  eiYor  medi^s  metneoduey  dum  deteriniaaUp^  tzzK  adho^ 

flcmof»  erit  ̂ mV^p»,  fioo  pondoa  huiaa  determlnaiioiiia  ^'"jT- 

Qoam  indefinite  liabeaiar  12— iirt2(«—y#)f  +  -  B)  19 

+  («-«-C)^+  etc,  patet,  u  qaoqtte  aequalem  .fjOTe.Talori  deler» 

mioato  exprej|ionif  {»^A)  f  +,( j  —  /^)  +  («— C)  /i  -f-  etc, 

Eoe  Talbri  determinato  ipfiiie  t'—'K,  qui  prodic,  il  indetermtna* 

ti»  X,  y,  setc  tribuontiir  ralofes^  ii,  ̂ ui  refpondeot  Taloribns 

iplarom      ij,  ̂   etc  bts  /,      A  etc. 

Deniqoe  obferaama»,  fi  i  Indefinite  in  foimam  fanctionia 

7pYarom  1!,  ̂   elo.  redl^tor,  iplius  partem.  conlUnlem  nameao» 

rio  fieri         ̂   Qnoi^         i&defiluto  fit  '  '  *  ' 

.  *=Pf +Gjr+H^4.eto.  +  K  '  \-  • 

«til,af=/r+gG  4-/1H+ etc.    -  , 

Fnnclio  £1  valorem  fnum  ahfolute  mmuftuni  Itf,  vt  fiipra  vi- 

dlmua,  nancifcitur,  facicndo  xsi/i^  eic,,  iiue  £=0 
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)f^o,  ̂ =^0  etc.     Si  vero  alicui  iHdrum  quaotitatuai  ▼alpr  oHms 

Um  ttibulus  eff,  e  2:.  xrr//-f-A,  varimtibus  reliquis  aflrequt 

'  |MKefi  valoreni  rel.uiue  miuijauinf  ̂ iu  manifeito  obunftiu»  ndiu^- 

ineolo  atquaiionupi  .      «  . 

■    -  6a  :  . '  .  . 

Fieffi  debet  iu^ue  if^o,  ̂ =0  etc,  adeoque,  qnoniam  x  =  ̂  

ri-Cttrt]S  +  [«i33)|  +  [cty]^+  etc,  ̂   =  -^^ . ^Simnl  Me^Uiir 

Vator  relatiue  minimue  ipliu»  Q,  autem  fiC  4*  ̂  

s  M  +       !•   Viee-verr»  binc  'colligimus,  li  ralor  ipfius  Cl  Vi^ 

[actj 
Itaitein  praefcriptum  M -\- fi  fi  non  fupcrare  debet,  valorem  Ipli  us 

S  necelTario  inter  linsites  A  —  v'[act]  et  /^v^^cta]  conter^- 

tum  elTe  debere.  TS  ;ari  ineicuir,  ̂ V[artl  aequalem  fieri  errori 

medio  in  valore  maxiine  plaufibili  ipfiiis  x  nietuendo,  fl  ftatuatur 

jj^-^m^ p  f  f-  n''r;uri1ts  (it  errori  medio  obreiuaiioniun  U- 

lium«  f^uibus  pondus  =:  i  tribuitur. 

Generalius  inueftigemus  Talorem  minimum  ipCut  £1,  qui 

prb  valore  dato  ip&ua  t  locum  habere  potell,  denotante  t  vt  m 

•'arl.  pfaec.  functiooem  linearera  fx  -\-  gy  +  hz^  eic.  -j-A,  et 
euioa  valo'  maxime  plaufibills  =  K:  valor  praercriptu&  ipliua  t 

denoietur  per  K  -{-  x.  E  tbeoria  maximorum  et  nuDlmorum 

]^t»  pvoblematia  Tolutlonem  peten4am  effe  ex  a^tiatioiiibiia 

dx  ""^daa 

da__g  dt dy  "~  dy 
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Jiae  ̂ —^f,  »;:=9^.  ̂ —^h  etc,  defi^nante  d  (nultiplicfftorem  ad- 

hiic  indcierminaium.  (^uare  li|  yt  in  art.  praec.,  itatuimus,  eHe 

indejinitt  .,  . 

•iiei|iicniio  ̂   In  eailem  fignilh»iioiie  vtifai  art  pncft  Et  quum 

£2  —  Jif »  Indefiaite,  fit  -funciio  boiuogenea  fecundt  ordinit  la* 

dcUnninattnim.  if,  ̂ etc,  fponte  patetf  «tna  Talorani  pro 

S^9ft  il^iBgf  l^sSh  etc  iiari  sQ^Ut  et  protn  valoimn  miai* 

■Mun,  qneAi^Xl  pro  i:sK^x  obiinero  poteft,  iieri  =iir  •f-  99»  ' 

=  iU  -f^         Vicc  Tcrfa,  ii     debet  valorem  allqueiu  praeTcriptum 

dS^  fff  fM  non  Aiperara,  valor  ipfioa  i  neceflario  intar  limitea 

K-^  t^V  a  etJC-}-/iV^  ta  cootentaa  eJTe  debet,  vbi  fi^  aequalta 

fit  errori  ibadid  «ifliMerminationa  maxime  planfibili  ipfiu»  t  me- 

tncado,  il  pro  ̂ «'accipitnr  error  mediua  6brcriia'tloiittm,  qutboa 

pondua  2»^  ittboitar.' 

:  - 

31. 

Quotiea  multhndo  qturntitatum  ae,  y,  x  ctc.  panllo  malor  eft, 

dcterminatio  numarica  valoinm  ,^,  Cctc  ex  acquatiooibua 

£:^o,  i|so,  ̂ =0  etc.  pcr  cltminationem  vulgatom  fatia  inoiefift 

eaadit.  Piropterca  iu  Thcoria  Motna  Corpomm' Coelellium' art. 

JSA  algorithmam,  peculiarem  'addigitaaimaa ,  atqne  in  Disquifi- 

iiontf  de  demtntis  eitiptitis"  Fuiladis  (Gomm.  reccnt.  Soc.  Cot> 

ling*  Vol.  L)  copiofe  expUcaaimas,  pcr  quem  labor  illc  ad  tao* 

tam  quantam  quidem  rea  fert  fimplicitatem  «ucbitnr.  RcducCDda 

fciticot  eft  fimctio  O,  fub  formam  talcm: 



4 

vbi  diuifores  ?(^,  fS',  C,  efc.  funt  oiiantitaies  dctetmlnatae} 

w®,  u,  u",  u'"  eic.  iiutem  ftmrtiorx-s  Imcarc^  «praruai  x,  y,  z  eic. 

^uarum  taaien  fccunda  u  Ubera  elt  ab      tetiia  u"  libera  ab  x  et 

^*.  quarta  Ubera  ab  jc,  y  <t  z,  at  fie  porro,  ita  vt  vltinui  tt^'"*^ 
lol<.m  vltiaiaiii  ittiafflnaiiiatiiniin  »\      %  etc  impHcet;  deniqus 

coeilicleiites,  p€r  quos  x,      z  «to.  refp.  muhipIicAtae  funt  in  ji^, 

ji',  u"  eto.,  «efp*  aequale»  funt  ipGs  'Zf^  ̂ \  €"  etc.    i^uibns  ita 

fafti^  Aaiuendum  «ft  u*'^©,  u  =0,  u"=o,  u"'±^o  etc,  vnde  vi- 

lores  incogniiarum  x,      z  eic.  inuerfo  ordlne  conimodimme  elt»  ' 
cientur.     Haud  opus  videtnr,   algorithmum  ipriim,  per  cpiodl 

JiMc  iKMi^fociuaiio  funftioDi»     ,  SkhiQlu^iut,  iiif  cUsmmi  rofaft«% 

j  ... 

Sed  mulio  adhuc  magis  proljxum  calrnhnn  requirit  e!imina- 

tio  inde/ioiLa,  cuius  adiuuiento  illatuui  JiieiiniiuuK  n  rn  pondera 

inuenire  oportet.    I*ondius  i^uidcm  dfierniiiiaiioc.is  iru  agnitae  vl- 

timae  (qu.Tf'  rola  vkimam  //^^^*^  ingrediiur)  }  f  r  ea,  quae  ia 
Theoria  JNltJlus  Corporiim  CotlLnium  dcnionririita  lunt,  f.irile  in» 

venitur  nequale  icruiino  vliidin  in  U\ip  diuiroruni  £'etc.| 

quapropter  plures  calculaiores ,  ̂   t  tliininaiionem  ill.iui  nioleftara 

eultarcnt,  deficientibus  aliis  fubiidns ,  itn  fibi  confuluerunt ,  vt 

aigoiiiliUiuui  de  quo  diximus  pluries,  luuuto  quauiitatutn  x, 

y,  X  etx:.,  ordine,  repeterent,  liugulis  deinccps  vltiroum  locum 

occupantibus.  Gratum  itaque  geonieirls  fore  fpetainus,  fi  mo- 

dum  ntiuuai  puudera  deteiuunaiiuiiuiii  rnlrnlnndi,  e  pt^nitiori 

srgunienti  perfcruiatione  hauTtum  hic  «xpoaauiua,  ̂ ui  nihil  am* 

j^AU3  dciLd^randuiu  relin^uera  videlurt 

3s* 
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StatuaniMs  itaque  efTe  (I) 

u°  =        +  ©°  y -f    °  t ctc.  + 

tt'  =  S&'y+  C'z+  etc.  +  i' 

eic. 

.  Hinc  erlt  indefinite 

^_uQduO     y  du'  u"d
u" 

"  2(o     «■         +  h  rtc. 

si»*  .^- dy  +      d»  +  cic.) 

+  i»'(^y +^cl»+  el©.^  +  tt"(di  +  etc.)  +  «tc 
Tnde  coliiginm*  (II) 

g  =  u°  '      '    •  '  '  ■ 

etc. 

Supponamus,  hinc  deriu«ri  fonuulas  feguentee  (III) 
uo  =  £ 

u'=^'£4-n        *     .     ;  ■ 
u"=^"^+flr,+|  ' 
etc. 

lam  e  differentiali  cotnpleto  aeqnationis 

i2  =  a(^-^)  +  »lCy.— 8)  +  iC»-C}+etc.  +M 

lobtracte  aequatlone 

^da=4d«  +  8(dy-^^dz+.etc^ 

f4ii  =  (»--4).d54^.(y-fi)dj|+  (X— C)d^-^  etc r 



CASOL.  FRIOERIC.  6AUSS 

^uae  exprelGo  idenuca  eile  debet  cuiu  hac  ex  IH  demananfcftj: 

Hinc  colligimua  (IV  )  • 

y  =  g>  +  B".     +  «ic,  +  JH 

«  =  -g;,  +  «tC.  +  C  - 
-  ctc  • 

5ubftituendo  in  liU  «prcfiionibiic  pA»  it%  m"  ctc.  iralorcc  e»- 

wum  cx  III  dcprontoc,  cUminacio  indcfinitc  cbrolutc  cric.  £t 

quidcm  cd  pondcr*  dctcmiincndc  bcbcbimut  (VO' 

=  ̂   + -^T- +  -^- + -^4r- +  tea 

ctc 

^pMrum  fbrmttlarum' fimpUcilcc  nihil  dertderanduin  rellnquit.  Ce* 

tcrum  elicm'  pro- ooefficicntiboi  reliquic  [a^],  [ayj.  [i3y]etc 
formalcc  ceqoc  fimpliccc  prodcunt,  quac  umcn,  ̂ uani  iUorum 

TfuB  fit  rcrior,  liic  cpponcrc  rupcrCqdemuc* 

'     "  33- 

Propter  rei  grauitnieni,  ei  vi  omnia  ad  calculum  paraia  imt, 

etinni  furniul.is  cxplicita^  ad  determinatioiieni  rorfncientiuni  A', 

A" t  A'"  etc.  fi",  /J^'  etc.  etc.  hic  adfcrihcrc  viruni  elt  Dttpiici 

mo*Io  hic  calculus  adornari  potelt,  quuni  aequjt lua.s  idrnttae 

lirofUte  dfbeant,  tum  U  valores  i]  i.iruni  u°,  u',  u"  « tc.  ex  III 

deprooiti  ia  II  rubitituuotur,    tuiu.  e|;*  lubitiiuuone  falotuui 

Digitized 
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ipfariim  ^  etc.  ex  11  in  III.    Prior  modus  haec  formuUrom 

fyltomata  fubminiitrat : 

etc  Tn4o  inueniuatur  ̂ i',       A"  etc  ' 

^,  +  D'
'  =  o 

fltCt  Ta^  iniMDiantttr  ti\  £^",«tc. 

«Cc  ▼iide  iniMDiunuir     «tc   Bt  fic  porro. 

Alier  modns  hat  formulas  fuggerit: 

vnclo  babetur  /l'. 

Tndf  inueniuntur  ii" 
 et  A', 

«a'  B "  +  c  c"  -t-  ib'  =  O 

Tnde  inueniuntur  C".  B"',  A" .    Et  fic  powo. 

Viercjue  modus  aequt  fere  commodtis  eft,  fi  pondert  .d«teri|iiiia« 

tionum  cunctaruui  x,      ̂   etc.  deridanAtttr;  quoties  vtfo  e  quan* 

uuubu»  ,63 ].  [yv]«tc-  r«!  allm  requiri- 

tur,  inaniieiio  fyUema  prius  longe  praeferendtim 
 erit. 

F  • 



^  CAROL.   FRtDERIC.  GAUSS         r  • 

CMeram  combinatio  a«guationum  I  cum  lV  ad  «a(il«B  £or- 

mulaa  perducit,  infuparque  calculum  duplicam  a4  «maiidoa  valo 

ifS  maxime  plaufibiles  A,  B»  C  etc  ipfoa  fuppe«iiUt|  piita  jpnmo 

"Jo     ̂   '(j*'  "~      S^-'^  *^ 

etc. 

Calculua  alter  identicua  eft  cum  Tulgari,<  Tbi  Hatoitar  u*  s  o,* 

WsQ,  u^so  etc^ 

34-  '
  * 

Ouae  in  art.  39.  expofiiimus,  rmit  lantunimodo  cafii»  rpo- 

^ciales  iheoreaiaiis  generaliotis,  i|UGd  iia  ie  habet; 

Theobem  a.  Defigna  t  fuiuHoMtn  tinearan  wd^ennuu^mtttn 

X,  y,  z  etc,  hane 

t  zz  fx      gy     hz  -j-  eic.  -f  ' 

quae  transinutata  in  fuuctionetn  indetertninatqrmH  u%  afiC.  Juit 

e=  Ao      4-  k'u'  +  k"u  -f  etc.  -f  A' 

Qttibiis  ita  fe  habentii>iis  erit  K  vaior  maxime  plaulTbilia  ipHua 

at^ue  poudus  bviua  deierwioationia 

^  L_  

"  2(°A^A'>  4-  «S'A'A'  +  €  rA"  +  cic,' 

Dem.  Pars  prior  theorematis  inde  potct,  quod  valor  mavi- 

mc  plaufibilis  ipfins  t  valoribus  w°r:o,  u'  =  o,  u^^oetc.  nfpon- 

dere  debet.  Ad  poiteriorem  demonJtrandara  obreruamw^-  ̂ 'uo* 
niam  | d  17  =  £d  x -j- »jd y  +  ̂ ds+  etc,  atque  dr  =/dac  +  j 
+  /jdz  -f  etc,  ellV,  pro  f  =      jjrrg,  l||dcp«ndetltcr  4 
valoiibus  difTerentialium  doc,  dy,  da  etCi 

dii=:ad*  '       -  .  ' 
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Hinc  Vcro  fe^ttitur,  pro  itsd<em  vaiuubus  ̂ =:/,  '^^S'*  ̂ ^^^  '^^'* 

fieri  -:        '  •      r       ♦ .     .  \  ' 

lam  facile  perijjicitur ,  ii  Sx,  Hy,  dt  etc.  lint  ah  inuicem  inde> 

pendcntcs,  etiam  du*',  du,  dj/' elc. ,  ab  iouicrm  indepcodenieA 
efiei  vnde  coHigimns,  pro  >j— ^zriietc.  efle 

=  •^i °  A\  u-      // ,  u"  -  r'  A"  rtc  ' 

Qitftinobrem  vAlor  ipiius  i2,  iisdoni  valoribiis  rerpondeiil  erit 

=  ?(^A^A^  -i-  i^'k'A'  ̂   e:  'A"A"  -f  etc.  ivr. 

vnde  per  art.        iheorcmatis  nollri  veritas  protuius  denianat. 

Celerum  (1  transrormationem  functioois  t  immediate,  i.'e* 

a1>tque  cognitione  fublUtuUoiituii  IV.  «rU  st,  ]pcrficar«  cupimua» 

praeAo  fum  formulee:        '  '  '■ 

^=SB^Ao  4-  i»'A'  •■  •  '      .  '■ 

.    A  =  €^A°4-rA'-h  €  'A"
  '.  ' 

fte.t  Tnae  coeiriciente»  A^»  k\  k"  clo»  deioficpt  aetcraiioab0ntiir« 

tandemqoe  babfbitur  .   '  ' 

IC  =  —  4«»  Ao  -  4'  A  —  r  A''  -  «tc. 

35. 

Ti^cUiioiie  pecaliari  aignttaa.  eft  probltara  .rflqHflBe;  tum 

propter  ▼tiUtftiem  pmaicam»  tnm  jftrDfiter .  foliilio«is  ooneiMiir 
tetem. 

Jnumire  mntationes  valorum  vtaxhne  plnnfilUlum  inco^rnia- 

rutn  ab  uci  ejjione  attjuationis  nouae  productus ,  nrc  uc>n  poridera 

Wuarwn  detertnmatiouum.  , 

Retaoebhnus  deGgnaiionet  in  prtfecedeniibus  «Aiiktas,  ite 

Tt  neqnatioiiee  priinitittAe»  «4  pondus  =  t  redncitet  fint  fiae 



4^  '        GAgOL.  FRIDKRIC.  GAUSS  r 

w  =  o,  v'=:o,  •"rroetc. ;  aggregatum  indcfiniiiim  u  t>  4-  r' v 

-^-v^v"  eic.  =  li;  porro  vt  jj,  ̂   elc,  iiut  ̂ uouenie*  difie- 
reaiiales  partialrs 

9  dx     a  ay      8  dz 

denique  vt  ex  etiiBmttmn«  indefinita  fequatur 

Itm  .fupftOQamtts,  arctdere  aequatlonem  nouani  r*— o  (proxiuie 

Vtram,  et  caius  pondut  =  »),  et  ioquiramus,  quanihs  mufationes 

Iiine  QMturi  fiut  tum  valores  incognitarum  niaxime  plauiibiic» 

B,  C  etc,  tum  eoeffidentes  [ctrtj.  [a^j  etc. 

.  8tatuamu«  iT.  + 

fopponnniusque,  hinc  per  eliminationem  fcqui 

Denigue  lit 
 * 

V*  zr.fx  +  gy  +  h%  ■]-  eic.  +  A 

prodeat  inde,  fubflitutis  pro  x,  y,  z  etc.  Talotibut  CX  (I), 

fiatualurque  -^-       -|-  etQ.  =  a». 

MtnifeAo  K  etit  Ttldr  iatximt  pltuliUlis  functioiiis  o*.  qnt* 

teiim  ex  tt<|uttionibot  primitiuit  ftquitur»  fine  refpectu  «aroris  o 

,u.n.  „bf««.uo  .«.irori,  p«.b«it.  «^.  -i-  fo^„  m» 

termiiiaiionis. •  »-  , 

lam  habemus 

=^  £  +        ai*  =  n  +  5 v%  ;*=i  +  Aor  etc. 
.ideoque  •  ,  ' 
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47 
-      F5*+G^*-f//^*  +  ctc.  ■\-K  =  v*(i  +  Ff+Ggi-  Uh-^  eic) 

fiue.      =  ■  ■ '  ■  — ; —  ■ 

Feriiidtt  fic 

+  5[«5]4-A[tfy]H-«ic) 

=  -rf  +  r«rt]r+[«3Jir*+  [«y]^*+  etc  -F>' 

=  -<+[««  J    + U  3  j  ?i*  +  r«yJi*  +  i^i* 

.  +0,*+/i;*+>c+Ji:) 

Hine  itaqmi  coUigimus  , 

FK 
w^*  =   : — ,  qiii  «rit  valor  maxitne  plaulibilis  ipuus 

V+w  *  *  . 

sex  omR^ttf  obfcroationibu»; 

«deoque  pondoi  iftiui  delerminatioaie  ^ 

"  ~  F?r 

^rorfos'  eodem  modo  inueBitur  valor  mexime  pUufibilii  ipfins  jr» 
otiimfria  obreruatiomboe  fuperibucttta 

_  CiC 

i+« 

niqtte  pondus  huius  detwmiAatioiiis 

ei  fi«  porro.  .  (>.  1» 

lioMC  hoie  lolttitoni  quasdam  aanotationes  adiiosrOi 

1.  Siibju; uLi}>  his  nouis  valoilLn.s  A* ,         C*  etc. ,  fuociio 

o*  obiiiiet  vaiorcm  maximv  plauriSjiilem 



laMiiite  £i 

poodttt  iftiiiii  dvtenniDaiioab  per  princi|pia  «it.  19.  «niitur 

;   .       —  F/-f      +  etc.  « 

Sadear.tBimediau  'refaltant  ex  epplicatioiie  regiiTae  lo  fine  aft.8r. 

tmdilaot  fdttcct  «omplexCis  aequaiioaum' pnmitiiiaruiii  ̂ aeboerat 

deterininationCm  v*  ̂   K  cuin  uuijdere  r: —   dein  obferuatio  no* 

va  4ledii  «leteimiiiatioDem  aliam,  ab  ilk  independeatem,  0*= o»  «om 

pondere  si,.qiiibiia  combtiMtas  prodlc  detenninauo  v*  ̂  

cnm  pondfre         i-  t* 

II.  Hinc  porro  fequiiur,  qinmi  pro  x  =  <rf*,  yrrB*.  xrrC*  ctc. 

clTe  debeat  ̂ *=:io,  j|*=o,  ̂ *-^  0  ctc,  pro  iisdem  vatoribua  ficii 

Tiec  non,  quont.im  indeimile  i2  =^  (x  —       +  B) 

(t— C)  H-  etc.  4-  M,  '  ■  •  . 

d^nii^ue,  quurixam  inderinite  +  0*0*9 

Iir.  Comparanao  h  ec  cuni  iis  quae  in  art.  30.  ddcoimilt, 
amumdueciimus,  fuocuonem      liic  valorem  mirifnitm  obdaeKO^ 

'qnempiOTaloToaetermiiiatofoDctio&it  0»=-^-.  nccifere  potelt. 

uiyuiz.CQ  by  GoOgle 
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•     •  •  i     '  36.  . 
Froblematis  alius,  prftte0d«llti  tlRnh,  puta 

Inueftigare  mutatUmti  vdhrum  nuaamt  filau/ibithim  uwog/tii 

tarum,  a  mutalto  poniere  vnius  tx  ohfentotion&us  prhmtita»  oriuU' 

ifiu,  uee  non  pondera  nduarum  detentdnatioman 

foltttioiieai  c«ntam«odo  liio  adfcribemn» ,  demonnratlonera, 

^ao  ad  iiiAar  art.  praec  facile  «bfoluitar,  breiiitetie  caufla  fop> 

prinieatee. 

Supponamus,  peracto  demom  calonlo  ei^mecluerti ,  alicui 

obferuationum  ponduc  fen  tttmie  peroHm,  feu  iiimit  magaum 

ulbutum  eHe,  e.  g.  obfaruadoni  pfimae,  quae  dedit  ̂ 5=4,  loco 

ponderi»  p  hi  ctlcttlo  Adbibiti  reettue  tribui  pondue  s  p*,  Timo 

baad  opttt'erii  calcnlum  iulegrum  rcpecere,  fed  oommodiue  cor- 

icctiones  per  formulae  fequentee  compntare  licebit^ 

Valores  incogniiarum  maxinic  plaufibifcs  correcti  eruni  his +  ?')^^  

—  ̂ Tf Tp*^;0  ( rt fc  +  ̂/3  -}-  c y  4-  eic; ) 

 (P*-P)^\   
* 

-j    (p*— p)yX  

etc.  pondcraque  harum  dcterminaiionum  iauenienturr  diutdendo 

Tiutatem  refp.  per  ■ 

^**^'";)  +  (P*  —  P)  (««  +     +  «yT«S5 (p*-p^j3/3  

£33]  —      (^;# _         + 1,3  +  cy +«ic.) 

 (p*--p)yy  

IVVi  -p^-(p*_p)Cart+*3  +  cy  +  elc.)  , 
Baec  folutio  Hmul  compleaitHr  cafiim,  vbi  peracto  calciilo  pet^ 

«ipitttrt  fnam  «x  otiferuatiAiboe  omnino  rettei  debat/r«,.  quum 

hoc  tdem  iit  a«  fi  f*«a3  p»;=oj  «t  perinde  yalor  p#ss  «□  vcfer- 
G 



^  «CAROL.   FRIDERIC  dAlLSJ         •  ,     _ - -  \  -  • 

tnr  ftd  cabmi  cuin,.  vbi  •equatk^  f^rs  L,  quae  calcalo  tmm- 

qaam  approximMA  •tr^cUte  cnit,  ̂ «Mcra  ptaafl,(|pi;ci  j^jAfoluUi 

gaudct.  ,      ■■      ̂     ,  ,  ;  ,  1    ,  ,  . .   u,^..  : , 

Cclcnim  quoliei' ▼al -taqttaUonibuf  p  qoibua  calciduc  ̂ fup^* 

Aructus  crat,  jdures  nouae  acccdunt*  ▼«!  pUuibus  cz  illia  poa- 

dcra  crronea  tributa  eiTe  percipitur,  ooQ>putiia  corkecdonu,m 

ntis  comptScatus  cuaderet;  quocarca  ia  «aii  caf«>  calcfilain^  ab  ij 

tcgro  rcficerc  praeAabit. 

37. 

In  art.  15,  16.  metli ori Lirn  es.plicauinnis,  obfcruatiuiiuja  pr.i0« 

cinoneni  pruxuutj  ticu  rniiiKindi  *)  Scd  haer,  tnetiuxius  lupponic^ 

errores,  qui  reucta  01  Luri euiit ,  iaUiv  an:I(oa  «xacle  cogiiitos 

cfTe,  quae  condiiio  ,  fliicle  loquendo  ,  rjuliinie,  ne  dicam  num- 

quani ,  iocum  ii<ib>ebit.  Quodii  quidem  quantitateg,  quaium  \  a- 

lores  approximaii  per  obieruaiiones  innoiueruni,  kxnuiJum  le- 

geni  cognitam,  ab  vna  pluribusue  quaniltatibus  incognitis  pcn- 

dent,  harum  valores  maxime  plaufibiUs  pcr  mtihodi.tn  quadra- 

torum  minimorum  eruere  licebit ,  ac  dein  valores  quaatitatum,, 

fjuac  obreruatiQnum  obiecta  fuetant,  illiuc  cuuiput.iti  perpatutn 

a  valoribus  veris  difcreparc  cenfebuntur,  ita  vt  ipforum  difTeren* 

tias  a  valotibus  obferuatis  eo  maiori  iure  tamciuant  obferualio* 

num  errores  veros  adoptare  liceat,  quo  oiaior  iuf  xit  harutn  nml. 

titudo.  Hanc  praxin  fequuti  funt  omnes  calculatores,  quL  obfer* 

vationum  piaecinffnem  in  cadbus  concretis  a  poiieriori  neriimare 

fufceperunt:  fed  nianiferio  illa  theoretice  erronca  elt,  et  quam- 

quam  in  canbus  multis  ad  vfus  practicos  fuillcere  poilit,  tamen 

*)  DiSqttifitioi  de  eodcm'  ai^meiiiDt  qnSn  in  coinmentationc  anteiiorl 
i^ZeUjchrijt  fur  ̂ firmiouiit  und  vtrwonJte  inQtitfcht^im  V^X^ 

p.  iS,-.)  tradulcranma ,   eidem    hyiiothffi  circa  ittdiWcni  fiinctionic 
probaljilitoten)  <Trorum  exprimeiitis  inn-v»  eTaf,  cni  In  Tln>orra  mo- 

tu«  cnrpurfim  i^nr>!{  [!  Minr  (ueiliodnm  ^aadratoruin  niaiiiiontjs  fuper- 
flruxeramus  ^vid.  aii.  y,  IIJ.^ 
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THEORIA  COMBIN»  OBSKRV.  £RR0R1BUS  IIINIM.  OBNOXJAE, 

iQ  aKit  «norailtor  fieeent  poutu  '  Summqpexc  iu^ue  hoc  argu< 

P  m  t 
f  •  * 

R«tioelMmttt  Sn  liae  difquiCUiiiM  d«fignttioB«9  Inde  «b 

aflt.19.  aJhit>it«8«  .  Prasis  <»  de  quii  dlxfamis,  quaniiiatrs  //,  B, 

C  etc.  tamqaam  valorea  veroa  ipiarum'  confiderai,  ct  pro* 

in  IpTi)*.  \,  V,  A.''  atc  tamquam  .valoret  veroa  functtonum 

v^,  «"ete.  ,  Si  omaea  ottferuationea  aequali .  praedJione  gendent, 

ipfarumque  pondua  ps.p^^p*'  ete»  pro  Tnitate  aeeeptum  elt,  eae- 
dem  quaniitatea*.  ngnia  mntatiflf  In  llle  ruppofittone  obferttatio- 

nom  erroiiea  exhibent,  vnde  praeeepta  art.  15,  praebent  obrerua* 

tionum  errorem  mediom  m 

•    Xa  +  a' 4- ete.  '   .  =V^^ ir  * 

Si  obferuationuni  praerifio  non  elt  eadem,'qaantitat«e  —  X*  —  X\ 

—  X"  etc   exliibrrpnt  obCfruatioDom  errofes  per  radices  qu.idra' 

taa  e  pondetibus  muliiplicatoi ,  praeceptaqoe  art.16.  ad  candem 

M       ̂   - 
 ' 

formalam  V  —  perducerent,  iam  errorcm  medittm  telinm  obfer» 

vationum,  4uibu8  poridus  —  i  tribultnr,  clLiioMntcni.  Sed  ma« 

nifetlo  calculu»  rxartus  irquirt>ret,  vt  Joco  q»i  .ntlt.Uitui  X,  X\ 

X'  «-lc.  va'orvS  fttriciiorunn  v,  v,  v"  eic.  e  valoribus  veris  ipfa- 
ruuj  X  Y,  s  eic.  i  rodtnintf  9  aflhibi  rentur ,  i.  e.  loco  iplit  s  T7,  va- 

lor  fuacLionis  \2  valoi  ilms  v^ris  ipliiruui  x,  v  2  etr.  i  ( :  poiulei.s. 

Q«ii  quam(]".iin  .('i.gnari  luqueat.  lamen  Ci^iti  luniu.s,  m.ni  i  Ila 

fnaionau  i.uain  M  (quippe  qui  *A\  niiniiuus  j  nllil  ilis  ),  excipit-ntlo 

cafum  inriijite  paruni  prob.  l.il' in.  vbi  iju <j^i  itarum  viilores 

n'..ix'in»'  pl.ii  liii-tles  rx.Tcle  ctini  v.ris  (iuaf^rnnt.  In  ̂ inn,'  iiinjuo 

airitinate  [olJumus,  pia:iin  vii!<'  !r<iM  erjorem  medtuiii  iuiio  lui- 

narrtn  pro4ucfre,  fiue  <•'.)  - lui lofiiljus  prat-.-tfionfni  niinis  nia- 

gnam  tribucie.    Vide.uuui  lam ,  t^uui  doceat  iheoria  riiorol^, 

Q  o 
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1-* 

'  '      -  38-    -  •  . 
Anle  omnla  intienigare  oportetf  qaonam  modo  M  ab  obfer- 

vaiionitm  erroribus  veris  pendeat.  Denotemus  ho«,  vt  in  arLsg, 

pcr  e,  e\  e"  etc. ,  ftatuamusque  ad  mnlorem  fimplicitaiem 
<vp=:e,  evp=ff,e  \  p  =c  etc,  ncc  non 

m^p—vi  \^  p  —vi"    p"  ctc.  =  fi 

Borro  rini  valores  veri  ipfaruni  x,       x  etc.  rcfp.  A  —  x°,  B  —  y*, 

C  —  x°  ctc. ,  quihus  rerpondeant  valores  ipfarum       r,,  i  eic.  hi 

—  ̂ ®,  — r'^ ,  — etc.     Manifeito  iisdem  rcipiiud- i)unt  valores 

ipfarum  v,  i  ,  v"  etc.  bi  — e,  —  e\  — g*  «tc.  ita  vt  habeatur 

^°  z:z  as  T  o  e  -f-o  e  +  etc.  ,    •  *  '  ' 

tl°  =  fcf  -f-       -|-  b"  e"     etc.  '     •  •  - 

=  ce  +4:' 6  +  c"e'     <ic  ' 

eta  neo  non •      .  ,^  .  - 

=r  y« -H       +  y"fi"  +  etc. 

Deoi^ue  itAtiiemot 

ita  vt  fit*  jCZ*'  aeqnalis  vaton  funcltoius  £1  Talotlbat  vctU  ipfa* 
ttiin  ae;      «       refpondleniL     Hine  quam  habeatur  lAdefinite 

ri  =  M+,(x— rf)£+(y-B)if+(«-.C)^+  etc.  ei&  etMm 

Msra* — —  x«>  ̂   —  etc 

irmc  maniffrtiim  eft,  M,  euolutlone  facta  tlTo  functionem  ho- 

geaeam  fecundi  ordinis  eMOJUui  c,  e,  e"etc.,  cjuar,  pro  dmerlii 
errorum  valoribus  ir.aior  minc;rne  euadrre  poieril.  Sed  quate- 

nus  errorum  magnltudo  nobis  incu|zui!.a  manet,  funciionem  h.mc 

indi.'!:niLc  confidcrare,  impiiuiis  juc  fecundum  priui  i])ia  calculi 

prol»abilitati8  eius  valorcm  mcJium  airignare  comieuiet.  Quem 

inumiemus,  T»  Jo<  o  quaf^raUnuin  ce,  e' t\  e" c"  etc.  refp.  fcri-  < 

bimus  mm,  ui  vi ,  m" m"  eic,  pxoducia  vcso  ce,  ee",  e  e"  etc 
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omDino  omicdiiiiu,  vel  quod  id«m  cA,  11  loeo  cniiMms  quidrali 

me»  dti  a^e^  HB»  fBriVimns  /i/i,  produccif  «r,  «is^  §*t**  etc.  pror. 
fttt  Dcglcctis.  tioc  modo  e  termino  CL?  manifefio  proaenit  Tr^t/x ; 

teiminas  — producet  .    .  .  ■ 

—  («<»  +  oV .+ s^a"  4- «16* )  ̂ /u  =  — /u/i 

et  £militer  Itngttlse  partes  reliqnse  praobebunl  ̂   fift,  its  vt  v*- 

'lor  medius  tolelis  fiet  cienotente  ir  muttituilinem 
obfei^tionum,  f  muliiludinem  ineognitaruni.  Valor  verns  quidem 

ipfius  M,  prouc  fors  errores  .obtolit,  maior  minorne  medib  fieri 

poteft^  fed  difcrepaolia  co  minoris  momenti'  erlt,  quO  inaior 
fueric  oKematioDum  mulcitucloi  iia  vc  pro  valore  approximato 

ipfias  fi  acdpere  licoat 

^    M  
' 

TT —  f 

.Valori  itaqne^  ipfius  fi,  tx  praxi'  erronea,  d«  qua  in  art  praes. 
loquuti  rtinius,  prodiens»  angeri  debei  in  ratione  quantiiatis 

V(ir— f)  ad 

~Quo  darius  eluceat,  quanlo  iure  valorem  foriuimni  ipfius 

'JU  medio  aeqniparare  UceaC,  adbuc  inueltigare  opoitet  enorem 

nsediom  metuendum,  dum  liataimns  =r  m  m.     Ifte  error 

medlos  «equalis  eft  radici  qnadratae  e  valoie  medio  quatiittsiis 

V  «^g-  ) 

^nam  ica  exbibebimus 

—  X»  g*»     yo  jyo  ̂   xo      ̂   eic..\« 

-         iC^°  -     fi'*  -  y «  -  etc  ̂   (*- 0 

«k  quom  manifefio  valor  medios  termini  feeuodi  fiac  =0,  res  in 

co  vertiinrf  ̂ vt  indagemus  valorem  medium  funciionis 
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*  "«f  =  (a**  ♦  x°  1°  —  y**  aj"  —  i°  ̂ V— «tc)*  . 

ExprelHo  eiioluta  nianifefto  e(t  functio  homogeoet 

fiue  errorum  etc»  Hue  quaniitatum  £,  f',     etc»  eiiii« 
que  valor  xnedius  inuenietur, 

lO  pro  biipadratis  «-^,  /'^,  e"*  etc   fttbfiittitaator  eorom 
valores  medii  ^ 

■  pro  Hogulis  productis  e  bioi»  quadratis  vt  e  e  e  e\ 

eei*  e*^  e' e' e'  e"  tic,  producta  cx  ipforum  ToloribiM  mediii^ 

puu  mmm'm'f  mmm^m",  m  m  m  vi  tUi, 

,  partes  vero  reli^oae,  quee  implieabunt  rel  factorem 

talem  «3  f\  vel  talem  eee'e",  dmoiiio  omittuntnr.  iTatoTes 

medios  biquadratonim  «^,  e'^,  e"^  atOL  Spfit  'biqaadratis  m*p 

m'*,  m"*  cte.  proportionalea  fopponemiia  (tU.  art.  a6),  ita 
.  Tt  illi  Hnt  ad  haec  Tt  9*  ad  adebqu^  9*  denofet  Talorcm 

uedium  biqoadratorum  obferuat^onum  talium  quartim  pondui 

=  1.  Hinc  praecepta  praecedenda  ita  qooque  exprirot  poterunt: 

Loco  fingulorum  biqoadratorum  e^,  f'-^,  etc  fcribendum  erit 

p*  t  loco  ringulorom  productorum  «  binia  ̂ nadratis  vt  egt  it 

££s"e't  e  e'e"e"  etc,  .fcribendum  erit  ju^,  omneaque  reliqui  ter- 

xnini,  qui  implioabunt  fiuctorei' talea  Yt  Td  «ee  e',.  tel 
^«'•''e'"  erunt  lopprimeodi. 

Hid  probe  fotellectie  lacile  pateMt 

I.  Valorem  medium  ̂ uadrati  efle  jrf* +  (*?>'— 71-)^* 

II.  Valor  inediua  producli  fit  =:a£ty*  +  C«« 

+        +  «^.)  M*»        qoooiam  4ia  +  «  «  +  «"W  +  eto.  z=  i. 

St  qnnm  perinde  yalor  nKdiut  prffdmcti  «  «  x^.j» 
9 
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( ,j4  — .  ̂ 4  ) ,    valor  niedius  prodiicti   e"f"x°  £^  autem 

=  a'a"(»''*^ — A*"*)  +       et  lic  porro,  patet,  valorem  m^^dium  jjj^o» 

=  y*  — j»*  +  *fi*  ^  • 

£aiiaeiii  Y«!orem  meidiuni  habebunt  prtfductii~^^o^<>,  ^^s^^ 

«tc  Qaftpropter  valoif  mediik*  prdducti  (ap*f*  «3-  !»• 

+  «<»^  +  etc)  fit 

in.  Nc  euolutiones  reliquae  nimis  prolixac  euadant,  idonca 

denotatio  inttodticenda  erit.  Vtemur  ifnijue  r liaracteriltira  S  fenfii 

aTifMinntiirn  latiori  quam  fupra  •p.iinm  fariiini  elt ,  ita  vt  flf^notet 
a£»art'''.itiii«  icrniini,  cni  praefixa  eft,  cum  oninibus  riiiii  ibns  fed 

non  iJeniicis  inde  per  onmes  obferuationuni  permntaliones  oriuu* 

dis  Hoc  pacto  e,  g,  habtimis  x°  =  Il^  rf  e,  x'^  —  d  a  s  e 

-f- a  ̂   tt  £t  €  t .  Colligendo  ii.Ti^ne  valorem  niedium  ]  rodui  ti 

^Oj-o^o^o  pgj-  pariedy  habemua  puuio  valurem  mcdium  producli 

.   —  nnctctv*  -r  u  x  (  a  a  -}-  u"  a"  -f  elc) 

Perinde  valor  mcdius  pTodncli  a  a  a  i      ̂ '^  ̂ii- =  n  a' a  ot  (v*  —  fjt^) 

a  ct  /Ji*Xaa  9t  ilc  porro,  adeo^ue  valor  mediu$  producti 

Forro  ralor  lyiedia»  prciducii  auMtS^i*  fit  s:  tcea  aaf/i^,  va*. 

lor  wediua ^roducti  eta" se' ^  pcfinde  tue^ aa*' /i*  etc» 

Tsdefacile  concluditui:,.  valorem  madiuio .  producii  £^£*!Saa  eV 
fieri 

=safi*S«<»«V=/»«  i{^aity'~''Stiaittt)=fi*U  —  'Satratt) 

fji»  coUactts  hebemus  ««lorem  medium  jirodaeti  x^x^ 

H  . 
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.    IV   Haud  abiimUi.  TOo4m.  inHciMu4MC  Vfl^j,^ -mcdiu»  prpf9)ic|« 

9eyC£°n''  ^     ,.-.!.• -.-  ' 

Sed  habetur  ^ 

▼nde  vaIoc  ille  mediui  lit,  propur  £ace==i,  Sa^=:€^ 

V.  Quura  prorius    eodfm  modo  ̂ alor  medius  pcoducti 

et  fic  porro,  additio  valorem  mediom  prodnotiai^^^x^^<^^^^* 

+  »®^4-etC')  fuppcditat 

=  (    —  3 /u*  )  S  ( cc  (  o  «  + /^3  +  f  7  +  ela.)')  +  (p -f  i)^* 

s=(f*  — 3fi*)S(«tf(«<*+*0+*r+eic))  +  (^+a)^« 

VI.  Prorfus  eodera  raodo  valor  medius  producti  y^^^Cx®^® 

+  *°  ̂   +  elc.  )  cruitur  > 

=  (»'*~5fc^)2:(fc3(«a  +  ip4-«7+  etc)>+(p+a);x* 

dein  valor  medius  producti  2°  «f^^^x**  ̂ ** ^  zo      .^.  gt^^j 

=  (r-»  —  3  A*'»  )  S  (f  7  (  a  rr  -I-  I.  3  +  f  7  +  «tc.)  )  4-  (  f  -j-  =) 
et  (ic  porro.     Hiuc  per  additionem  |>rod>i  valor  medius  quadrati 

+      »1°  +  z«>     +  etc. )« 

=  (l^*  -         S  (Cfl a  +  ̂3  +  c  y  +  etc  )a)  4.  (^^  + 

VIL  Omnibut  tandem  rite  colteetie  eraitar 

.  iV  =  (ir~8f  )r*  +  (7f7f  —  Tf  — «TTp  +  4f  4- ^^)^« 

0'*  — 3/**>  2((aa+6pi-cy-t-etc.;«} '    <  .  .  ' 
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Bffor  iuqiM  iMiUiM  Ul  ̂ efaulMtioiM  ^pliiis  |ij«-fcr  foc- 
aniUm 

Jf
  " 

motneiiclii*  «rft 

40. 

Qiumdtw  S((a(t4-^3  +     +  ̂ )')>  9«««  ia  expTcflio-  . 

nem  modo  inaenUm*  ingreditur,  generaliter  qaideni  ad  formaai 

fimpliciorem  reduci  Boquit:  niliiloniinus  elao  limites  e0ignari 

poITunt,  ioter  quos  ipfius  ralor  necefTario  iacere  debct.  PrknO 

foijUcet  e  rclationibus  fopra  euolotts  facile  demoofimtur  eile 

,     («<l  +  3  +  c  y  +  etc)«  +  (a«'  +  (0'  +  ey'  +  «tc)«  +  («tf""" 

H-^d^  +  ̂V^  +  ete,)*     etc  =:oa+  fr^ cy -|-  etc 

Tndo  concludiinas,  aa  "1-  53  +      +  ctc  efle  quaotitatem  po- 

Aliaam  vnitate  minorcm  (faltem  non  matorem).    Idem  valet  de 

qttamitate  oa  +       +       +        quippe  cui  aggregatum 

(«'«  +  *'0  +  c'y  +  etc.)*  +  («V  +  6'i3'  +  ey  +  ete.  J« 

+         +  A'  3"  +  /y"  etc.)«  +  etc 

aeqnale*  innenitui-s  ec  perin^e  «"a*  +  V  -f-  c  "y"  -f-  etc.  vni- 
tatominor  erit,  et  lic  porro.  .  Hinc  Xi(aa  +  ̂3  +  cy  +  etc )» ) 

necieffario  eft  mieor  quam  ̂ r*  ̂ '«ciimlo  faabetur  £  C«  a  +  6  3 

+  cy4-etc)  =g,  quoniam  fit  Soast,  263=1,  :^cy=^i  etc  | 
Tode  fadto  dedncitQr,  fiuuaiaro  quadraiorum  !S((oa  +  6^ 

+  cy  +  etc.)')  effe  maiorcm  quam  — ,  vei  lalLem  noa  mino» ir 

ren.  Hiac  termiaae 
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atoefliirio  iacet  int»  Imuiet'  —  — ^  ^  .«t  .  ^eL 

fi  Jattoret  pfaeteiimttf ,  Snter  hoa  ̂    -  et  +.  ^ 

M 

proin  enrotia  aiedii  in  valore  ipliiu  meluaiidi  qvt- 

ar*  —  4  A»*     •  a/bt* 
dratvm  inter  limta  -r— - — — -  et  ,  ita  vt  prafcifionem 

^  •  .     •  ' 
4|itantamula  alTcqm  liceat,  ii  modo  obreroftionnm  mnltitudo  fa^- 

iit  fatia  magoa. 

Valilie,  memorabile  e^t».  io  Ity^^theli  ea  C»n.  $,IIL),  «ui 

theoria  qnadraiorum  miniaiorum  olim  fuperftracta  fiaerat»  illQna 

t^rmittnm  omnino  excidere,  et  ficuti,  ad  eruendum  valorem 

approxlmatum  erroris  niedii  obreruationuni  fx,  in  omnibus  call* 

^xus  aggregaium  XX  +  X'a/  +  -|~  ̂ t^"  zzM  iia  •lartHre  opor- 
tet,  ac  fi  ellet  aggregatuni  tT  -  p  erioruni  fomutorum,  iu  in  illa 

bvpciheri  etiarn  praecifioneni  iplam  huiua  deii  i  niinaiionis  «ef;ua- 

lem  Inii  ei,  cjuani  dcierminaiioni  ex  'ff—g  erroribus  Tens  tri- 

buendam  elTe  in  art.  15.  inueaimus. 

uiyuiz.cu  by 
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SUPPLEMENTUM 

THEORIAE  COMBINATIOiMS 

OBSER^  ATIONUM. 

EKHOaiBUS    MIMMIS  OBAOXIAE, 

A  U  C  T  O  R  B  - 

CAROLO    FRIDKiUCO  GAliSS. 

ftUClETAIl    ,«i:OlAE       EXHIBITIM        1826,      *JiPI.  16« 

1. 

In  irtctfttione  theoris«  conliiiuilionifl  olitennltonnm  Volumini 

V  Conimonlntionum  Recentioran  iniertn  supposuimiu,  (juantitateji 

eM,  quanim  vmloret  |ier  obeenatliones  praect*ione  nbsohtta  non 

gaudenies  propostti  Mmt»  a  oertit  elemenlie  inci^itis  ila  pendere, 

vt  in  forma  fundionum  datarum  horum  elemenloram  exhibitae  Ant, m 

reique  eardinem  in  eo  verti»  vl  Jiaee  elenenta  quAm  exaclissiine 

obseraationibus  deriiientur. 

In  plerisqiie  quidem  easibus  snppositio  ista  immediate  lectim 

hab.et«  lo  aliis  vero  casibus  problemalis  condilio  pauHo  alUer  se 

oflert,  ita  vt  pnmo  aspectu  dnbinm  videatur*  i|uonam  pacto  ad 

{brmam  reqpiisitam  rednci  possiL  Haud  rara  scilicet  aroidit,  vt 

^anlitales  eae,  ad  quas  referanlur  obseraationes*  nondum  exhi- 
A  2 
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IiUm  sint  m  foraui  runcttontim  certoniin  •lemttntorum  i  neqiie  eliam 

ad  taVm  formain  reduciliiles  videantur»  saltem  non  oommode  vel 

sine  amlMgibus:  dtimf  ex  altera  parle»  rei  indolea  quadiam  eon- 

dilione*  «iippeditat,  qnlbii!!  valorc^  veri  ̂ ttaotitatum  obaiiruataruni 

exacte  et  neaecairio  «atiafacete  Uol>ent. 

Auamen,  re  pro|nua  eewiiderat«t  facile  perspieiturt  liune  ea- 

sum  ab  altero  retiera  eesentialiter  haud  differre»  aed  ad  eundem  ' 

reduei  poite.  Designando  aeilieet  moltitndinem  quantitatum  ob- 

«eruatanim  per  iTi  miiUitudinem  aequationiim  conditionalinm  autem 

per  ff.t  eligendoqiie  e  prioribus  ir  -~  9"  ad  lubitom »  niliil  impedit, 

qnomimis  htm  ipsan  pro  elementia  aceiptamoe,  reliquMique,  «piarum 

multitudo  erit  e,  adiiimento  aeqoationum  eonditioiialium  tamqiiam 

funcliones  illanim  coneideremtts»  quo  paoto  rea  ad  auppoailionem 

nestram  r^iicta  erit 

Venim  enim  vero  .eliamei  baee  via  io  peimujlia  easibos  aatia. 

eomntode  ad  finem  proposilonl  perdueat,  tamen  negari  oen  poteat, 

eam  minus  genuinam,  operaeque  adeo  pretium  e«M*  problema  tn 

isla  alleni  fimna  aeortim  tradare,  tantoque  magb,  quod  solulionem 

perelegantem  admittit  Qoin  adco,  qiium  liaeo  aolulio  noua  ad  cal* 

culos  expeditiores  perdoeat,  quam  aolttlio  preMemalis  In  stato  priori, 

qnotiea  f  est  minor  quam  |ir«  sine  qood,  idem  est»  qnelies  muUi- 

tudo  elementomisi  in  commentalione  priori  per  p  denetata  maior 

est  quam  ̂ tt»  selationem  •onam«  qoam  in  commentalione  prae* 

sente  explieablmas,  in  tali  easo  praeferre  oenuoniet  priori,  slqui* 

dem  aequationes  eenditionales  e  preblemaiis  indole  absque  amba* 

gibus  depromcre  lieeb 

2. 

Destgnemoi  per  Pt «/,  «^"  ete.  quantitates,  muititudine  it,  qua- 
rum  vabres  per  obseruationem  ionotesottot,  pendeatque  quantitaa 

tncognita  ab  illis  tall  modd*  ̂ t  per  funetioiicm  datam  illaram»  pute 
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7/,  exhihcatur:  siut  porro  /»  l**  tttCt  valores  quotienUum  diffe> 
rentialiuai 

fl«     d«     d«  , 

valorilnis  veris  nuanlilafum  c,  t',  etc.  respon Jcntcs.  Queniadtuo- 

iliini  igitur  per  suiistitiaioiK  ui  Lorum  vHloruiu  veroruai  in  fmichone  n 

huius  valor.  verus  prodit,  ila,  si  pro  v,  v\  v'  etc.  valores  erroubus 

c»,  f',  e"  et?.  resp.  a  veris  discrepantea  substituuntur,  obtinebitur 
valor  erroneus  incognitae,  cuius  etrur  statui  potest 

r=  /e  -J-  /V  -f-  -^-  tf/c.  , 

sifiuUIeni»  «|uod  semper  «ipponeoitts ,  errores  •|e.  tam  «si- 

giii  siint,  vt  (pro  functione  li  non  lineari)  «(uadnite  «t  productn  B«- 

|;l«g«re  liceat.    Ct  quMnqiiani  magnitudo  erronim  etc.  in- 

cerfn  nianeat,  tamen  incertitudinem  tali  incognitae  detenniiMtioni 

inhaerentem  generaliter  aestimare  licet,  et  i(uidoni  per  enorem 

medium  in  tali  determinationo  metuendum»  qiii  per  pnnc^tn  cohip 
mentaltonis  prioris  Tit 

=  yrfjtlmm  +  m  n!  +  /"  V rri' ni'  ̂   etc) 

denotantihus  ///,  ///,  ///'  etc.  etrores  mftlios  obseniationumi  waX  A 
singulae  nb^cruationes  aequali  incertiludini  obnoxiae  son^ 

=  //tV^(//  -f  /'/'  4-  /"/"  4-  etc.) 

Blanifesto   in  hoc  calciilo  pro  /,  /',  /"  etc.  aequali  iiire  etiam  eos 

valores  quotientium  differentiuliuui  adoptare  licebit»  <|ui  valoribus 

oliseruatis  quantilatun  Vt  p't  v"  etc.  respoodent 
3. 

Quoties  quantitatea  vV  v*  ponitm  inter  se  sunt  indo- 

pondonlei»  inoognitn  Toioo  tantum  modo  por  illas  dojtocmiiMri  pote- 

rit:  qnanobrom.4ano  illam  incertitadinem  nollo  modo  noo  oaitace 

neque  diminuere  licot»  et  circa  valorem  ineognitao  OS  ««i'-^**:*- 

nibos  deducondum  niliil  aciiitrio-  reUnquitnr. 
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At  long*  Moua  M  kabet  rt««  quotiM  iater  qaftntitatf*  V, 

•te«  mutua  dependenlUi  iateretditt  qutoi  p«f  9  «•qtntionea  <soa« 

dilionilee 

X  =  0}  r  =  O9  =:  0  •te« 

MCprimi  •nppoBemuj,  donotantiikiie  X,  F»  Z  eto.  fnnetiones  delee 

indeteminetemm  v  etc*  In  luw  eain  inoi^itnm  noatiem  in- 

finitis  modii  dinenia  per  eomUnaliones  quantiuium  </,  v*  ete» 
delerminare  llcet,  qoum  manifeito  loco  functionia  u  adoptari  pofeit 

'quaecunque  alia  V  ita  comparatat  vt  U-^^u  indofiaito  euaneaeatt 
atatueado  X  —       F  =  0*  Z  =:  0  ̂to. 

In  applicatione  ad  oamm  delerminatum  nulla  quidem  binc 

protrirpt  dilTerentia  respectu  valoris  incognitae,  si  obseruationoa 

alMoluta  praecisione  gauderent:  sed  quatenus  hae  erroribus  obno* 

xtae  manent,  manifesto  in  gencrc  alia  combinatio  alium  valorcm 

inco^itae  afferet.    Puta ,  loco  erroris 

le  Jf.  l*e'       re"  +  etc. 

qoem  (uilOtio  tt  commiserat ,  iam  haliehimus 

Le  -\-  Jj  ts  4~  L,"  e"  -J-  ftc. 

si  Cunctionem  U  adoptamuSt  atque  valores  quolientium  UiiTereDtta* 

lium  ,   -r-r,  «to.  reap.  per  Lt  Lt  L  ete.  deaotamtta. 
du        u  »■  d 

Et  quumquam  errores  ipsos  assignare  nec^ueanius,  tamen  errures 

medios  in  diuersis  obseruationum  conibinationibus  metuendos  int«»r 

ae  comparare  lioeliit:  optimaque  combinatio-  ea  erit,  in  qua  iiio 

error  medioa  qnam  mjaimaa  eniidit.    Qui  quom  fiat 

=  ViLLmm  +  U  L*  nl  m'  +  L^L^m^nC  +  etc.)  . 

in  id  erit  iaeumbeadum,  vfaggregatuoi  LLmm  -|-  £l V tn  tti 

Id  U'nCnC  4-  «te.  aaaeiaeatnr  valorem  mioimum. 

4. 

Qttum  Terietae  infinita  fimetionum  17»  ̂ ima  MOnndum  oondi« 

tioiiem  in  art.  praeo.  eaoaeiatam  iptitia  u  viee  fuap  pOMunt»  eate* 

Digitized  by  Google 
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niu  tantuin  liic  coiutderanda 

^loruill  CiNSBoiMitiuB  X>,  h\  L"  %ie,  iiMle  sequuutur,  indagare 
oportebU  «lUi  oniMft  Bexiun,  qui  iotor  canota  «jatomotft  admiasi- 

btlia  loeum  hoboro  dobot.  Doaifaomitt  volorot  dotormiDoloa  quo- 

tioatium  difforoolialium  partialium 

dX 

dT'
 

d.Y 

d7*
 

dX 

d7 
olo. 

d  Y d  Y d  F 
elc 

d7
' 

d  tf 

dif"
 

dz 

dT' 

il  Z 
d  V 

d  Z 

d7 
etc.  eto. ■  ^ 

quoB  obliaontt  ti  ipM  v,  v%  «/'oto.^voloroa  Tori  tribatmturf  -fOip.  pov 
a%  i/»   <t  oto> 

ht   h\    W  eto, 

c,         c"  eic.  ete« 

patotquOt  ai  ipsis  v%  v\  v*  oto.  ooeedere  concipientar  tilio  incre* 

moota  ̂ v,  dvt  dv"  oto.  por  quoo  X,  F,  Z  etc.  non  mutentuTt 
•dooquo  tsngttloo  mancant  =  0«  i.  e*  satisfacientio  OOqiMtioiubat 

0  =  adtf  +  «'dt^'  "H  fi"df"  4*  clo» 

0  r=  bdi^  +  ̂'d^'  +  6"<!("  etc. 

0  ==  cdf       c'd»»'  -J-  «"«11/"  4"  etc 
etc. 

etiam  u —  l   non  niulari  Uebere,  adeoque  fieri 

.  0  =     — /v)d^'  +  (l'—L')dv  +  (r—L")di/''i'  Ote. 

Hinc  facile  concluditur,  coeOioientoa  Lt,  L',  L"  9te»  contontoi  Omo 
doboro.  aub  ibrmulia  talibim 

L  =  l  -|-a*-|-fty  +  c«  +  oto. 

L'=  l'  dx  4-  b'y  cz  -f.  ote; 

1*"=  r+  a"*  +  6V+  c"*  +  ote. 

•tc  •  donotaatiba»  x%  y%  m  etc  oialtiplicolwoa  dolonBinitoOi  l^oo 

verso  poteti  ai  ajatomn  mulliplicotorum  dotonninatonm    y,  k  oIo. 
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aJ  lubitum  assumatur,  semper  assignari  pos&e  fiinctionem  l'  talem, 

cui  valores  ijjsorura  /y,  L',  1"  clc.  his  aequationibus  confomies 
respondeant,  et  qiine  pro  conditione  in  art.  praen  cnunciatH  i|>sius 

»  Tioe  fttngi  po86it:  qnin  adeo  hoc  innnitis  luodis  dmersis  effici 

.poase. '  ModussimpUciaaimtu  voX  «tatiiere  U—  n  -f  .v  A  -f-  >'  r  +  £  Z-t- 
•te. ;  generalitts  atatuere  iieet  u  +  .r  X -f-  >  Y  -\-zZ-\-  etc.  -f-  //, 

«leiiotBnte  «'  teleni  functimieili  tDdeterininatamin  v\  eic,  quae 
eemper  eneneiGtt  pro  X=Ot  Kso.  ̂   =  0  etc,  et  cuius  valor 

incBSM  4^tenuineto  de  quo  agitur  fit  mfxiiniifl  vel  minimus.  Sed 

ad  institutum  nostrum  nulle  bino  oritur  diffiirentm* 

5. 

Fftcile  iam  eril,  mulUplicaloribua  X,      z  elc.  vaiores  tale* 

tribuerei,  vt  aggregatura 

LLinin  -f-  L' L' m  m       L"  L"  m"  /n'  -\-  efc. 
assequatur  valoiem  miinnium.    I^Ianifesto  ad  hunc  rmcm  hmn\  opus 

est  cognitione  erroruni  metlioruin        m\  m"  eic.  ahsuluta,  i.(><l  >nf. 
ficit  ratio,  quam  inteip  se  tenent.     introducemus  ltaf|iie  ipsortim 

loco  pondera  obseruationum       y/,  //'  etc. ,  i.  e.  nuiueru.s  uuadraiis 
mm%  mm,  m  m   ete»  reciproce  proportionales,  pondere  alicuius 

obMruationi*  ed  lubitum  pro  vnitole  accepto.    (  ludntitates  .r,  r,  z 

tUh  itaque  sic  detenninari  detie(unt,  vt  polynonuum  iiidtiiuiauiu 

(«  j;  -i-  /;/  4-  cg  +  etc.  +  /)«       ( ax  +      +  cz  4-  etc.  +  ry 

R  "  P 
(</  g  +  l"y  -I-  c  c  +  etc.  +  l")^   ̂   ̂  

p" 

nenciflcatttr  yalorem  imiiimum,  quod  fieri  supponemus  per  valorefl 
dtigrmmatoa  etc. 

Introdttcendo  denotatiooes  fequeQtefl 

~  +  y  +  +  etc  =  iaa\ 
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— .  H  r  -\  TT   +  •te.  =  [ab] 
P         P  P 

*  t  tt  n 

p     p  p 

—  H  r  H  ;r  +  «^c-  = 

J?  i' 
•te«  B«o  non 

^  I        '  i»        "  f  *f 

+  ̂^' +      +  .«c.  =  [*/]  1 
i»         /»  i» 

,    c  l      ,    C  l      I      »^   _  r  /1 
—  +  etc.  =  [c/j 
P         P  P 

otr. 

maaibtto  oonditio  ininimi  requirit  vt  fiet 

0  =  [««]  x°  -i-  [«A]  j°  +  [ac]  c o  -f.  e { 0  ̂   ;  w/]  I 

0  =  [a6-]x<'  4-  [/.^;]jO  +  L^cj-  +  etc.  -\- 1^]  '  . 

0  =  [acj««»  +  [6cly«+[ccj-"  +elc.  +  [c/j  j  ^  ' €tC.  J 

Po«^tquam  quantitatea  .v^,  j-**,       «tc.  por  olimmfttiODeBl  bino  de* 

rtuatae  sunt,  statuetur 

a  X»  +  by^  +  cx*  +  Otc.  +  /  S  I»  1 

«'.ro  +  b'y<^  +  c'£o  +  etc.  +  /'  =  //  » 

a"*»  +  by   +  c"£0  +  OtC  +  /"=  Z,"  j  ̂̂*' etc.         .  » 

His  tta  fectts,  funetio  ̂ mtilBtaai  «'•'v'      oto.  on  ad  dttennina- 

tionom-  incognitao  nostrao  mtxino  adonea  minimaeque  inoerlittidini 
B 
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obnoxia  erit,,.0uiiif  ̂ uotientM  diffemitiales  partiales  in  cnsu  deteo 

minato  <!•  ̂ uo  sgitur  babent  valoret  L>,  JJ,  U'  etc.  resp. ,  poa- 
duf^e  Iittiua  detMiiiinutionis ,  c[uod  por  P  denotabimus»  «rit 

p       P'  p 

aia0  ̂   erit  valor  poljmomii  supra  aUati  pro  ,eo  sjstematn  vnla» 
P 

nim  quantitatnm  Xfjrt  *  •te.»  per  ̂ uod  aequationibaa  (t)  antislit 

6. 

In  art.  praen.  eani  fnnotionem  U  (lignoscei-e  docuimuSt  quac 

determinatiuni  niaxiiae  lUuneae  incognitae  fioslrae  inseruit:  videti' 

mus  idm,  quemuam  i^alorern  incogfiita  hoc  modo  assequatur.  De- 

signetur  hlc  valor  per  A',  qm  ilaque  oritm-  j  si  in  U  valores  ob» 

seruati  quatititdtiiin  v,  r*'  etc.  substituuntur ;  ppr  eandem  substitu- 

tionem  obtineat  iuactiu  n  valorem  l:\  deniquesitx  vulur  verus  incogni- 

tae»  qui  proin  e  valoribus  verta  quantitatum  <*,  <'',  etc.  proditu* 

rus  e^et,  si  bos  vel  in  U  vel  in  u  substituere'  possemus.  Uinc 
itaque  erit 

*  =  3C  +  /*  H-  /'«  +  /"e"  -f  elc. 

'  Kzz  X      Z.€f  4-  La'  ̂ U^l"  -j-  etc 

«dMqiM  ' 

SdMtitnondo  in  bao  aequatione  pro  L  —  lt  L—l',  L  —l"  etc 
talorea  ox  (3),  statuendoqoe 

ae-\-ae^  a"  e"  -f-  etc.  =  *2( 

he^  b'e  -h  b"e"  +  «tc,  =  <S  ̂  (4) 

ce  +  c  e'  -i-  t 'e"  -J.  eto.  =  J 
#tC*i  babebimus 

Digitized  by  Gcj 
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ValorM  qMntiUtani  €  «tcw  ptr  l!»niitilM.(4)  qttidem  calcn- 

lw9  noB  poMiraiiis,  quum  Mtorw  e,  4%  b"  «10.  riiMMnC  ineogniti; 
•t  sponto  moniCmtOTi  Qloo  wS^iSX  tSM  oaot  aiti  voloroa  fim- 

ctiomim  Y,  Z  ote.^  prodoimtt  ai  pro  p\  4*  ote.  Toloras 
obtonioti  iulittitttimtiir.  Hoo  modo  tjittBio  ooqnotioiium  (|),  (3), 

(5)  oomplotom  problomotit  mittri  tolutionom  oxbibot,  quum  ot, 

qttto  in  fino  oit  %  do  compiito  qutnlitttnm  oto,»  volori* 

but  obtomotit  qimi^totnm  m%  t^,  v  ote.  tupontraondo  monnimui^ 

manifesto  aoqutli  inro  od  oomputum  qaontilotiim  a,  oV  ̂   «to.  ,6, 

b\  b"  oto*  dte*  oztdadoro  liooot. 

7. 

Loco  formulae  (3),  pondus  tletcrtninationis  maxime  plausibilis 

exprimentis,  plures  aliAO  oxbiberi  posAunt^  quas  euoluore  (oporoo 

protium  eriU 

Primo  obtomnmnt.  ti  aoqimtionot  (2)  toipw  por  — ,  1,  1. P    P  P 

eto.  mnlliplieoBtiir  ot  oddontnr,  prodiro 

[aa]xO  +  lab-^y-  +  +  oto.  =  t±^±E^  4. P        P    '  P 
elc. 

Pars  ad  iaeiKwn  fit  =  0>  partem  ad  dex.tram  luxta  analogiam  per 

[aZ/]  denotanius:  babemus  Itaque 

[aZ/j  =:  0>  tt  prorsu*  simUi  modo  [iX.]  =  0>  [t-'^,]  —  o  elc. 
'  Lt     J      / " 

MullipUeoado  pecto  oeqnotioiiet  (2)doueoptpor  —  ,  ^ P    P  P 

•te.t  ot  oddondo,  innonimnt 

IL     VU     l"L"  LL     L'IJ  LL" 

P^  P   ̂   P    ̂   P  ̂   P        P  ̂  
xw/8m  ebtinomnt  ozproiiionem  ttc«n<iai»  pro  pondero« 

 1  

—  +  'y-  ,+       +  «'c, 

B  2 
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l     V  /" 

Deat^uA  nmlUplicaiMb  ae^piaUoneft(2}dauio«fc  per P    P  JP 

•tc.-  tt  MmiA»,  penMniflMis  ad  «xpieiiioMni  Urtiam  pondftris 

 1  

51  «4  initer  rallqaftnim  doiiotaUoiMiiii  •Utniibiw 

//      /'/'  rr 
-  +   —   +   -wT-  +  «to.   =  [//] 
P  P  P 

Hiac  ndiainento  Mqufttionnn  (1)  iadlo  fit  traiisitns  nd  «cpr^—ia- 

ucm  qttartiun,  qtttra  itn  oxhilMinuei 

=  [//J  —  [aa]xOx«  —  [66]j^»^»  —  [ccj^"  elc. 

—  2[a  6]  2[ftc]/*  «10. 

8. 

Solntio  gonornlif^  qnmn  Iwotenas  eaEplicnttinras,  ei  potiMmiim 

casui  adaptata  est,  vbi  inta  incognitn  n  qaentitntibos  obaeninlis 

pendens  dcternrinaQdn  est^ .  Quoties  veco  plures  incognitae  ab  iis> 

dem  obsertiationibus  pendentes  vnloses  maadme  plaasibiles  exapo- 

ctantt  vel  quoties  adbuc  incertam  est»  quasnam  potioMmum  incogni* 

tas  ez  obaeruationibui  deriuare  opocteatt  faas  alin  rntione  pmepn- 

rare  conueniet,  ciiius  onolutionem  iam  eQgpredimnr. 

G>Dsideiabimii8  qiinntitates  »t  y%  it  elD.  tnmqnmn  indotermi- 

natasy  statuemus 

\aa]x  +  ["^'I»   +  r^'fl-  +  Plc.  =  £  . 

\aU]x  +  [bl>]y  +  [_bc]z  4-  etc.  =  j,  t  (6) 

[«c].T  +  lhc\y  +  [ccjz  +  etc.  =  ̂   J 

ctc>  supponpmusque ,  per  eliniinationem  binc  sequi 

[««15  +  [«3]»f  +  [cty]i  +  etc.   =  *  ̂  

[Su\^  +  +  [;3y]i*  +  eic.  =  V  ̂   (7) 
[y<tJ5  +  [^yjjf  +  [yyj^  +  «c.  =:  *  J 

eto. 

Digitizedby  Go 
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Ante  omnia  hic  ohseruare  oportett  counicientes  sjmiuetric* 

positos  necessario  aec|uales  rterif  puta 

£/3«j  =  [a3J 

[ya]    =  [ayj 

LviS]  -  C/3vJ 

^od  quidem  «  tlieorMi  gooonli  oliminatioiiis  in  ■•qitatioBibw  li- 

noaribm  ^onto  feqaitur»  aod  otion  inlro,  nfia^o  ,i]lnt  ditoelo 

Hnbebimiu  itnquo 

—  [tfffl.^^»/]  —  [cty].[c/]  — elc, 

^•=— trt/3},[a/]  —  [/33]. [A/]  —  [/3y].[c/]  -etc.Ws) 

=— [«r]-[<»/]  —  Ij3y].[*0  -  [yyj-[c/j  —  otcJ 
etc. 

vndo,  si  stntiiimttfl 

Uta}%  +  [«3]®  +  f«rJ€  +  otc.  =  , 

[«/3]^  +  D3/3]SB  +  E|3y]€  +  oto.  =  i^  i>  (9) 

[«y]«  +  DaVl®  +  [ry]€  +  ot«.  »  c  j 
ote.j  obtinemut 

Kzzi^  ^lai}  —  ̂ p/]  —  C(tf/]  —  ole. 

iNd  ai  infupor  alataimiis 

a  ji      h  B      eC  +  oto.  =  pe  » 

a'^  +  b'B      e'C  +  otc*  =  p'e'   >  (10) 

a''^  +  IfB  +  c^C  +  oto.  =spV  i 
•te*9  erit 

I. -/'.'-, /V-  olc.  (11) 

Coroparatio  aoquatiomim  (7),       docotf  qaaotitatoa  «nilia- 

veo  y^t  By  C  etc.  ease  valores  iiidetermtnataruni  x  ̂       z  etc.  re« 

spondentes  valoribus  indeterniinatarum         if,  ̂   otc.  Ut  {  = 

4^  s       ̂   s  ̂   oto.,  yndo  patot  babori 
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[aa]  J  +  [ab]B  +  [ae\C  +  ete.  s=  %  . 

[ab]  J  +  [*^]^  +'  [f^clC  +  ete.  }  (12) 

[<ic]yi  +  [6c]Jf  +  [cc]C  H-  •to.  a=  €  i 

\  (13) 

ete«  MuhiplietiMlo  itaqne  «e^itionei  (lO)  resp.  per  ,  -r,  — » 

•to*  et  addeiido»  obtinemiit . 

^  =  at  +  «V  +        +  eta. 

•t  proitnft  rivtU  vodo 

fl»  s  6t  +  ft't  +  *V  +  euv 

.  €  =  ct  +  cT/  +  c*t''  +  ete. 

-ete.  Ibhi  qnniii  %,  tit  vilor  funetioiiit  X,  at  pio  if  r  ̂ 

joret  olitanuiti  iiiMtniintar»  fiwtle  penpidetnrt  ii  liit  applioentiir' 

eorceotienei  —  ti  ̂   ti  —  t*  ete.  teflp.»  fiinetioneitt. bine  «!•- 

pturtin  eiae  Tnlorepi  0>  et  perinde  fiinetionee  2%  Z  elD*  Jiino  m1 

valorem  eanneieontem  reduetttm  iri«  Simili  ntiono  ex  neqttttion* 

,  {11)  oolligitur,  K  nmt  Talerom  fuaotienit  u  ex  endem  tnbititution* 

•mergentem* 

Applieetionem  eofreetioinim  —  t»  ~t»  —  t*  ele*  «d  obiefl^ 
nationei,  voetbimat  oAttmifMMiitiii  eou^iuationemf  msnifNtoquo 

dedueti  iomiii  nd  conelniioiiem  greuiMinitm,  pntn, 

00  qnem  doeuimiii  modo  eompenmtni  omniliut  neqimtiooibni 

ditionelibus  exaete  ittiilieer»,  ttqnn  enilibet  qoaatitati  ab  obeer> 

vetionibtti  quoaiodooaaipte  peadentl  eom  iptam  Vaiorem 

qttl  ex  obieruatioanm  non  matatemm  <  "  * 

emeri^ret.  Quum  itaqne '  impoMibile  «t^  erroret  ipioi  ••  e'i  e* 
ete.  ex  aeqnationibni  eonditaonalabui  emeret  qnippe  qttaram  mial- 

titndo  baud  tttffioit,  taltem  erroree  maxime  plauaibike  wi&  iu^ 

mui»  qqa  deaominatione  qnaatitatei  t»  tV  e  ete.  doiigaaio  lieelMt 

10. 

Qmini  imihitiulo  olrseruationuin  maior  ̂ s??*»  stipponatur  mnllitti- 

diae  ae^uationuitt  conditionaiium»  praeter  sjstema  correotionum  maxi* 
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ine  platisihiliuiii  — f,  — e'i  -— £ "  etc,  infinite  multa  alia  inueniri  pos- 
sunt,  quae  aequalionibua  conditionalibus  satisFaciant,  operaeque  pre- 

tiuiu  est  indagare,  quomodo  baM  ad  iUud  se  babeant.  Constituant 

itaque  — is',  —  7/'  etc  uUe  sjrtttna  «  m«xiin«  plausiJbili 
«liuersum  i  babebijuusqn* 

aE  +  a'Jif  +  +  elo.  =:  7( 

hJB  4-  b'  M  4.  b''!^'  +  etc.  = 

c£  +  c'^  -f         +  eto.  s  e 
•te*    MttlUpliceDde  fctf  aequationee  resp.  per  ji,       C  eto.  et 

•dden^»  obtineanie  edioiiiento  acquationum  (lO) 

PbE  +  /«' +  //'«"^  +  etc.  =  4.  +  C€  +  ete. 
Pronui  Tero  nmin  modd  ciequatienes  (13)  •appeditaat 

/7  e  c  +  i>'«V  +  i>Ve'  +  ete. + i>«8  +  C€  +  elo.  (14) 
E  eembittatione  barum  duarum  aequationam  fecOe  dedneitur 

/»£J?+y£'^+/»''A*^+  et0;  spgg+p'//  +jiV«'+eto. 

+p(^-.f)«  +y(S'— t')«+p'(iBr— eV+«te. 

Aggregatum  +  p'J^£^  +  p''^'^'  +  ete.  itafae  BeceaM- 

rio  iiMuitt  etil  effrregato  jtffc  +  ̂e'*'  +  p^M^t"  +  eie*»  «pod 
«nnaeiari  potett  tamquam 

T^isonsMA*  Aspegntnm  ipiadratoram  coKeetiommi»  |Wfnae 

obeerttationea  eum  aequatmnibiis  oendbienalibaa  cenmlinre  licett  per 

pondera  obiemationiim  mnltiplicntorumt  fit  minimumf  'ai  oor» 
toctionee  mnxime  plnueibilnt  ndoplentur* 

Hoo  eil  ipanm  principiiim  quadrnlocwB  minimerum«  ex  ̂ uo 

•tinm  ae^tienee  (12)»  (fO)  racile  immedinte  deriunrt  pomnnt. 

Gelnmm'  pre  beo  aggrngalo  miniam«  ̂ uod  in  aofnentibaa  per  8 
damrtnbimua»  eequntio  (14)  nobia  aoppedilat  expreanonem  TLjt 

+         +  Ce  +  etc.  . 

11. 
Detemiinatio  errorum  mexime  plaumbiliam*  quom  n  ceefB* 

cienlibua  /,      t  ete.  independent  ait ,  manifeilo  pcneperatienem 
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commodittiiiiMii  «uCEtt  ad  ̂ •OMiis  vsiiiD«  in  ̂ «m  oliMniattotiM 

vertere  plaoiuirit  PcMMrea  perspicamiiett^  «d  illod nifotiuiii  bmud 

opus  e«o  elidMiiatioiia  indtfinita  Ma  cognitioM  co(9BcioBlium  [cucj* 

[apj  stct  wliilijiio  alittd  reqiiirit  M  vt  quautitstes  nixilier«s 

jit  Bt  C  ete.»  quefr  in  «equentibus  eorrdata  aeque^Niiiiii  oondi- 

tioinrinin  Xs  0«  r=  0,  Z  =  O  etc*  vooeliiiiius,  eab  aequntio- 

nibtts  (12)  pcr  elimimiticiiem  definitam  elioiuitur  ntfue  iu  fonnii- 

lit  (10)  subctitnaiitiir. 

Quamqiiatn  vero  Iiaec  ineflujdiis  nlhil  desiderandiim  rmquat, 

quoties  quanlitijtum  ab  oljseru  itiouiljus  jk  nJentium  valores  liidxime 

plauslbties  tantummodo  re  iuiruutur ,  tanie»  les  secus  se  habere 

videtur,  quoties  iusuper  pondus  alicuius  determinationts  in  votis 

est,  quum  ad  hunc  linem,  prout  hoc  vel  illa  quatuor  expressio- 

num  supra  traditarum  vti  placueritt  cognitio  quantitatum  L/' 

etc,   vel  saltem  cognitio  harum  z°  etc.  neeessaria  videa- 

tur.  HdC  ratiene  vtile  eritt.  negotium  elimlnationU  accuratius 

perscrutari,  vndo  via  iaeilior  ad  pondera  quoque  iuiieiueoda  so 

nobis  aperiet* 

12. 

Nexus  quantltatum  in  hac  disquisitione  occurrealiuni  haud 

parum  illustraiur  per  introductionem  fuoctionis  indefinitae  secundi 

ordinis 

laa]xx   -f  2lab]xj    +    2[ac]xz  -f   etc.    +  Ibb}^  y 

-f-  2\l'r^y-  +  etc.  -\-  Icc]lz  -\-  etc. 

(|uam  per  /'  denulabmius.    Prinio  statim  ubuium  est,  hanc  £uactio- 
nem  fieri 

(ax  +  by  -f  cz  -f-  elc.)«        (,a'x       b'jr       c  z  -J-  etc.)« 

 j  +  7  

Digitized  by  Go 



SUPPLEMEimiJA  THKOAtAB  COMBIIIATIONIS  stc  17 

Porro  |>atet  esse 

T=x£^  jti  -i-  -^5"  +  etc.  (16) 

et  si  hic  Jenuo  Xfy,  z  etc.  «Utumento  aeg^uationam  (7)  per  £t 

^  etc.  exprimuntur » 

Theoria  suptii  euuluta  bina  systeniata  valorum  Ueleriiiinata- 

rum  quantitattim  x ,  y ,  z  etc,  atquo  »j,  ̂   etc.  continet;  priori, 

In  4U0  .t  ̂   .v<^,  >  =  2  =  ro  etc.  ̂   =  —  [«^jj  «I  =  —  L^^J» 

^  =  —  lcl]  elc,  re«poiulebit  vaior  ipsius  'I'  hiG, 

r  =  [«]  -  ̂  

qnod  vcl  per  expressioneni  tertiam  ponderis  P  cum  aeqnatione  (16) 

cMkmparatam }  vel  per  quart.tiu  s]  unte  elucet;  posteriori ,  m  quo 

«=^,^  =  -5,2=6'  eic. ,  at  |UL.  ̂   -        7}  =  il  etc, 
resp0Dd«t  valor  T=  vti  vel  e  toruiulia  (10)  et  (15},  vel  ex 

his  (14)  et  (16)  manileslum  est. 

13. -  laai  aei^aiii  ̂ inclpale  consistit  in  transformattont  faMtionii 

T9&  nmili,  ̂ am  in  Theoria  Motus  Corporum  CooMiimi  «rt.l82 

At^o  fusiiM  ia  Dis^istaone  de  elementis  ellipticia  Fftllndis  •Xf 
Seilicot  ctatiiomiu  (17) 

rA/j  -ii   TArfi  —  !>£Lif£! t*<^,i]  =  [6ca — 
•tfl; 

lcc.  2J-LCCJ  —  —  ^^^^ 
c 
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[cd,  2]  -  [crf] . — ^  pnr" 

.  C«<^*  3]«  +        2]«^  +  «fc  sr  r 

«t^»  crlt 

[««]  ̂   [A*bJ]        [cc,2]  [rfrf.3j
+*'*^ 

^■ntitilM^tt  4f'»      ̂   «10.  a  ^  etc;  peadebiiiit  per 
«•qMtiimM  «•fMDlAit 

[**,  1] 

Il'= 

*  —
 r= 

i-
 

C«^]* 

9-
 

•tC; [A^.  1]"  .      [cc,  2J  ̂ 

Facile  iam  omnes  funiiuhie  atl  propositum  nostrum  nccr  ss.inae 

binc  dfKumuntur.  Scilicet  ad  delci-minatiooem  correiatorum  A,  B, 
C  •tc  ftatuemus  (15) 

*)  Ip  pmecdfentibiu  anfficere  poterant  leraae  literae  pit>  vRilh  .<:y  <!rma- 

tibus  quantitatum  acl  trcs  priiiiaji  at-quatiunea  coiidilionalt  i,  1 1  fei « miae  : 

hoc  veio  loco,  vt  algorilhrai  l(  x  cI;iritTs  eluctat,  quartam  acJiuiigere 
viium  catj  et  quum  in  acrie  lutuiali  literas  a,  b,  c;  j4,  B,  Cj 

a,  93,  e  sponie  sequantur  d,  JJ,  X>,  in  «■rie  x,  c,  deficiente 

•Iphabeto,  •ppoeiumiu  m»,  nro  nou  in  Imc      y ,  ̂   hanc 
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?5'  =  $S  ̂  

[aa]  
® 

etc,  ac  dein  i?,  C,  Z)  etc.  eruentitr  per  fonnplM  M^uttnlMi 
•t  quidein  ordine  inuerso ,  incipiendo  ab  vltinki 

 £<W,3]/>+«te.  = elo. 

Pro  iggr«gato  ̂   «utem  haboiniw  formulain  aouam  (20) 

.  -   [a  a]  +  [W,l]       [^^  +  {dd71\ 
Dtnique  si  pondnt  P,  ̂ uod  detminationi  maxime  plausihili  <j„an- 
tilatif  per  fnnctionem  u  exproMie  tribuondum  est,  desideralur, 
bctemua  (21) 

\dl  31  =  rj/l  _  llllUd}  _  [^^><J[^^Al)     [crf,  2]  [c/,  2] 

^         (««1        [**.  ij  F^5T"" 
cie«f  ̂ o  faicto  orit  ̂ 2) 

-       ̂      [aa]        [6*,  1]  -  [cc,2)   "  [^573^  ̂***' 
Fomnlao  (17)  .  .  .  .  (22),  quamm  Mmplieitaa  nihil  deside- 

»»«*im  retanquero  videtor,  aetntionim'  pk-oblematt*  noiUi  «b  onini 

p«rte  complotav- oxli}li«'ttC '  ' 

C  2 
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14. Po.iquaiu  problemtta  prinuiria  aliMliiliiitu,  ad&uc  quaidAia 

quaestiones  secundariaa  attiagenitia,  ̂ ae  Iwio  argumaiit»  matoHm 

lucem  afftmdent. 

Pnnu)  iiK|iiirentliim  est ,  num  eliminatto,  per  quani  a,  v,  - 

elc.  ex       »1»  i  eJc.  dcriuare   oportel,  vniquam  impossibilis  fieri 

posfiit.    Manifesto  iioc  eueniret,  si  functiones  £,  >f»  ̂  

haud  independentcs  e&sent.   Siipponamus  ilarpte  aliquantisper,  vntlA 

•arum  per  reliquas  lam  dcterminaL  i ,  ilu  vt  iiabeatur  aequatio  identio» 

jUnoUuitibua  a,  fit  y  oto»  niiiiitraa  dttomiiiatoi.  Erit  ita^o 

alab}  +  fiibb]  +  y  [be]  +  elo.  =  0 

«[acj  +  $[be]  +  y  [c  c]  +  «tc.  ̂   0 

etc.i  vnde,  u  •tatiiiiiuia 

aci  +  0b    +  +  P^c.  =  />  0 

««'  +  3^'  +  V^'  +         =  p'  0' 

«a"  +  /3/»"  +  yc"  +  etc.  0" 

•tCt  ̂ onle  sequitii
r 

o0  +  ̂/0'  +  ""0"  +  Pfc.  =  0 

60  +          +  &"0"  +  elc.  =  0 

c  0  +  c  0'  +  c"0"  +  etc.  =  0 

•te«»  noc  non 

p00  +  /0'0'  +  p"&'Q"  +  etc.  =  0 

quae  aeqtiatio ,  quum  omnes  p ,  p\  p"  •to.  natura  atia  aint  quan- 
titates  posiiiuae ,  manifesto  conaistettt  nequit»  niai  Ciierit  0  =  Oi 

0'  =  U>  0  =  0  elo. 

lam  conaidereinus  Talores  difieMiitialium  completorum  dX 

dFi  dZ  eto. ,  respondentes  valoribus  iis  quantitatum  v,  v,  v  ele.» 

«d  ̂ e  refenmtur  ol>seni«tiott«ai   Uft«o  dU^Iece&tiaUa  i  puta  * 
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etc.f  per  conclusionem,  ad  quam  medo  deleti  «mniu»  iiiter  se  ite 

dependentia  erunt^  vt  pir  «,  /3»  y  «1««  W*P»  IDttUjplioata  ag<jcega- 

tuni  id^iiiu  c  euanesceos  producant,  siue  ̂ od  idem  est,  quoduie 

ex  ipsis  (cui  quidem  respondet  muUipUcetor  c(i0>  y  etc,  non  eim» 

iiG&ccus)  bponte  euanescet,  ̂ VMlec  omDift  teli^ue.  euftaeacere  sup- 

panuniur.  Quamobrem  ex  ftecpiatipoibtiii  eonditionftlibus  X  =;  0* 

J  ̂   0  >  Z  0  «tc. ,  vna  (ad  jMnimiim)  .pfO  stiperjlua  fcftbendft 

esti  n^ippe  cui  sponte  mtiafit*  aimulao  reliquts  satiafaetnm  est. 

Ceterum  si  res  proRmdius  in>]j:citur ,  wpparet,  hanc  cuncliisio- 

nem  per  se  tantum  pro  ambitu  iulinite  paruo  variabilitatis  indeter* 

mtnatanim  vakre.  SclHcet  proprie  duo  casus  distinguendi  enint, 

alter,  vHi  vna  aejjuationum  conditionalium  X  zz.  Q,  K=  0,  iJssO 

etc  absolute  et  generaliter  iamiam  in  reliquis  contenta  est,  quod 

faftile  in  (iuouis  casu  auerli  poterit;  aller,  vbi,  quast  fortuilo,  pro 

iis  v.ilanbus  concretis  quantitatum  f,  v\  v"  etc,  ad  quoe  ollfteCMi* 

tiones  referuntur,  vna  functionum  X,  F,  Z  Ote.  e.  g.  primft  Vfti» 

Joreni  niaxinium  vel  minimum  (vel  genendiusi  Itfttionftrinm)  iifttt» 

ciscitur  respectu  mutationum  omnium,  qiias  qoftlltitfttibuft  i',  
v* 

elc. ,  sal  I.  aorjnationibu»  K  =  0,  -Z  =  0  etc,  ftpplicare  poaaemus. 

Atlajiien  (j.i  un  in  disquisitioiio  nostTft  ̂ ▼fttiftbilitftft  qttftQtitfttom  tan* 

tumrnoJo  ntiu  limites  lam  ftfctos  coniideretur,  vt  ed  tnstftr  infinito 

paruae  iractari  possit,  bic  CftSttS  secottdus  (qui  in  praxi  vix  vmquam 

occurrct)  eundem  effectbm  bftbebit,  quem  primns,  pntft  m  fto- 

quaiiuauui  conditionftlium  Umqnam  superfluft  leiiciendft  erit,  cerli* 

qiie  esse  possumus,  si  otmiea  aequationes  conditionftlos  rotentao  eo 

sensu  quem  faic  intelligimuft  ab  ittttioaoi  independentos  llnt,  olimi* 

nalionem  necessai  rio  foro  possibilem.  Getetttm  dis^uisttionem  vbo- 

riorem,  qoft  boG  argumentum,  proptec  tfaooreticftB  Mbtalttfttem  po« 
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6iis  quam  prtclicMn  Ttnitalmn  biud  ifldigmiiB  «itt  •  «d  «liaai  ocg»> 

* 

In  commeiitatioB»  priori  art  37  tqq.  metlioduBi  ioeuimus, 

obseruationum  praecinonvm  a  pofriori  ̂ nom  proxiniO  oraon^ 

Scilic«t  n  Toloros  approsimati  tt  ̂ ntitotiim  por  otaenHttioiioa 

ftmli  proodikme  gaudontos  iiuiottt)(nnil»  ot  cnm  'mloftlMie  lii  «om- 

pirontor»  qui  o  valoriiwt  maximo  plaunbllibnf  p  olomontoiwn  •  .n 

quilnit  tllao  pondont,  por  calcnhim  prodonnti  difforontionim  iina* 

drala  addero ,  aggregatumque  por  p  dinidofo  opoitot j  quo 

fMlo  quotiena  «onndorori  polorit  tomqmim  «aior  «ppioatimotua  qun- 

drati  orroris  modii  tati  obaoraatiOnumtgonori.  inbnorontli.  Quotioa 

obiomationio  inaoquflii  pmooiriono  .gnndottt,  haoc  proooopln  oatonno 

tantnm  mutanda  «nnt»  vt  qnadrata  nnlo  oddilionom  por  obiomatio» 

nnm  pondora  mttltiplioari  dobeant,  onorquo  modiua  boo  modo  pro- 

diens  ad  olMomationoi  rofofaturt  quamm  pondua  pm  vnilato  ..v^ 

oOptna  oat 

lam  In  tractaliono  praoaonto  illod  aggregatom  manifeflo  qoa< 

drat  cnm  aggregato  8,  differontiaqne  «r  —  p  cum  multiludine  ao- 

quationnm  conditionaliiira  «r»  qnamobrom  pm  orram  medio  obaoi^ 
s 

vationuoit  quarum  pondua  =       Jiabebimus  expr««3ionem  -^* 

qnao  doterminatio  oo  maiori  fido  dtgna  oritt  qno  mator  6iorit  nu- 
merue  f, 

Sed  oporao  preliom  orit,  boo  otiam  independenter  a  diaqui^ 

aitiono  priori  atabilire.  Ad  buno  finom.qoaadam  nonaa  denolalio- 

nea  introdncem  conuoniot.  SciUcet  rospondeant  ndoribuf  indotor- 

minatarum      q,  g  etc  bis 

£=o«q  =  6,  ̂ sstf  010« 

valoreo  ipsaram  x,  y,  z  oic*  bi 
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'ti  -=i      y  X  0t  X'si  y  etc.  ■  ■■'^  -  . 
^Ua  vt  babeatur  *     <        •  '  «•■...(      ■  [  . 

■9^       /3=  offff?]  +  A|.33]  +  rr^y]      eic.  ■  '  ■ . 

-•lo«"--Ferinde  valorilms  ■  ,  •  ;-n(,  •  .i,  ■  }  ,,|.., 

X  =  a%,j'  ̂   jSV  *  ̂   y  etc  »  ̂   '  . 

sec^uentes 

V  =  a  ,  ̂   =  /3  ,  «  =  y  eto. 

el  64C  porfo.  ... 

Uii  pofiltis  combinatio  «eqoationum  (4),  (9)  «uppodilat 

«10.1  ̂ ^w*  quum  bAbeatttr  S=:71A  +         +  €C  +  ote., 
pBttt^Soci 

y ' («e  +  aW  +  oto.)  («*  +  «'«'  +        +  etc.) 
+  (ft*  +  6'«'  +  r «"+  otc.)  (3-^  +  /3V  +       +  etc.) 

-   '  +  (c«  +  cV  +  c*'«''+«lc.)  (y^+y'e'  +  yV'  +  etc.)-|-otc. m  * 

i6. 
IiMtitiitionoin  obtoniationum  ^  per  quat  valores  quantitatum 

f,  f^,  V  otb.  erroribus  fortuitis  e'^  elc,  affectos  obtinenius, 

•■■itfwirof  poanimiia  taraqiMiD  experiinoiituiti ,  quod  quidein  singu-  . 

Vivi  iirQruv  oommistorum  magiiitudinem  doeort  non  Talati  atta» 

mon,  ptioceptis  quae  supra  explicauimttt  adbibitis,  valorem  qnan. 

tilatif  ̂ iobmioistrat,  4U1  per  iormulam  modo  inuentam  est  fiinctio 
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data  ilUmini  •rroruin.    la  ttli  •xpecinmto  «rrwM  fortaili  vti^ne 

«lU  WBiorei  ftlii  ininorM  pcodire  possunt;  sed  quo  pliwoi 

eoncumuit»  oo  nwior  ■poo  odoritt  vAlorem  ̂ uantitotiB  S  m  oxpori- 

«nonto  •ingulaii  m  vnloro  «w  modlo  param  deointnmni  ono.  R«i 

oacdo  itaqpio  in  oo  ▼ortitur,  vt  Talorom  modium  fnaatitatii  8  lia^ 

biliomiii.  Por  prineipia  in  eoinmoittatioiio  prioci  -ospotitOt  qnao  kio 

ropotoro  miporlluum  oawl»  umoniimM  lumo.  ralonim  modinm 

=  (a«  +  6i3  +  cy  +  elc.)m/»  +  +  c'y  +  utO*)!»'»' 

Denotando  errorem  jnediuai  obseruationum  taliumt  quarum  pondus 

=  1»  per  /4»  ita  vl  sit  fjtfA  z=  pmm  =  p'm'tn  zi^  ]^t^tii*  elc.,  ex- 
pressio  modo  inuenta  ita  exliiberi  potest: 

cv        c  y        c   y  N 

  t    f  0    n  * oet      o  tt       o  a 

Sed  aggregdtum  —  +  —7-  -J-  — «r*  +  etc  iauenitiir P        P  9 

=  [aa]  •         -I-  [aft]  .  \fifS[  +  [«<?]  >[«y]  +  «to. 

odeo^o  .=  1»  vti  •  noxii  aequationnm  (6)1  (7)  fiieilo  intolligitttr. 

Porindo  lit 

«...  '     '  «  w cy         c  y  c  y 

7   +  "]r  +  7^  +  etc.  =  1 01  me  pomi. 

Hinc  tandem  valor  nieJlus  ipsius      fit  =  c/i /u »  (jualenui(|ue 

igitur  valorem  rortuitum  ipaius  8  pro  medio  adoptare  licet,  crit 
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17. iianta  liiies  Iittic  dptorminationi  habenda  slt,  dliiKlir.uc  rpnr- 

■  crrorfni  nieJium  vel  in  ipsa  vel  in  ipsius  quadrato  metuen- 

posterior  erit  radix  quadrata  valoris  medii  expreMionis 

us  euolutio  absoluetur  per  riitionuia  sjiuilia  iis,  quae  ?n  coniiiioii- 

itione  priori  artt.  39         exposila  sunt.     Quihns  liremiatis  causaa 

suppressisf  formulam  ipsam  lantum  hic  appoiiiiiuis.    Scilioet  ep. 

ror  medius  iA.deterniinationc  quadrati  fjfx  uie{uen(ius  expnaittur  per 

denoiaiite  valorem  medium  hiq^uadratorum  errorum,  quorum 

pondus  —  1 ,  atquo  A'  aggregatum 

(«<t-i-^3  4-cy+etc.)«  +  (r/rt'  +  Z/'3'  +  cy+elcO"  + 

(rtce  +  +<?y  +  elc.J*  etc. 

lioc  ag>^regatuiii  in  gtneri  ad  formam  aimplieioreni  vnduci  nequit, 

•ediimili  modo  yt  in  afl.40  prtorit  commentntieoi*  oetendi  potett» 

eiWTftlorom  Mnpor  oontineri  intm  limitae     ot  — .   In  h7potbo> 

u  tn,  coi  tboorift  qiiadratonim  nininornm  ab  initio  eoporrtmoU 

eratt  tamintti  lioe  aggiegatom  oontinone»  propter     =  3/«^  om* 

nino  axcidit,  praeoiaio^uet  quao  orrori  mediOf  por  fbrmnlam  V  ̂ 

detorminatOt  triimanda  oett  aadam  oriti  ao  ai  ox  o-  erroribua  ax* 

acto  oognitis  eeoundtim  artt*  15»  16  prtoris  oommonlationia  arutna 

18. 
AA  oonponmttoBOn  oliseruationum  daOi  vt  anpt*'  vidimnii 

reqoinintnr:  primnm»  vt  aoquationum  conditionalium  oorrelata,  t.  o* 

numori  At       C  elc*  aaquationilitii  (12)  aatisfaoientee  orttantur* 
D 
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secuncluin  t  Tt  hi  nuineri  in  aeqttttionibus  (jO)  substituantur.  Cotn> 

pensatio  boc  aodo  proditns  4icl  potoril  perfecta  seu  coiopittat  vt 

distinguniur  «  oomponsationo  imperjeeta  Ma  maacai  lieo  iciltcet 

donomiontiono  dosignnbiniuat  qnio  rontltnnt  os  iiadem  quiden  o«- 

quationibttS' (10)>  itd  substrstis  ▼oloribtts  quantitatttm  j^,  S,  C 
oto.»  qui  non  satisraciunt  aoquationibtts  ii2)$  i>  «•  qni  vol  parti 

tantnm  satisfaoittnt  vel  nullis.   Quod  yero  attinot  ad  tales  obserua!> 

tioDum  mutationosi  quao  sob  formulis  (10)  comprekeadi  nequeunt^ 

a  disquisitiono  praoaento,  oeo  mm  a  donomioationo  oompensatio- 

num  oxclttsao  santo.   Qoum»  quatenus  «equationes  (10)  loeum  hn* 

bentf  aeqoationos  (13)  ipsis  (j2)  omnino  stnt  aequiualentes,  iltud 

discrimon  ita  quoquo  onunoiari  potest:    Obseruationes  completa 

eomponiatao  omnibos  aoquatiooibos  eonditionalibtts  X  =  0»  l^=Ob 
Z  s  0  otc.  satisfaeittnt*  incompleto  compensalao  voro  vol  nullis 

vol  saltem  non  omnibtts;  componsatio  itaqoo,  porquam  omnibus  a^ 

qoationibtts  oondiltonalibus  satisfit»  aecoisario  ost  tpsa  oompleta. 

19. 
lam  qttUB  ox  tpsa  notioao  componmtionis  qionto  scqttatni^ 

aggregata  dttantm  compensationum  itorum  constituero  compensatio- 

nem»  laoilo  perspicitur,  nihil  intorosso,  vtnim  praecepta,  por 

qnao  oomponsatio  perfeota  eroenda  est,  inimediate  ad  obserua- 

tiones  primttiuas  applicentur»  na  ad  oliseniationos  incomplcto  iam 

compensatas. 

Beuera  constituaot  —  0,  —  0'»  —  0"  etc.  systema  compon- 
satioiii^  inpumpletae,  quod  prodierit  c  fornmlis  (1) 

Qp       J^^a  -f  +  C^c  -f  etc. 

0'//  =  +  B^b'  +  C°c  H-  etc. 

©>"=  ̂ oa"+  -fl*»6"-J-  Coc"+  etc. 
etc. 

Qiiuiii  ol)^(  1  iiai  iniics  his  conipensatioii ilnis  mutalae  oiuiiiitus  aerpia* 

tionihus  conUiUuualibus  non  salisracere  sup^^oiiaulur}  siut  21'',  (i"^ 
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•te.  ▼«lores,  quos  X,  Y,  Z  eto.  ex  illaram  «ubttitutioM  tMnxsW' 

cnnttir.    Quaerendi  mxX  nunMrt  A*^  «le.  «•^Uonibq» 

(II)  sallsfaoientes 

=  ̂ ""[ab]  -t-  ̂ ^[^>/>]  +  C^[bc]  +  nte.  . 

-  yiofac]  4-  7i«£^c3  +  Co[ccJ  4-  etc 

•lc»y  quo  facto  compensatio  complotn  obMtuationnin-ialo  modo  nu- 

tatarum  efficitur  per  mutationos  nouat  —  »,  — x*,  ote*,  vM 

Ka  ar'f       etc.  computandae  sunt  per  formulaa  (111} 
=        a  -J-  4-  C«c   +  etc. 

xp    =  ̂ ««'  +  Ji^^b'       C^c  etc. 

etc.  lam  iiu^mramus ,  (juoniotlo  hae  correctiones  cum  C0mptB8n> 
tione  coniplela  obseriMtionum  primitiuarum  cohaereant»   Frimo  BM^ 

lufeetuni  est  haberi 

=  7(  — .  «e  —  «'0'  —  fl"0"  —  etc. 

<5_  ̂ 0  _  L'Q'  —  i"0"  —  etc. 

(Jo  =  C  —  c0  —  c'0'  —  c"0"  —  etc. 

«te»  'SalMtilueBdo  in  hls  aequatlonibus  pro  @,  Qf,       etc.  valorM 

ax(I)»  nee  non  pro        i5<»,  C<»  «te.  valetee  ex  II,  inuenimut 

7(  =  (^+^)[««]  +       +  +  (C»+C»)tac]  +etc 

»:=  (^+^)[aA]  +  (J9«+^«)[&6]  +  (O  +  Ob)[&c]  +  elc. 

<5  =  (.^+^)[ac]  +  (!?• +  .»•)[*  tf]  +  (C<»+C«»)[cc]  +etc. 

•Ie.>  Tude  petet,  eonelata  eeqnetioBum  eonditioneliuni  ee^tioni* 

bni  (12)  iatiffiieientie  ewe 

=  ̂   +  ̂ *,  5.=  jr«+J8«,  Ci=  0>  +  C«  etc. 

Hiee  vero  aequatienea  (io),  t  nt  IlI,doeent»  esM 

«  =  0+«,  «'  =  0+«',  «"rre^+jr  ele. 

i.  e.  eeoipenantio  obieiuatioBuin  perfeele  eedem  prodit,  iiue  im* 

Biadiate  ceeiputetur,  nne  mediete  profioiacendo  n  eonpenaatiene 
auuiea. 

D  2 
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2a 

Quottw  Bultitudo  •«quatienttiii  cimditMMMliaiii  penuAgnu  eft, 

datanniDutio  cotrtlatonim  ji,      C  ntc.  pnv*  ■Ijminfttioncm  diroelam 

tam  prolizn  «nndero  potMt,  vl  onloiilAtortt  pationlia  oi  impar  sit: 

tnno  MOpanumoro  commodum  oho  poterit^  oompenantionem  eom- 

pletnm  por  npproxioiationos  sueeemiaa*  adinmento  theoramatis  art> 

praao.  emero.   Dittribnaatur  ae^ationea  eonditionalea  io  duae  pli»> 

reeuo  olaMfa*  inuestigeturque  primo  compensatio ,   per  quam  a<a* 

^ationibtts  primae  olaasia  aalisfit,  nei^leolia  reli^its^    Dein  tractea> 

tur  olieeruattonea  per  hanc  compensatlonem  mutatae  ita,  vt  sola> 

rnm  ae^iationum  secundae  classis  ratio  lialieatur.    Generaliter  lo- 

quendo  applicatio  sectindi   compensationum   systematis  consensum 

cvtm  acquationibus  primae  classis  turbabll;  quare,  si  duac  tanfum- 

niodo  classes  factae  sunt,  ad  aequationrs  j  riniap  classis  reucrtcnuir, 

tertiumque  systema  quod  huic  satisfici  it  criiftmis;  deiii  obseruatio- 

nes  ler  correctas  compensationi  quartae  tiuLjir i«  niu^ ,  vhi   sotae  ae- 

quaUunes  secundae  classis  respiciuntar.    lu  aiternis  vi  ihus,  uiodo 

priorem    classem   modo  posteriorem  respicientes ,  oonipeii.iauones 

continuo  decrescentes  obtmebinius,  et  si  distributio  scile  adornata 

fuernt,    posl   puuca.s   ileralione»  ad    numoros  staljiles  perutuiejnus. 

Si  pliires  qiiam  duae  classes  factae  siuit,  res  simili  modo  Iiabe* 

bit:  classes  singulae  deinceps  in  oompntum  venientf  post  vltimam 

iterum  prima  et  «o  porro.    Sod  mfliciat  lioc  looo»  buno  modnm 

addigitattiMO»  «niiM  elBoacia  multttm  vti^ue  a  ceita  applioatieiie 

p^ndebit. 

21. 

Reatat»  vt  loppleamua  demonitratienem  lemmatia  in  art*  8 

•uppositit  Tbi  tamen  perspicuitatia  canMa  aliaa  denotationea  Iraie 

BOgptio  magSe  adaptatas  adhibebinius. 

Sint  itafue  «^,  «,  x\  x"  ele.  indeterminataet  «uppooamaa» 

ipie*  ex  ae<[uationibua . 

Digitized  by  Google 



SUPPLEMENTUM  THEOAIAE  ,  C0MA1NATI0MI8  itc.  29 

.  +  +  +  +  6ta  =  JC' 

+  +  +  »••»*  +  «tc.  s  X' 

»••*<>  +  »•»«'  +  »»•  V  +  «««J^  +  «10.  =  JC** 
•to* 

■t^i  p«r  oliminationoiii 

+  AToi  X'  +  A-o^Jc"  +  Aoix'*  +  eto.  =:  ,0  ' 

jyiojC»  +  JV*»JC*  +  1^*JK'+  JV^iA**  +  •te^stx' 

jN»<»X**  +  JV^«  JC'  +  A*^      +  A"**  X'*  +  oto.  ss 

jV^iox»  +  2^»»  JC'  +  +  A*»»X*  +  oto.  = 
ote. 

Sulwtittitia  itftqao  in  ooqiuitloiio  prinM  et  «ocubiU  oooiUMli  ff- 

ftcflwlia  voloriltttt  qoontitatttm  JC,  X',  X",  X*"  t/tc  •  primo  ofito- 
flwlo»  obtinomoo 

»•  =  A-»»  (»••»•  +  »«»»*'  +  »<»•**  +  »<»»ar  +  ote.) 

+  +  ««««^  +  ««a.r"  +  »«»«^  +  otc) 

+  A*«  (»•?»•  +»«««'  +'  ̂•«a;"  +  «••«r  +  Me.y 

+  A»»  (»»•«•  +  »«?«<+  «»•«"  +  »»»«*'  +  oto.) 

olo»t  »00  noB  t 

jt'  =  JV«»(»o**  +  «•«/  +  »•««•  +  »•»«*•  +  oio.) 

+  W««(»««a;  +  n««*  +  »«».v\^  »«»*"  +  etc.) 

+  Jf««(»«*«  +»•«»'  +  «••flT  +  »«»»^  +  etc.) 

+  JV»»(»»«*  +  n*'s/  +  »»•«"  +  »»»«';'  +  etc.) 
•te* 

Quum  vtraqiio  aequatio  manite&to  e&se  debeat  aequatio  iden* 

tica ,  tnm  in  iu  iori  tiim  in  posteriori  pro  x\  x",  x"  etc.  valorOfl 

^osltbet  iletcrmmatos  substituere  iicebit.    Subslituaaius  ia  priori 

«o  =  iV«o,  y  ssiV««,  «''ssA»^,  «/'"sA»»  oto. 

io  poilorieri  toio 

xo  =  iSPo,        2V0f,         A-oo,     =:  A»»  oto. 

Uii  iu  faotis  mbtrnetio  prodneit 
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+  (\oo  jyii  __  A'««>A^») •te. 

+  (Ao«A»»  —  A««A«>»)  (»«»—»»»> 

4*  etc. 

4.  (\oa  yis  _  Ax«A'o")  (/»»>—»»•) 

4"  etc.  PtC. 

quae  aequalio  ita  quoque  exhihcrl  potest 

\io  _  jSoi  —  2  (  V°'  A"»  —  A'»-  A'o*  )  (/i«*—  H«-) 

denotaiitibus  ct  0  omnes  conibinatioiies  indicum  inaequaliunK 

Hinc  colligitur,  si  fuerit  ?/°»  =  ;/*o,  71°*=//'°, 

n^*  —  n**,        =  etc.,  «iue  geaerahter        =  «''i 
fore  etiam 

A«o  =  A«« 

Et  quum  ordo  indeterminatarum  in  aequationibus  propotitit  nt  arlu- ' 
trarius»  manifesto,  in  illa  suppoutione  erit  genereliter 

N"»  —  AT^- 

22. 
Quimi  metimdne  in  h»  oonmentetioiM  oaipocita  •ppliootionom 

iDprimis  froqimntom  ot  oolnmodom  inttomet  in  oelottlb  ad  geodoo> 

sitm  inblimiorom  portinontibue^  loetoribtts  grotem  finro  aporamue 

iUnttrationom  pneoeplOTnm  per  nonnnlla  ozorapta  Une  deanmta.  ̂  

Aequationes  conditionales  inter  angulos  systematis  tnanguio- 

mm  o  triplici  potbsimum  fonte  sunt  petendae.  ̂ 

I.  Aggregaturu  ungulorum  liuiiionlalium ,  qin  circa  putulein 

verticem  gyrum  integrum  iiorizontis  complent,  aequare  debet  qua- 

tuor  rectos. 
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II.  Suninia  triuin  angnlurutu  in  quuuiii  triangulo  quanlitati 

datae  aequalis  est,  quuu),  ({uolie&  trianguUuu  est  in  superficie  r  urua, 

excessum  Uliiis  «uniaia*  mpra  ctuot  reotot  taoi  accurate  cuiiiputare 

liooit*  vt  ppo  aiMoliito  «xocto  Iwbori  possil. 

III.  Fons  tertjtH  est  ratio  latenini  in  triansiilis  catonani  cl  u 

saiu  lorniautibus.  Scilicot  si  sei  ies  triangtilonini  ita  nexa  e^t ,  vt 

secundum  triangulum  Luljeat  hitus  vnum  a  coninumo  cum  triangulo 

priiDOt  oliml  6  cum  tertio;  perinde  quartuiu  triangulum  cum 

tortio  habeat  lattia  comniuno  Ct  eum  quinto  latus  eoromune  et 

atc  porro  vsquo  mi  Tkimum  triangulum,  oni  eum  praoeodoiito  latua 

eommono  slt  it«  ot  enm  triangulo  prioio  rorsns  latot  /t  valorot  ̂ o- 
a     b     e     d  l 

tiontium  "7-»      *  ' t*  —  ••••  T*   mnotoseont  roap.  0  ninia  aa> '  *      a     o     o  m 

^lis  trianguloram  fueeosatnorumf  latoribot  communibna  oppositia» 

por  molbodoe  notas»  vndo  qnum  produotum  illarnm  fraetionnm  fiori 

doboat  =  ±t  prodibil  aequatto  oonditionalia  inter  •anoa  illomm  «n> 

gulotum,  (paito  tortia  oxeoitoe  epbaoriei  vol  apbaoioidid»  ii  tri- 

angnla  «nnt  ia  «nporlicto  ourna»  diminniornm)» 

Cetornm  in  aystomatibut  triangulorum  oomplientioribnt  faopia» 

tiroo  aoeidit»  vt  aequatlono»  eon£tionalai  tnm  aecnndi  tum  tertii 

generis  pluros  M  offorantt  qoara  rotiooro  &•  ost,  quoniam  pars 

oamm  In  reliquii  iam  oonlonta  osl.  Conlro  rarior  orit  easua,  vbi 

aoqnationibus  oooditionalibus  soeundi  gonoris  ndinngoro  oportot  «o> 

quationes  similos  nd  figuras  plurium  latomm  speetantost  putn  tuno 

Untnm»  vbi  potygpna  fbrmantort  in  trtangula  pormonsorationos  aon 

diuisa.  Sod  do  liis  rebus  ab  inatilnto  praosonto  ntmis  alionis»  alin 

oecnriono  fnsius  agomns.  Silontio  tamen.  praeteriro  non  posramus 

monitum^  qood  tbeoria  tioslra«  ri  applicatio  pum  atqno  rigprom  ia 

votis  est,  aupponil^  qunntitntes  per  f^»  v*  otot  doMgnatas  rottom 
vel  immodiato  oboomatas  omo«  vel  ox  obseruationibus  Ita  deriua* 

tis,  vt  intor  so  indepondontes  maaoant^  vel  saltem  tnlos  eooieri 
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possint.  In  praxi  vulgari  oliscu  iianliir  angiili  triangiiloruiu  ipsi ,  qui 

protn  pro  Pf  i',  (.'"  etc.  accipi  possunt)  sed  memores  esse  deb«> 
muSt  si  forte  sjstema  insuper  contineat  triangula  talia,  quorum 

anguli  non  MOt  immediato  obMruatit  led  prodeant  tamquam  summa« 

vel  dtfr«r«iiti«e  avgalontm  ronera  obMrmitanmi»  illot  non  inCer  ob* 

Mraatorum  niimeram  rofovondoa»  ted  in  SMom  oomporitionie  eueo 

in  caloulU  retinendot  eise.  Alitev  toto  ree  ee  ImbeUt  in  nuHlo 

obaeraendi  oi  timili»  qaem  «equatnt  ott  clar*  Stntvo  (Atlronomi* 

«ehe  Necbricbten  U,  p»43l)»  direetionei  «ingulorum  leterum  th 

oodem  Tortice  profioiaeentium  obtinentnr  per  oomparationem  ctim 

voa  eadem^e  dirootiono  arbitraria.  Tme  tetlicet  bi  ipni  ang^li 

pro  p$  1^',  V  eto.  accipiendi  eunl»  qoo  ptcto  omnee  angnli  triang^ 
loram  in  forma  differentiaraHi  ee  offerent*  ae4|natiooetgiie  oonditiO" 

nalee  primi  generit»  ̂ ilnit  per  rei  naturam  «pcnto  «atitfit,  tam- 

quam  toperfluae  cessabunt.  Alodua  obaeraationtt»  quem  ipse  ae« 

<|aatnt  «um  in  dimenriono  triangulorom  annis  praecedentibut  pei^ 

fectt*  differt  quidem  tum  a  priori  tum  a  posteriori  niodo,  attamon 

retpectu  effectus  posteriori  aequiparart  potest»  ila  vt  in  singulis  sta- 

tionibus  directiones  laterum  inde  proficiscentium  ab  initio  quasi  ar- 

bltrario  numerafas  pro  quantitatibus  <»,  v ,  etc.  accipere  oporteat. 

Puo  iivin  exonipla  elahorabinius,  allerum  ad  modum  prior^»  al* 

terum  ad  posteriorem  pertinens. 

23. Ezemplum  primum  nobis  stippeditabit  opus  clar.  de  Kraj-en< 

hoff  Prieit  hittorique  des  operatUms  irigononietriques  Jaiie»  en 

jffoUandet  et  quidem  compensationi  tubiieiemttt  partem  oam  «jtte* 

matit  triangulorami  ̂ nao  inter  nouem  punctn  Harlingen'»  Soeek» 
Oldeboltpade,  Ballum,  Leouwarden^  Dockum»  Dniobten»  Ootter» 

wolde,  Groningen  continentur*  Formaiitnr  iater  liaec  puncta  nouem 

triangula  in  opera  illo  per  numeroe  121»  132»  123,  125i 

Digitized  by  Google 



8UPPLEMENTUM   THEORUE  COMBtN&TIONIS  ktc.  33 

i2r,  128,  131»  132  dmotata,  ̂ ttOram  anguli  (a  nril  uulicilms 

pmioriptu  distineta)  ••eunduln  tabulam  p.  77 -81  ita  sunt  ob^erudii: 

Triangulum  121. 

0  Harlingen  ^O^  ''ih'  i5"238 
1.  Lecuward«n  ..••82    47   15,. 151 

2.  Ballum   46   14  27>202 

TriaDgulum  122* 

3.  Harlingen             51  5  39>717 

4.  Snoek                70  48  33*445 

5.  LMuwasden  .  ...  58  5  48^707 

Triangulum  123> 

6.  Sneek  A9  30  40,051 

7.  Draditen              42  52  59>382 

8.  lioenwarilen  ....  87  36  2J»057 

Triangulum  124. 

9.  Sneek  .  .*   45    36     7,492  . 
10.  OUeholtpade  ....  67    52  0>04d 

11.  Drachten  ,  ....  66   31  56)513 

Triangulum  125. 

12   Drachlen  53  55  24,745 

13.  Oldelioltpade  ...  47  48  52,580 

14.  Ooslerwolde  .  .  .  ,  78  15  42*347 

Triangulum  127* 

io.  Leenwacden  •  .  •  .  59  24  0,645 

16  Dockum  .76  34  9.021 

17.  fiallum  44  1  51,040 

Triangttlum  128* 

18.  Leenwarden  •  ...  72    6  32*043 

19.  Drachien   46  53  27,163 

20.  Bockum  51     q  4,494 
E 
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Tr»Dgu)ain  131  ' 

ai.  Dockwn  57*»   l'  53^252 
22.  Driebteii  .  .  » . .  ̂   33  14»515 

23.  GrSningea  .  •  .  •  39  24  52id97 

Triangttliiin  130 

24:  OdftnwoliU  ...  81    54  17,447 

25»  GrSamgpi»  ....  31    52  46,094 

26.  Draeliten  ....   66    12  57>246 

Ginsideratio  nexus  inter  baec  triangula  monstrat,  inter  27 

angulos»  quorum  valores  ajjproxiniati  per  obseruationeni  innotuerunt, 

13  aequationes  conditionales  hiihcri ,  ]nita  duas  primi  ̂ crirri-^,  no- 

vem  secundi ,  duas  tertii.  Sed  luud  opus  erit,  has  aequatlonps 

omncs  in  forma  suii  liuila  hic  ads' rlliere ,  quum  ad  calculos  tan- 

tumniodo  requirantur  quantilalos  111  thfori  i  generali  pfr  "}( ,  a  ,  ct' ,  a" 

etc. ,  53i  l>,  b\  h"  etc.  etc.  tUnotatae:  quare  illaruni  lof  o  statim 

adscribimus  aequationes  supra  per  (13)  denotataa,  quae  ilias  quan- 

titates  oh  oculos  ponunt:  loco  sigDonuD  fi  %  etc.  «mpliciter 

hio  fleribemu9  (0)*  (1)»  (2)  etc. 

Hbe  modo  dnabus  te^tioBilH»  oowlitioaAtibat  prini  aoiio 

reepondeat  floqaentei: 

(1)  +  (5)'  +  (8)  +  (15)  +  (18)  =  —  Iti^ 

(7)  +  (11)  + (12)+  (19)  +  (22)  +  (26)  =-  0*436 

Excessus  sphaeroidicos  nouem  trianguloruni  inueninuis  dein- 

ceps:  r749;  ri47;  l"2i3;  l"698i  0"b73;  i"i67;  TlO^;  2"l6i; 

l"403»  Orilur  itaque  aequatio  conditionalis  secundi  generis  pi  iuia 

haec«):  v^")  -h  p^'^  -|-  —  180°  O'  l"749  =  Oi  et  periude 

reliquae:  binc  habemus  nouem  ae^uationes  se^uentes: 

*)  Indicet  in  lioc  esenpk»  per  fignrei  eraliieas  exprimere  |inefe<> iriinaf. 

Digitized  by  Google 
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(0)  +    (0  -I-    (2)  =  - 
 3"058 

(3)  +    (4)  +    (5)  =  +  0.722 

(6)        (7)  +    (8)  =  —  0.753 

(9)  +  (10)  +  (11)  =  +  2,355 

(12)  +  (13)  +  (14)  =  —  1,201 

(15)  +  (16)  +  (17)  =  —  0,461 

(18)  +  (19)  +  (20)  =  +  2.596J  • 

(21)  4-  (22)  +  (23)  =  +  0,043 

(21)  +  (25)  +  (26)  =  —  0,616 
 '  - 

Aequationps  conditloiiales  tcrtii  generis  comniodius  ia  lorma  loga* 

rillimica  exhibentur:  ita  prior  est 

log  sin  (tCo)— 0"583)  —  log  sin  (i^^")— 0"583)  —  log  sln  ((/3>~0"382) 

+  log  sin  (( —  0"382)  —  log  sin  (v«)  —  o"41 4)  +  iog  sin  (.A7)— 0  ̂14) 

— logsin((.^'^>— 0"389)  +  Jog8in  («^'^^— 0"389)  — ^««•«(•^^•^"^fiS) 

-f.  log  sin        —  0'368)  =  0 

jStiporflttnm  vidotnr,  altenni  !n  fonnn  finitn  adscribere.  liis  dua- 

bua  aequationtbiu  re«pomleot  aequentw,  vbi  singuli  coe(£cient«a 

referuntur  ad  figutam  aeptiman  logarillmiomm  briggicommi 

17,068(0)  —  20,174(2)  —  16,993(3)  +  7.328(4)  —  17,976(6) 

+  22,672(7)-  5,028(16)  +  21»7fi0(17)  -19.710(19) 

+  11,671(20)  =  —  371 

17,976(6)-  0,880(8)  -  20,617(9)  +  8.564(10)  —19,082(13) 

+  4. 375  (14) +  6. 798  (18)  — 11, 671  (20) +  13,657(21) 

,  —  25>620(23)  —  2,995(24)  4-  33,854(25)  =  +  370 

Quum  oulla  tatio  indieata  tit,  cuc  obaeruationibus  pondera  jnp 

aequalia  tribuamua>  «tatoemus  =  =  p^^  =  1«  Dew»- 

tatis  itaque  correlatia  aequationum  conditionalium  eo  ordine,  quo 

«equattonet  ipsia  retpondeotes  exbibuinius ,  per  yi,  B,  C\  Z>,  J»*, 

H,  I,  A",  L,  M,  N,  prodeunl  ad  Uiorum  determina
tionem 

aequationes  sequentes:  \ 

E2 



36 CIROLI    PaiDERICI  OAUSS 

—  2  197 

—  0,436 

—  3.958 

+  Oi732 —  0*753 

+  2,355 —  1.201 

—  0*461 

+  2»596 

+  a043  t —  0,616 
—  371 

+  370  = 

Hinc 

B  = 

C  = 

E  = 

P  = 

5-rf+C  +  />+J5  +  jy+/4-  ^,917  V 

=  6      +  £  +      +(?  +  /  +  A'  +  /v  +  2.902  A/ 
=  ̂ /  +  3C  —  3>I06  M 

^A+^D^  9,665  Jl!f 

=  ̂   +  ̂   +  3^  +  4,696  Jlf  +  17.096  N 

=  B  +31^  —  12.053 

=  B  +  3     —  14,707 

=  ̂   +  3^+  16,752  Jif 

=  ̂ +  J7  +  3/  —  8,039  ̂   —  4,874  N 

=  ̂   +  3i^—  11,963  i^T 

=5^  +  3/:'  +  30,859  iV^ 
5=  +  2,962 —  3,106  C  —  9^665  Z>.+  4,696 

+  16,752  //  —  8,039  /  +  2902,27  Jlf  —  459i33  iV 

+  5,917^.+  J7,096-K— 12,053F— 14,707  G— 4,874  / 

— 11 ,963  iE"+  30,859^  --459i  33  ilf  +  3385, 96  N 
eruimus  per  eliminetionein: —  0.598 

—  0,255 

—  1,234 

+  0,0S6 
—  0.447 

+  1,351 

+  0,271 

Uzi  +  0,659 

/  =  +  1,050 
Jr=  +  0,577 

Zr  =  —  1,351 

Jf=  ̂   0*109792 

iV:=  +  0.119681 

Dentque  errores  maxlme  plausibiles  prodeunt  per  iormulas 

(0)  =  C  +  17,068  M 

(1)  =  y/  +  C 

(2)  =  C  —  20,174  M 

(3)  =Z>  —  16,993  iHf 

etCt,  vndle  obtinemiis  vtlores  nnmericos  ^equeotes;  in  gratiam  com- 

parationis  apponimus  (mittetis  signis)  correctioMa  m  dar.  de  Krayen- 

hof  obseniationibus  applicataa: 

Ly  Google 
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■ 

de  Er. de  Kr. 

(0)r= 
—  3"l0a 

—  2*090 

(14)  = 
+  ffm 

+  2*400 
ii)  = 

—  1,832 
+  0>116 

(15)  = 
+  0,061 +  1.273 

(2)  = +  0,981 

—  1.982 

(16)  = +  1,211 +  5,945 

(3)  = 
+  1,952 +  1,722 

(17)  ̂  

—  1,732 
—  7,674 

(4)  = 
—  0,719 

+  2,848 

{m  - 

+  1,265 +  1,876 

(5)  = 
—  0,512 

—  3.848 

(19)  = 
+  2,959 +  6,251 

(6)  = +  3,648 

—  0,  137 

(2(1)  = 

—  1,628 
—  5.530 

(7)  = 
—  3.221 

+  1,000 
(21)  = 

+  2,211 
+  3,486 

Os)  = 
—  1,180 

—  1,614 

(22)  = 
+  0,322 

—  3,454 

(9)  = 
—  1,116 0 

(23)  = 

—  2,489 

0 

(iO)  = 
-fc  2,376 +  5,928 

(24)  = 

—  1,709 

+  0,400 

Cli)  = +  I1O96 

—  3,570 

(25)  = 
+  2,701 +  2,054 

(12)  = +  0»016 +  2,414 

m  = 

—  1,606- 

—  3,077 

(13)  = 
—  2,013 

—  6,014 

Aggregatum  quadratoruni  nostraiuBH  oompenntionum  inucni- 

tur  =  97^ 8845-    Hinc  error  mediua,  qttttenus  ex  27  angulis  ob> 

seruatU  colligi  {jutest, 

.  97,8845         ^  , 

=  V"  ̂ -77-  =  2  7440 

A^£^rP;^aturii  quailratonini  mutationum,  qiias  clar  vle  KrayeiW 

hof  ipi»e  angulis  obseruatis  appiicauitj  inuenitur  =  34J)42U1- 

24. Exemp!um  altenim  suppetlitabunt  triangula  intcr  qutnque 

puncta  triaugulationia  Hannoveranac ,  Fatkenberg,  Breithorn,  Hau* 

selberg,  WulfiMMle,  WiUede.    Obseruatae  sunt  directiones 

*}  Inilia,  ad  quae  singulae  diieclHNMM  refenintar,  hic  tani(juara  arbi- 
tiaiia  ronsicjeranlur,  quamquara  renera  cum  linds  meridi^tnis  sfaiio- 

Dum  coiucidauU    Ob«eniatiouea  in  po4(erum  cuiuplcte  publici  iuiis 
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In  staliene  FALhEMjtr.o 

0.  Wilsede  iSr^^T^ao"^!! 

t.  Wulfaode  li.-,    9  30,676 

2.  HauieUierg  260  13  -)6,530 
3.  Breitlioni  271  l  i  43i634 

•  In  statione  Bri:ithokx 

4.  FalUenberg  .....     94  33  40,755 

5.  Hauselberg  122  51  23,054 

6.  NVilscde  ......  150  18  35flOU 

In  sfatione  Havselbekg 

7.  Falkenherg  .....  .    86  29    6, 872 

8.  Wilsede  15  j  37  9,624 
9.  WulLotle  189    2  56,376 

la  Breithoni   302,47  37,732 
In  siatione  Wclfsode 

11.  Hi.usolherg  .  .  .  ,     9    5  36,593 
12  Full   nherg  .  .  .  .  ;   45  27  33,556 

13.  WUsede  Ii8  44  13,1^9 lit  &tationc  Wilsede 

14.  Fall;pnl>erg  .....     7  51  ̂ ,027 
WuUsode  293  29  49,519 

16.  Breithom   330    3  7,392 
17.  Hauselberg   334  25  26,746 

£x  hit  obieruRtioni^  feptem  Criaiigula  fonnare  lioet* 

Triangulum  I. 

Falisenberg  O'  47^395  • 
Breithoni  28  17  42,299 
Hitttelberg  ;  I434I  29,140 

fier.t;  itticrini  figura  inuenitur  in  Aclronomuclie  Kachriditen  Vol.  I. 

p.  tu. 

Digiii^uG  Ly  GoOgl 
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TnanguluQi  II. 

Falkcnberg   86**2/l3"323 
Bteithorn   55  44  54,345 

.\Vilsede  ..........  37  47  53»635 

TrMO|;ulain  II f. 

Falkenberg  41    4  16,563 

Hauselberg  *.  .   l02  33  49,504 
WulUoUe   36  21  56*963 

Triangulum  IV. 

Falkenberg   78  25  25,928 
Hauselbcrg   6,q    g  2t752 
Wiliede  35  25  34»281 » 

TriaognluBi  V, 

Falkcaberg  37  22  9,365 
Wulfeod»  73  16  39,603 
WiUede  .  •  69  21  11,508  - 

TrM  ngulmii  VI. 

Bratthnm   27  27  12,046 
H«»elberg  .......  148  10  28,108 

WiUed   4  22  19j354 

Triangulum  \  II. 

Hauselberg  34  25  46,752 

^'"l^o^^e  109  38  36,566 
Wlsede  35  55  37^227 

Mtfmt  itaqne  •eptcm  lequatlonee  eonditionnlee  Mcundi  genetie 

(aeqnetionee  prfani  generii  menifoito  ceennt),  quis  vt  onnniitf, 

coaiptttandi  aant  ante  omnia  oxceesua  aplaerotdici  septem  triangii- 
lemm.  Ad  buno  finom  reqniritttr  cognitio  magnitndini»  abaoltttao 
ntlem  TDine  lateris:  Utas  intor  pmieta  Wilaede  ot  WttUeode  eet 

^877^94  Bittiomm.    Hine  pradennt  oxeeMoa  spbntKOidici  tiiaa. 
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«,lor«m  I...0''202l  11...2''44
2;  \n...i"2b7i  IV . . . .  l^fpj 

V     r957 j  VI . .  Caai 5  VII ... .  l"295. 

Un.'  *si  directionb  eo  ordioe.  ̂   »prt  .lUt.o  i»dic.bus«iue  distm
Cae 

fiunt'      -  <^>,  4^  -        360- 
 +  •^»  -  ••^"•'^** 

oonditionaris  priBia 

_  ̂ (a)^^^*w  +  «W  +  *t»—v("»  
+ 179*69  59  798  =  0 

Pc  inde  trlangula  rcliqua  se
X  alia.  «ippoditknt;  -d  lOoU

  .tlontio 

docobit,  has  septem  ae^u.tlo«
o.  non  OMO  tndepondontoa,  

Md  «i- 

cundan,  idenlicam   CU«  mmm^    pri
«W.    V^^^  ••^*"^ 

,ou  sunnuam  tertiae  et  T»«tw  
MoDliceni  oam  «mmia  qa.rt.o  et

 

septimHe:  quapropter  .eeandam
  et  qninUm  «egl^emu..  Uco

 

remanentium  aeq«.tionttm  condi
tionalim»  in  form.  fimte,  .dacn

b.- 

mus  aequatione.  correvondentoe  o 
 complexu  (13).  d««  P«» 

racteiibus  „  /  elc.  bi.  (0).  (1), 
 (2)  etc.  vtimor: 

_  1"3(>8  =  -  (2)  +  (3)  -  (4)  +  (5)  +  (7)  -  M) 

+  1,773  =  -  (O  +  (2)  -  (7)  +  (9)  -<H
).+  (/2) 

I  1,042  =  -  (0)  +  (2)  -  (7)  +  (8)  
+  (14)  -  (17) 

0,M3  =  -  (5)  +  (6)  -  (tt)  +  (10)  -  
(16)  +  (17) 

-  0,750  =-(»)  +  (9)  -(10  +  
(13) -(1«)  +  (17) 

•  Aeiru.tione<  tonditionalea  terti
i  generls  orlo  e  triangul.-r.a> 

mtemale  peti  ponient,  qu
um  tum  terna  quatu  n  t

rian.ulorun.  I. 

U,  IV,  VI,  tmn  tem.  ex 
 his  lll,  IV,  V,  Ml  ad 

 hunc  finem 

eomUn.re  liceat;  attemen  l
enis  a.tent.o  docet,  duas  

sufncere,  al- 

termn  ex  iU.s,  -Ueram  en  hi
s,  qnun»  rcliqu^e  in  his  at^u

e  pr.or». 

bua  .eqiMitionibus  conaUionalib
us  .am  conieatae  esse  debe

ant.  Ae- 

qaatio  ilaquo  Conditionaiia  
sexla  nobis  erit 

10«  -in  i^^i^-  0*067)  - 
 log  sin  (.^»)  -  -  o;o67) 

+  log  ain  ii^^  -      -  0*640)  
-  1«S  "  ̂'Z"  ̂   ̂'''^ 

+log  «n(Vt«»-*^-<fl07)  - 
 log.inC^««-»^'«-0  107)  = 

 0 
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atfne  aaptina 

log  ain  Ct/n — »H«)-.o"419)  —  log  sin  —  »/">  — o"4 1 9) 

+  log  sin  (v<'4)  —  </'7>  —  o"()40)  —  log  sin  («/»>  —  i/»)  —  o"640) 

+  log  sin  (t^'» — </««)  —  o"432)  —  log  sin  {v^'i>^i,US)  ̂   o"432) =  0 

quibus  respondenl  aequationes  complexus  (13) 

+  25  =  +  4,3 1  (0)  —  i  53, 8R(2)  +  1  iQ ,  57(3)  +  39, 1  i<4)  -79,64(5) 
+  40,53(6)  +  31.90(14)  +  275.39(16)  —  307.29(17) 

-3  ss  +  4.31(0)  -^4, 16(1) + 19,85(2)  +  36>ll(ll)  -  28, 59(12) 

—  7.52(13)  +  31,90(14)  +  29.0(5(15)  —  60,96(17) 

.Quodsi  tam  singulis  directionibus  eandem  ceriitudinem  trihuimus, 

iiatueBdo  =:  /jW  =s  />W  etc  =  l ,  correlataque  septe/u  ueiua- 

tionum  conditionalinm ,  «o  ordine,  quem  hic  sequuti  snmus,  per 

y/,  /y,  C,  Dy  l'\  G  donotamus,  horum  determinatio  petenda 
crit  cx  a«q[uationibus  aequonlibns: 

—  1,368  =  +  —  2C—'2D  +  184,72 -P—  19,85G? 

+  1.773  =  —  2^  +  6W  +  2C+  2/::— 153,88F- 20,69^; 

+.1.042  =  —  2.'/  +  2/i  +  6C'— 2/->  — 2^'+i8inor+jo8,4or; 

—  0,813  =  —  2  i  — 2C' +        +2^'— 462,51     — 60,96^; 

—  0,750  =  +  2/?  — 2C+ 2/>+  6/?  — 307,29/^— 133,65 

+  25       =  +  184, 12y1  —  1 53, 88  /i  +  1 8 1 , 00  C  —  462,54 

—  307.29     +  22  4.s6h  /'+  16694, 1 C 

—  3.      =  —  i9,>^5^/  —  20,697i  +  i()8.  '»oC  _  6o,96/> 

—  133,65  ii'  +  16694,1/*  +  6752,39  Cr 

Ilinc  .dedueimus  per  •limiBationMi 

J  •=  —  0,225 

/?  =  +  0,344 

*  -     C  ■=  —  0,088 
/>  =  — 0,171 

.  F  
'  '  ■ 
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S  s=  —  0,323 

s  +  0^0002^15915 

G  =  —  0,00547462 

Imi  «mra  maxuns  pUanbnM  liftbtiitar  per  fonmilwf 

(0)  =  —  C  +  4,3lF  +  4,31 

(1)  =  —  /i  —  24a6<? 

(2)  =  _      +  yy  4-  c  —  io3,88i='  +  19*85  O 

etCt  Tode  prodeunt  valores  numerici 

(0) +  0"065 

C9) 

+  0"021 (1) 
—  0,212 

(10) 
1  m 

+  0,054  - 
(2) +  0,339 

(11) 

—  0,219 

(3) 

—  0,193 
(12) 

+  0,501 (4) 

+  0,2.33 
(13) 

—  0,282 

(5) 

-—  0,071 

(14) 

—  0, 2.36 

(6) 

—  0,162 

(15) 
+  0,164 (7) 

—  0,481 

(16) 
-\-  0,230 

(6) 
+  0^406 

(17) —  0,139 

Sumiiia  qaadntonim  lionmi  •tronim  immiiiliw  ss  1,3268$ 

liine  «rror  medin»  TDius  directionis»  qiMtettttS  o  IB  directioDiboa 

obeeraefti  erai  polett, 
1.2288  „ 

s  ̂   ̂ —=0  4190 

Vc  eftam  pars  elCera  tbeoriee  aotlrae  exemplo  illiietretnr,  inle- 

gamm  preeoiMOnem  I  cpia  latoe  FnllteBberg-Braitliora  •  latero  Wil- 

sede-WttlMe  ndiumebto  oliaeraationum  oompeBmtanrai  detenni- 

antnf.  Fonotto  u,  per  quam  iUiid  in  bee  oasn  exprimiCUF,  eaC 

gin  (t/«3)^«<'*>--0''652).  ain  (t/(M)— ,yC»^,^Q«*gj4) 

w  =  22877*94X^.^^^io_^o)— Q'652>  sio  (♦^>  — v^*)  — o"814) 

Digitized  by  Google 
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HniiM  mlor^  •  TiOotUN»  ocmetis  4iMetioaitm  ifi»,  fX*)  etc 

DifTerentiatio  auteni  illiiis  exprossionis  suppeditat,  si  differOII* 

tialia  df'''^,  diA*^  eic,  miiiutts  secundis  expresMi  ooncipiunturt 

du  =s  0*16991         —  d (•(«))  4-  0-  08836 (d</<>—d</»J) 

Hiiie  ponro  iauenitar 

[a/J  SS  —  0,08836 

[^»/]  =  -f.  0,13092 

['•/]  =  —  0,fM)260 

[rfi]  =  +  0.07895 

[e  /]  =  ̂   0,03899 

[//]  =  —  40,1315 

Lgl]  =  +  10,9057 

[//]  =  +  o^ijiad 

Hiao  deoi^e  per  metMoi  mpni  titdites  iiiiieBtliir«  qiiateBiii 
nelnnii  pro  ▼niieto  dimenaiiHiuai  lineeritnn  eoeipimiiib 

1 

2?  =  0,08329»  «ue  P  =  12,006 

▼nde  enor  mediui  tn  velere  Uteris  Fnllienberg-BreithoiD  metneif 
^  =  0>2886  m  melrif ,  (yhl  m  eiror  modius  in  direetienibtti  oIh 

matu  metnendus,  et  fuidem  in  minotie  eeeiindb  eaipEOMiie),  «deo- 
^oe,  ri  valorem  ipriue  m  tupnt  enitnm  edoptemui^ 

Celerum  inspectto  systeiuaiis  trinngulorum  sponte  docot ,  pun- 
Hauselberg  omnino  ex  \\\o  ol  Ji  potuisse,  incolumi  nianente 

■exn  inter  latera  Wilsede  -  NVuU.sode  atque  FalUenbercj-Brpithorn. 

Side  iiona  methodo  abhorreret,  supprimere  idcirco  obseruatione^, 



44  CAROLI  FEIDERICI  6AUS8  «rc 

quae  ad  pnneUiiD  Hamelberg  refenintiiv^i  quoai  oerte  a4  pree- 

cUionem  augendam  eonferre  valeant»  Vt  darius  appareret«  ̂ piaai» 

tum  praecisionie  atigmentum  inde  rednnilett  caloulnm  denuo  fecimua 

•xclttdendo  omniai  quae  ad  pundum  Hauselber|;  referunltir,  quo 

paeto  e  IS  directionibtts  ei^^ra  traditis  octo  excidAntt  atque  reli- 

qaarum  en;ores  maxime  plaunbilis  ita  intteniuDtnr: 

(U)  +  0  327 

(1)  =  —  0, 206 

(3)  =  —  0,J21 

(4)  =:  i-  0,121 

(6)  =  —  0,121 

(12)  =  +  0"206 (13)  =  —  0,206 

(14)  =  +  0,327 

(15)  =  +  0,206 

(l^)  =  +  0, 121 

Valor  iateris  FulUenberg-Breilliorn  tunc  prodit  —  oihiyi)""  ̂ ^3 ,  1'»- 

riitn  quideA  a  valore  supra  emto  di&crepans,  sed  calculus  ponde- 

ris  producit m 
\ 

-p  =  0^13082  siue  P.  =  7,644 

adeo^ue  error  roedius  metueadus  =  0,36l69  m  metris  =:  0"  Jji;> 

Pntet  itaque,  per  acoesnonem  olisefttatianum  •  quae  ad  pimctnm 

Haiiselberg  referuntur,  pondus  determtnstionis  lateris  Falkenberg- 

Breitbom  auctum  esse  in  ratioDe  numeri  7*644  ad  12,006,  siuo 

vnitatis  ad  1,571* 

*^  Maior  pars  harutn  obseruationum  iam  nirta  crat,  antequam  peoctnn 

Breitlioro  reperlum,  atque  in  ayaiema  reoeptum  raatl* 
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•      THEOREiVlATIS  FUiNDAJVlEiMALIS 

DOCTRINA  DE  RESIDUIS  QUADRATICIS 

'    DEMOJNSTRATIOINES  ET  AMPLIATlOiSES  . ♦ 

MOTA& 

A  U  C  T  O  R  K 

CAROLO    FRIDEniCO  GAUSS 

8  0C  &£G.  S.CI£NT.  TIIADITA&  1817.  F  £  B  A.  le» 

_*   _        _  _ 

'X^heorema  fanclaiiiCDtale  de  reliduis  quadraticis,    quod  iiAet pulcherrimM  ariUmicticie  fublitnioris  reritates   r^ferlur,  faoile 

quidem  per  indioetiobem  detoclum ,  Ibnge  rero  difiicilius  demon- 

ftratum  clt.    Siepins  in  hoe  genere  accidere  foletj  nt  veritatum 

rimpliciffimarum ,  quae  fcrutatori  per  io4notionem  fponte  quafi  fe 

offcrunt,  demonftrationes  profundiffime  lateant,  et  poft  niulta 

demum  teyitemina  irrita,  longe  forte  alia  quam  qua  qnaefitae 

erant  via,  tandem  in  lucem  protrahi  pofEnt. '  Dein  haud  raro 

ftt,  quam  primam  una  invent^  eft  Tia,  nt  plur^  fubinde  pate« 

ftant  ad  Oandem  metim  perdaoentet,  ellie  breviof  et  magis  di- 

*>  ̂    recte,  aliae  quafi  e«  obliqno  et  •  priBet|nie  looge  diverfif  exorfaei 

inter  quae  ek  qoa^onem  propofitim  wix  nllnm  vinealam  faapt* 

catu»  faiflM*  Mirns  hojaamodi  nexoe  inter  yeriutea.  ebfirnfioree 

non  folam  peenltarem  qnandam  TenuAattm  hisee  contemplalioni- 

bns  coBciliat,  fed  ideo  qnoque  fedolo  inveftigari  atque  enpdari 

mecekur,  quod  hand  raro  noTo  ipliai  licieaiiie  fabfidie  vel  iocre* 

nente  inde  demanaat. 
"  A  9  Etfi 



CAROL.   FRID.  GAUSS  ^ 

BtG  igitnr  ibtonma  ■titbiii«tieoiii »  4e  qno  h\e  •gotnr,  per. 

carai  •nl«riocM,  qaa«  qnatnor  dmioiiftMtioncs  int^r  b  <^rfao 

'  dimbo  *)  fnppodiUiYornne»  .pkao  •brolntuat^  vidtri  poSt,  iMnon 
donno  ad  idem  orgnmontnm  rerertor,  doefqae  tliif  domooftm» 

tioneo  odjnngo,  qnao  noTin^  otrto  Ineom  hnio  irei  flAguidoBC* 

fkior  qnidem  tertlM .  qnodommodo  o/lait  ofi,  quod  ab  eodem 

lommaie  proficiacStor}  poftea  rero  iler  dlfecrnm  profeqnitnr, -ict 

ni  meriio  pro  demonfirationo  nova.  balieri  pollit,  qneo  ebnclnni* 

tato  ipfii  llla  lorlia  fi  non  fopetior  fettem  hattd  inferior  Tldebitiir. 

Conlra  domOBftnlio  Cncta  principlo  plane  direrfo  fobtilioti  innizn  ' 

oftt  normnqno*  fiftii  mcemplnm  mirandi  fiexnejnier  Yeriuioo 
anUimetices  primo  afpecln  lon^lfime  ab  inriconi  remotat.  Doo- 

bna  hiaco  dembnftraiionibaa  ad)nngiljir  algoriihinna  norns  peiw' 

ftmplex,ad*dijndicandom,  olmm  nameroa  integer  daina,  nnmcri  . 
priml  dati  refidnnm  qoadraiioom  lli  an  aon  refidnom. 

AUa  odhoo  affott  ratio,  quao  oi  norat  dembnftcaiioneet  no* 

rem  jam  abbiao  aonoe  pcomKTae,  nnac  potUfimnm  promnlgarem, 

cfiia^  SeiUoeC  qnnm  iado  ab  fnno  1305  tiieoriam  refidnoronl 

onbicorom  alqoo  biqnadralicorttm ,  argumoniiim  longe  dafficiliaey 

perfcrntari  opepifliimi  fimUom  fera  Ibrinnam,  ac  olim  io  cheorio 

refidoomai  qoadraiicomip ,  expenna  fom.  Proiinna  qnidem  ibeo- 

r^maia.ea,  quae  haa  qnoefiipiief  prorfoo  oxbaartonc,  ec  ia  qnibnt 

mira  oaalogia  enm  iheoreimaiibna  ad.  refidna  qoadrailca  peninoa» 

libot  emlnet,  per  iodiictioBem  delecia  fnemni,  qaampriibnm  rib 

Idonea  qoaeCca  oflonli  omnee  rem  conatoe,  ipforam  demObftro-  ' 

tioniboa  ̂   omni  parlo  perfeclia  polioodi,  -pn  longtim  lempni. 

irriti.  manfernai.  ~Hoe  ipfom  inclumeainm  erac,  oc  domonftro- 
' .  lionibno 

Dute  expoGtse  funt  in  Disquifilionum  j-lnthn:tticarum  Sect.  qoarta  et 

qulnU;  tertia  io  comineotatione  pecuii«ri   (^CommtnU  Soe.  Qotting. 

ytkXyi)t  qoarta  lafecta  eft  aeaaoeatatleolt  SumM»  faeraadaai 

fnrknm  /iagfiturim  (CeMwafl»  Rtenthru,  p9t,  L) 
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THEOREMATIS  FUNOASIEMTAUS  sie.  « 

tiAnibiis  ]tm  cognitis  cirM  tvfidoi  qnadratii»  ilittt  ftlMfqttt^  «dJirt 

t«oCopivo  Aodmm,  fpo  fnllot,  iit  ox  multis  mothodit- diverfif 

«na  rol  altirt  ad  illoftMtiilom  itgomiotnm  ilHoo  aliquid  cqo* 

fme  po0eti  Qoto  Ipta  niotlqaam  raoa  foit,  laboiimquo  iodt* 

fdTom  ttBdtm  fnceeirna  froeptri  ftqi^nfi  foot.  Mox  Yigilitram 

firoctoa  ia  poUlcam  locem  edcfft  litiriiit:  itd  tottqoam  ardooiii 

hot  opua  iggrtditr',  IWtl  tdlitic  ad  tbtoriMn  rtfidooram  qutdra* 

ticomm  rtvtrti,  omDia  quai»  de  eadem  adhuc  fuperfunt  agendt 

abfoluert»  ttque  fio  boio  tritbmttictt  fnbiimiorit  parti  qoafi 

validicirt  conAitni. 

« « 

Theortmatis  JjmiameataUi  in  iheoria  repJuontm  quadraijt* 

eorum  ddmonjiratio  quiaia, 

tn  introdoctione  Jam  decleravlmot,  demonftratiooem  quio- 

t«m  et  tertitni  ab  eodefh  lemmate  proficisci,  qnod  commo<3iutis 

caufTa ,  In  fignia  disquiliuofli  praefeoti  adaptatia  hoc  loco  repetere 
vifum  ell. 

T.E-viMA.  Sit  rn  nwnerus  pnrnns  {pojltitnis  rTTipar)  ,  M  mieger 

per  rn  non  divijiiniis ;  capiantur  rfjidua  miniina  pojuiva  numerorum 

M»  aM,  3       4M   i  /  j  —  1)  I\T 

fecundum  modtdum  m,  quar  pa/tnn  cjunt  ininora  quam  \  m, 

•partiiu  inajora:  pojteriorum  inultitudo  Jit  r=  n.  Tunc  erit  M  rs- 

Jdunm  quadrati^um  ipfius  m,  vel  non  rejiduum,  prout  n  par  eft, 

Vtl  unpar. 

Dbmoivstji.  Sint  e  reliduis  illis  ea,  qiiae  rrjinora  funt  quam 

^m,  baec       b,  c,  d  ctc.;  reliqua  vero,  inajora  qnam  \m,  heeo 

a't  h',  c',  d'  etc.  Pofieriorum  coinplemenia  ad  nt,  j>uta  m  —  0% 

jri  —  6',  rn  —  c',  m — d'  elc.  danifertn  ruiKt.T  niinora  erunt  quam 

^m,  atcj^ue  tum  intciir  fe  cum  a  reJuduis  a,      c,  d  etOi  diTctfi^ 



^  CAROL.  FRID.  6AUSS 

^tfamobrem  imm  hi»  fimvl  TamU,  ordiae' quUem  mutato,
  idea* 

tica  eroiit  ciim  omnibm  oametis  i,  s,  3f  4  *(«»-^»>» 

tnendo  itaqoe  ̂ odoctnm 

I.  s.  8«  4»    •  i  1  (»»-",*) 

«it  
' 

;  Pssofrcil****  X  (»•—«')  <"•—*')  (•»-<«')  (w— d')..... 

aiiaoqtte  , 

(•1  ly^  P==«  >  e a .....  ,M  («'  — m)  (&« — m)  («^— m)  (4l'»m).... . 

Cono  fit,  CBcandnm  modnlom  m, 

-   ̂ abcd.**,H («'--m) (6'— m)(c'—  m) {d^^m) ... . 

eaeoqoe 

Hinc  M'^"*"*-^  =  :i=  I ,  accepto  figno  faperiori  vcl  inferiori, 

ptout  n  par  elt  vel  impar,  unde  adjun  tiua  theorema
tts  in  Dis- 

qulfitionibus  Aritlaneticis  4«.  io6  ̂   deuiocUrali  lenimatia  veritas 

fpooie  demanat. 

*    TnsdKBMA.  m,  At  mte^rt  fofiiwi  impant  nHer 

■priml,  n  tnultUudo  eortan  t  refidw*  rmmtms  poJUivU  immfrorwm  
Bt» 

»Mt  S^tf         i(m  — i).M  feeundtan  modukan  m,  quai  funi 

inajora  qumn  \mi  ac  perindfi  JV  nudlkudo  mman  t
  refiduis  vM» 

filw  pofitivis  mtttierorumm,  Am,  sm  ..i..  i)m
  ySMMnrfw» 

itioilulmn  M,  quae  funt  majora  quam  }  M,  Tunc  
tres  mOTMrl.i^ 

If^  ̂ (m— 1)(^^0  ̂   omne*  fimui  pares  erwrt,  vd  unus  par 

dumpne  reUqui  nnpares, 

DBMons'».  Defignemoi 

per  /flomplexnm  nomerocnm  i,  o^  s  .....  |[  (m«— ■)■ 

,  pcv  y/  compleatem  nnmeromm  m— ?  i,  m-^s, .7n  —  3  i^(m  ») 

per  F  complaauim  nnmerornm     t,  3  .»...  §  (^—1) 

^  per 
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TU£0RC9iATIS  FUKCAAIENTAUS  btc;  > 

per F^coinplexiim ttiinieroniitiilf «^i, M  —    3f  —  3  |(Jf -f- 1>. ' 

Indicabit  iiaque  n,  qnui  nnmcri  M/"  refidna  lua  niinima  pofiiiva 

fecunduai  moduluui  m  luihfcaiu  io  complexu  y^',  et  perinde  iV  in- 
dicabit,  quot  numeri  //i  F  habeant  rtfidua  fua  minima  poSUva 

fecutiduai  mo<3ulum  M  in  coiiijtlexu  P.    DLiii[|ue  defigpet 

^  coniplexuin  nuiner.otum  1,  fi,  3  .....  ̂   (mAZ— 

^'coraplexuin  numororammJf — i/iM— s,  m^f— 3  |(mJlf-|-i) 
Qnom  quilibet  integ«r  p«r  m  non  divifibilu  fecaodum  modolam 

m  vel  alicui  renduo  ex  /  vel  alioui  «x  p  co»grnii«  eflTe  del»c«t» 

OG  porindo  qnilibet  integer  .per  M  nnn  divifibilii  fecnndttm  md« 

dnlnm  iKT  coogruus  ilt  alicui  refiduo  ex  F  t«I  «licui  e«  F^t 

omna«  nnm«ri  inter  quos  manifefio  nuUoa  per  m  et  ilf  fimul 

dirilibilia  odtnrrit,  iii  octo  cla0ies  fequenti  modo  difiriboi  poOun^ 

L  la  prima  olaffo  oruot  nnmeri  fecnndum  modolnm  m  aKcni 

•  aumoro  ok  f%  fecundum  modnlnm  ilf  rero  alicni  nnmero  ex  F 

congroi.   DefigiialMmos  mnUitndinem  borom  nomerorum  per  cc, 

II.  Numeri  recnndnm  modnlos  m,  Hd  refp.  nnmeris  ex  /,  con» 

grui,  quorum  muHitudioem  ftatnomus  = 

III.  Numeri  fecnndum  modulos  m,  ilf  refp.  nnmeri^  ex  F 

congrui,  quornm  moltitttdTnom  Ihltneiiuis  = 

IV.  Numeri  fecnndum  modolos  m,  iif  refp. '  nnmeris  ex  P 

congrui,  qOorom  multitndo  fit  =  «^. 

T.  Numeri  per  m  diVifibilei»  feenQdnm  modnlnm  ilf  rero  ralldnio 

ex  F  congrnl.  .  -' 

.VI.  Numeri  per  m  «Kvifibiles,  fAondom  modnlon  Jf  vero  rcfr 

duisi  ex  F'  congrui,   .    "  .        ̂          1  . 
VII.  Numeri  per  Jlf,divifibSlsS|  fscnbdiim  modnlnm  m  «ntsm  r^ 

fiduis  ex  /  congrui 

VIIL  Numeri  per  JKT  "dinfibileti  fecnndnm  modnlnm  m  vero 

Hduis  ex  /'  congmL 



SqAROL,  FRID.  GAUSS     ,  * 

Mftttlfeflo  ekifM  V  «t  VI  finnt  faailM  eon|pI<iei«it«r  oomMi 

namerM  mF,  mullitodo  oamonlram  in  VX  cootentoniiii  «rit  s 

«aeoquemiiUiiado  nomeroram  in  Veontentorom  erit  }(ilf  ̂ i)-i>2^.
 

Feriade  «lifiei  VII  ot  VIII  fimal  fttmteo .  coniinebnnt  omneo 

numerot  Mf^  in  elafle  Vtll  repofientor  n  nnmeri,  .in  cbSo  VII 

eutem  I  (irt'*- ,  •  ' 

'  Prorfai  Gmili  modo  omnet  nnmerl  ̂   io  octo  eliirea  QC— XVI 

dlllribiientnr,  in  quo  negotfo  fi  eandem  ordinem  ferremoe,  f
o* 

cile  perfpicietur,  nnmeroe  in  del
fibue 

IX,  X,  XI. ^ll,  XIH,  XIV,  XV,  XVI 

contentoe  refp.  efle  oomplemenu  numeroittm  in 
 cleflibna 

IV,  lu,  n,  1,  VI i  V,  vm,  vii  ̂  

contentomm  ed  m  Jf,  iie  nt  in  dafle  IX  reperlentnr  I  nn
merii  ' 

in  clelTe  X,  y  et  fic  porro.  Jem  petet,  fi  omnee  nomeri
  prtmeo 

claifie  eflbdentnc  com  omniboe  numerie  olcJBe  nooee,  
liaberi 

opino»  nnmecoi  iofire  mV,  ̂ ui  fe^undum  .modalnm  m  altcni 

snmero  «x  /,  feeondnm  modulum  M  ▼ero  alleui  numero  ex  F 

Innt  coogrui,  .quommqnoimttkitudioem  eeqnalem  efle  multit
adtni  . 

omnittm ;  oombineiionnitt'  (ngutornm  /  cnm  fingnlb  F»  facilo 

peirpioitni*  Uabemua  iteqno    .  . 

ci+^s=|(m— 1)(4#— »> 

Amiliqu»  radono  etiem  erik 

C+y=si(oi-»)(iMr-») 

Junctaa  omnibne  nnmeria  daflittm  U,  IV,  VI,  manifefto  lit- 

bdiimQi  omnee  nnmeroi  infra  |mJf,  qni  aticni  refidno  ez  F» 

feottndum  modnlttm  M  congrtti  funL    lidom  .rero  nnmevi  lu 

quoque  exbiberi  poflonts 

iif+P,  «Af+P,  jAf+F...-.i(m— i)  Jf+P 

nndo  omnittmi  mnltitttdo  erit |(m— ») ([Af  —  t),  fiTc babebimtts 

ff+^+NsJKm— 0(^-^0 

Ferinde  o  junctiono  omninm  dalEum  lU,  IV,  VUI  cbtllgere  licet 
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Bx  hit  qiutttor  «eqMUaillSiu  «rinnlttr  Cniii^  '  -  r     '  ' 

qaarnin  quaelibet  iheortinfttu  TeriuieRi  niOBfirct; 

Quodfi  jam  fnpponinius,  711  M  rSe  nuuieius  ^uuiua,  « 

combii-Hi  ii  iie  tlrporematis  praecedcnlis  v  iiin  lenwualo  ait.  i  ih«a* 

rema  iiitiJaiue.u  i!e  piotititis  dem:)naljit.     V.Aet  enim, 

I.  quoiiea  uteiLjnc  iii,.\J,  five  altLiutcr  laniinu,  iit  foriiM^ 

4A-j-i,  numerum     (»1 — 1)  {M — 1)  fore  paK  ui,  .uipoqn»  n  ,  (  V 

Vel  fimul  pare»  v el  finm!  imparcs,  et  proin  vel  uiiuiMijUi  vi  ,  i  ̂V^ 

alterius  refiduum  quadraiicum,  v«l  utrumque  alterius  nun  rtil* 

duum  quadraiicnm. 

II.  (^uolir.  autcm  ulerqne  m,  M  t(t  rinnae  4  A  3 ,  eril 

^  (iri — 1)  (J/— t)  impar,  hinc  unus  nuunroiuai  n,  A'  par,  alier 
impar,  et  pn-iu  nn.iS  iHnnerorum  lil  iiUt  iius  refidiium  qua^ 

draiicuiHi  alici  uUctiu^^  uuu  rciiduum  (^uddiaiicum.      E*  D. 

TheorenuUis  JundamentnlU  in  ihcoria  rfjidumum  ̂ uadfaiico^ 

runt  dtmonjtralio  JexLa, 

l* 
TiiEOBEiuA.  pefignante  p  momnunipnthym  (pofawwn  im* 

pmran),  n  integrMH  ftofithkm  per  p  non  iRvifibU<m,  quaniUi^ 

ttm  mdeUrmltuttamt  functii  1  +  ̂ *"  4"  a^V-i*  flto.'4-aB*'J>7-« 

divifibitk  tnt^p»  1       +      +  ar»  +  eto.  -|-  «^— », 

DsMonsTR.  Acpiffi^^.  integec  ppfiuvoe  ̂   .  |te  «t. .  &a 

^ti  ̂   1  (mod.  p),  (iatuttttrqtte      =±  1  -j'  ̂P*   ̂ ooo  «rit 

B  s  +x" 
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i^X"^  .1 — x'**      x(i— «  — »»*P 

I— kf.  '  i— r«*        1—«"'    *  1  — «P 

ideoqiie^iaaiiifefto  faaetio  imegTe.   p.  JE,  IX .        «  ,  ' 

Quaelibet  itaque  functio  iniegra  iplius  x  per  ̂   _  dififi- 

biiti,  eaem  divt&bilis  erit  per  . 
i  -  X 

4 

Defignet  a  radieem  immitiTim  pofitlrim  pto  niodiilo  l  a 

^t  a  loteger  pofiiivns  talis,  ut  reCdoi  minimi  pofitifi  poteftetiim 

Hpcaiidum  modulum  p  (ine  rcfpecta  ordioie  enm  aiimeni  i»it8»4 

"  1  ideotiei  fiant.    Defignando  porro  per  fx.  faoetioBim 

v  —  a  ' 
X -f  X- +  X— +  X-' +  etc.  4- X-  +1 

patet,  /x  i  —  X  —  XX  —  x^  —  etc.  —  xP— «  divifibilem  fore  per 

1  — sF,  ideoqoe  i  pOtiori  per  =  i+.x  +  xx  +  x5  ̂ eic. 

«).gBF'-^,  per  qnam  itaqae  fonctioiiem  ip«a  quoque/x  divifibiliJi 

ctit.   Hioe  Vero  fequiiar,'  quum  ̂   exprimat  quantitntem  indeter* 

ininatam,  efTe  quoque/Cx")  divifibilem  per  ;  _  „  .  et  prow 

(arl.  pracc.)  eliam  per       — ,  quotits  quidcm  n  iu  iiUegtr  per /> 

non  divifibilis.  Contca,'  qnpiies  «  efl  intpger  per  p  divinMIIf, 

fiogalae  partee  fttnetioata  /  (x")  unitatc  diminutae  dlri£bilce 

eront  per  a— xFi  quimpbreni  in  lioc  cara.etiam  /•  (ae'*)     p  per 

dififtbilU  wit. 1  — app  et  proin  fltiam  pw  ̂ ZZx, 
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■  -  |.    •        '  - Theoi\uma.  Statuendo 

*                         '  i-.:.xP  !  '        •       '  I? 
ecit  f  £  =c  I»  dWiObYlirffer   «ccepto  figoo  foperloirt,  qno* 

tUs  />  eft  forniae  4  ̂4*  '»  inferiori,  quoties  p  eft  formae  /(  A -}- 3. 

'DEMONsrn.    Facile  j  k  r icit tiu  ,  ex        i  funcliooibus  huco 

4*  *^ —  XX  +  aiM  *  —  x"''^-»  4-  etr.  -f-  x''"~"+» 

—  X"  £  —  x*«  +  X--  +  "  —  x'*'^-  -f-  eic.  +  5C*'  +• 

+  X""  £  —  X»"  -|-  x*^  +  «"  —  tc«*+'»«  -|-  etc.  -f-  x»''  +  «» 

etp.  usque  ad  .  ■    •      ■    .        >  ^ 

—  x-^-'  a  -  x«-^'"  -f-  x*''-*         -  X-'         -h  etc.  +  x-*''-*+.''-«, 

prlni  mi  fieri  =:  o,  fingulas  reliquas  aulcm  per  1  — xP  diviiibiles. 

Oiidic  per  &  — -  xT*  eliam  diviubnij  eni  ouinium   rumma,  quaa 

cuiiigiLur  =  .   .  : 

fiiit  itaqao  Itatoce  exprelBo  Q,  etiem  divifibiiis  pec  .  Jam 

inter  exponeates  a ,  a  +  >  t  <t<i  +         +  ̂          eeP*~*  +  1  nni» 

coe  tiDtoni  erit  diri&bilie  per  p,  puta  a^^^~*^  •+  1,  on^e  per 
arL  preeo.  fingoUe  partea  exprelBonia  XI  hae 

fipox),  /(X-+»).  /(X-  +  0,  «c^» 

eizcepto  folo  termino  /(x«        «fO,  diTifibilee  ernnt  per  r. 

«  1  —  x."  • 

Iflns  itaqae  partee  detere  lioebit,  iu  nt  per  ■     ̂   etiam  4irifi« 
bUie  manett  functio 

£5 -/(«•'  4») B  a  obi 



nbi  fignum  fapnioi  r#!  inferius  ?«1ebir,  proal  p  eft  forinae  -f  i 

vci  formae  4A-^-3.        qw«m  infupcr /(«•'  — p  divilibi- 

lie  at  par  «i»  «ti«m  ̂ ^?!».  V«  j~^dirifiWli«.  (?.£,!>. 

.  Ne  ̂ nples  iigiiiiiii,  vllam  ambSgaitttem  ad^acere.po/Ht,  per 

c  iiiimeram-^i  Tel  — -  i  denotabimus ,  prout  p  td  formae  ̂ k-^t 

vel  4^+3-  ilaque  - —  —  ̂P)    ̂ ^^^^^^  inlegra 

ipfiaa  »»  ̂ aam  pec  Z  defigoei>imaa« 

Sit  numerus  poHtivus  impar»  adeoqne  |  (^— iQt^geri^ 

Erit  iiaque  Cii)'^'"*^  —  («p)^^*""'^  divinhilis  per       —  ep* 
«t  proin  etiem  per  — -^^.   Statnamaa  s:^.  ttqa« 

i  — «  ■  '  . 

ff— »  —  dp  =  .  F 

ctitqae  ITfonclib  integre  ipliiit  x,  atqne  1,  qaotiet  naiis 
ntimerorum  five  etiem  ttterqae,  eft  ■  ft>rmae  1 ;  coDUn 

#rii  i  =  « 1 »  qootics  aierqnc  p,  f  '  cA  fornica  4A  + 

Jnm  fupponamaa»  .  q  qn(M]ae  efle  aumernm  primnm  (a  p 

di?er(um)  petetqoe,  per  tKcoKcma  in  'Distiisifithnibus  Arithmetkis 
•rt.  51  demdoAratnm, 

^  —  (xf  —  xf  •  +  xf    —  x<t''     ctc.  —  xc-^~*) 
divifibilem  ficri  per      five  fotmae  qX,  iie  nt  X  fit  fnuctio  iotl^ 

gra  ipfius  X  etiam  refpecta  cocfficientinm  nnmericoram  (qaod 
etiam  de  fnnciionibue  reliquis  iotegria  hio  occurrentibns  2^ 

fobintelligcndnm  eft).    Defignemuo  pto  modulo  p  ctqne  radico 

primitiva  i)t  iodieem  nnmeri  q  per  /k,  i.e.  fit  9  =  a*' (mod.  p). 

£runt  itaqno  numeri      qa,  qda»  qn*  9<cP-«  fecandum 

modu- 
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n«duTitBi  p  refp.  congrul  Baoitr»  a"*^»  «tF"^ 

1,  fii,  cta  tdtoque 

flcf-'-'**'*  -  * 

9Cf  «^"^  —  flC» 

ftr  1— divifibilft.    Qubnt  ̂ ttlilftUliai,  tlictnif  victba* 

fofiilTa  «i  oijgtliva  laaiitit  atqiia  /ammttii,  piUt^  f tr  i  — 
dififibiltai  tflt  fiuMiioiitB 

xf  —  xf •  -h        —       +  ttfc  —  acf «^^*  *  £  . 
wtikmtM  figao  faptrtori  ▼tl  •«ftriori,  pram  ̂   ptr  fit  ftl  ioiptr, 

i  t.  prout  q  6l  rtfidaam  qotdcalieom  ipfiat  p  vtl  noo  rtfidaam* 

taatmot  £10900 

x7  —  xf  +  acf««  —  3Cf«*  +  ete.  —  xf  —  y  (»--aef)ir 

faciendo  y  s  +  1,  vtl  y  =  —  1»  proot  f  cft  reQduuni  quadrtli* 

eom  ipfiat  p  ?tt  aoa  rtfidaom»  ptlttgoe,  IV  fitri  fuociioacm 

iaicg^tm. 

6. 
Bit  IM  pcttptrtlit,  o  cooifaiBtliottO  tc^octaoMm  pritfiidca 

liom  dtdocimot 
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Sappontmns,  «z  diTifiontt  fcmelionit  £X  pir 

otiri  qaoUentom  C7  enm  refidao  T,'  fiTO  iMbori  . 

£x  =  . — 11-.    +  r 

iU  At  Uf  T  fint  fuDctiones  integrne,  eddm  refpectu  cocflicien- 

tium  numericorum,  ot  quidfm  X  ordioi»  ccrCe  inferioru,  quam 

divifor*    ̂ rit  itaqoe 

qaae  MqoAtio  mMiifefto  fnbfiftero  aeqoit,  nifi  tum  membrnm  o 

UeTt  tom  membrnm  •  iiexire' per  X»  OFeneeeet.  Brtt  iteqno 

ep  (ip'^'"*'— y)  p«r  9  divifibilis,  neo  non  etiam  y, 

odeoqno  eiiem  propter  ̂ ^=:  i»  ii<Wi>er*$  p4^*~»>  — y^  pcr  q 

diTifibUit  «rit. 

Qnodfi  j«m  per  ̂   defigmitnr  «mtes  'pofitir«  ▼«!  negaliro 

•ccepta,  prout  p  «ft  refidnnm  Tel.aon  refidnnm  qnfidratican» 

nomeci  9,  «rit  ^  per  17  diTifibilis.,  «dcoqno  oiiaai 

(S^yht  quod  fieri  &eqnit«  nifi  fnerit  ̂ syjL.  Hinc  tero  llieo» 

rtm«  f und«m'ent«i«  fponto  foqnitnr.  Seil&cet , 

I.  Quotiei  ▼«!  nisrque  p,  q,  v«r«ll«ruter  teninm  «ft  formao 

4^4-1,  «deoqu«  i^i-i,  «rit  C=y,  «t  proin  ▼«!  fimnl  f 

fofidnnm  ̂ ntdrailenm  ipfioi  j»,  «Iqne  p  r«fidttnm  qo«dmlieoin 

ipfint  qi  vel  fimnl  f  non  rofidnun-ipfias  p,  aiqao  p'non  lofi^ 

dnum  ipfins  q,  '  ^  ' 

II.  Quotiet  ul«rque  p,  9  «ft  form«e  4^  +  3»  «deoque       — i» 

erit  £^=:— y,  «deoqno  vel  fimul  9  refidnom  qnadrtticum  ip> 

fius  p,  atque  p  Bon  yefidnnm  ipfins  qi  Tel  fimnl  9  non  refii* 

.  daatt  ipfins  p,  «tque  p  refidnam  ipfiut     (>.  &  2). 

Google 
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'^lgerUhmut  ntnm  ad  dtciJenJtm^  utrum  mnnents  integer 

pefiiiptu  dattu  numeri  primi  pofitivi  dati  repduwn  quadroi' 

tiemi$.Jit  an  non  refidmtm. 

I. -Anteqiiam  folutionem  novam  hujiis  problcniaiis  exponanius, 

folutionem  in  Disquifitionibus  Aritlinieiiiis  tiadiiain  hic  breviter 

rf  tJf  iri  un,  qnae  fatis  quidem  expediie  perficltur  adjamento  tlieo» 

rematis  fuadsmeatalis  alqae  tbeoremaUtm  notorum  (equentium: 

!•  ILeiatio  ntimeri  a  ad  numaram  b  (qaateniis  ille  hujtis  refi. 

dttitm  qnadraticum  efl  fl^e  non  refidanm)»  «adem.  eft  ̂ uae 

nvuMri  «  ad  fr,  &  «  H  e  (mod.  b), 

'  II.  '8i  a  all  'prodvetiim  e  factoribot  «e.  y*  ̂  etc.f  atq°4  ̂  

BtHneraa  primus,  relatlo  ipfiat  a  td  ̂   Ut  «  relatione  lM>rom 

factorom  ad  h  pendebir,  nt  d  fiat  rtfiduom  quadraticom  ipfiat 

h  vel  non  reficlunnt,  prout  inter  illos  ftetortt  reperitur  mul- 

titndo  par  vel  impar  talrum,  qui  fiat  non  toAdut  ipfios  h, 

^uotiet  itaqut  aliqnia  factor  eft  qnndratwm ,  ad  onm  in  hoc 

•xtmino  omnino  non  erit  refpicioQdani ;  fi  quis  vero  factor 

«(I  poteftts  iotegri  cum  oxponento  impaii,  iliiut  vico  ipCt  liio 

inttger  lungi  poterit.  • 

III.   Numerut  0  eft  refidnnm  qutdraticum  cujntvit  nnmtrl  pnmt 

forAite  fint-{-i  Tel  6  »14-7,  non  refiduum  Tcro  enjntvip 

nnmeri^primi  formae  Sm 3  fiyn-l-fi- 

Propofito  iitqoe  oumero  o,  cujae  relatin  td  aamtroni  -pri* 

ntom  b  quteTttur:  pro  o,  fi  mtjor  eft  qoam  t,  aott  omnit  fnli-- 

"Aituetiir  ejoa  refidunm  minimum  ^ofitivum  fecundom  modnlom 
qoo  refiduo  in  factoret '  foot  primot  refoloto,   qutefiio  ptc 

tlieoremt  II  redncta  eft  td  inventioncm  relttionit  fiogolornm 

hornm^foctorum  ad  h,    Belttio  factoris  a,  (fiqutdem  tdeft  f«I 

|tmtl>  wfX  i«r,  Ttl  qninqulet  oto.)  ionototcit  ptr  thoocvipa  Itti 

Mlatin 
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retatio  r^liqitoraiii,  f«r  ihaoroiiit  ifoiiitnientale,  pendet  a  re
U- 

done  iplios  h  id  Jio^oe.  Hoe  ita^oe  modo  loco  unius  relatio
»- 

nit  nnaieri  d«tij4  nnmerbm  primum  &  jam  inveftigandae  funt 

eli«|Qte  reltdont»  niimeri  h  ad  alios  primos  imparet  ipfo  b  mi" 

Dorttf  qoae  proUtmttt  tfodem  modo  td  minoret  modolos  de
pti- 

mtntnr,  msniftfioiino .  Iise  deprtlfionet  tnccelfivtt  Undtm  ex
* 

lianfiae  ernnt. 

Ut  excmplo  haec  folutio  illufirelur,   quaeienda   Gt  relaiio 

numeri  103  ad  379.    Quum  103  jam  fit  minor  qnam  ̂ --g,  atque 

ipfe  numerus  piimus,  proiinus  appUcandum  ftit  tlif  itina 
 iun- 

'^tmentale,   quod    docpt,   relaiioncm   qiiaefitaiu    oppolitam  elTa 

^lttioni  numeri  579  ad  103.    Haec  iuruni  ntqn^lis  cft  relaiion
i 

nnmeri  70  ad  103,  qnae  ipla  pendet  a  relauudibus  uuuiciari
Hn 

5,  7  ad  103.    Prima  harura  relationum  e  tbcorcmate  III  inr.
o. 

ttscit.     Secunda  pcr  theorenia  fundamenialo  pendft  a  rtl.iii
une 

"numeri  103  ad  5,  cui  pci  theorema  I  aequali.-.  tit  relauo  nutueri 

3  ad  5 ;  haec  iterum  per  theorema  fundamentale  pendet  a  lela- 

tiooe  numeri  5  ad  3 ,    cui  pcr  iheorema  1  aequalis  tl\  relatio 

numeri  s  ad  3,  per  tbeorema  lll  nota.    Feriude  rektio  numeri 

7  ad  loi  per  theorema  fundamentale  a  relaiione  nunirii  loj;  ad  7 

pent^i^ii  quije         ilieorenui  I  aequalis  eft  relationi  uniiieri  5  ad  7; 

haec  iieruni  yier  theorema  iiU)(iameoliil&  penc^et  a  rclatiune  uunieri 

7  sd  5,  cui  aequalis  tli  per  theoretna  I  reliiiio  nuniert  a  ad  5 

pcr  theoreiua  lU  nol«.     Ouodii  jam  hanc  aunUlin  in  fyntheGn 

transmutare  pUcet,  quaeltionis  decilio  ad  qiiatucrdecim  momenta 

refereiur,  qnae  coraplete  hic  apponimua,  nt  major  coociQouas 

foluiionis  novae  eo  clarius  eluccscat. 

1,  Nnmtmt  t  eft  refidoum  qutdraticum  oumeri  103  (iheor.  III). 

t.  Nnmema  t  oft  aoD  refidonm  i|nadrttatnm  nnmtri  3  (4litor«llI). 

3. 
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3.  Numeriu  |  «fi  atfn  rtli4«im  qnadrationai  «nmtti  3  (ex  I  et 

4*  Nnmmis  3  eft  noa  nfilniuii  <|ttadraticam  aameri  ̂   -(theor, 

fimd.  et  3}.  •  . 

5.  Nomernt  103  efl  noa  re&dnnm  qnedntlenni  aumeri  5  (I  ef  4). 

6.  Nnmerus  6  efi  aoa  refidoum  qtmdr«tienm  ftnaieri  403  (tlieo& 

fttnd«  et  6).     •  ^  '  . 

'7.  Numerne  4  eft  aoa  relidaam  qotdraticnm  atuaeri  5  (tlieor.Ifl). 

'8.  Ntimerus  7  oft  aon  refidnnm  qnedreticnm  nnmeri  5,  (i  et  7). 
9*  NAmerot  5  eft  aoa  refidunm  qutdratieniii  nnmexi^  (tbeor* 

fond.  et  8). .  * 

10.  Numerae  103  «ft  aon  rtfidonm  qaadretienm  anmeri  7,  (I  et  9). 

11.  Numeme  7  eft  re&doum  qnadraticam  anmeri  103  (theor. 

fund.  et  10). 

19,  Namerns  70  eft  noa  refiduam '  qaidraitcam  anmeri  103, 

(II,  i,  6,  11). 

13.  Numeras  379  eft  aon  refiduum  qoadraticom  aameri  103^ 

(I  et  ta). '  
•  * 

14.  Nomeroa  103  eft  refidaum  quadratioom  anmtri  379  (theor. 

/uad.  e(  13). 

•        •  • 

In  fequenilbus  breviiatis  cauflTa  utemur  fieno  In  Cominmt, 

Gottina.  ̂   ol,  XV 1  inirodiicto.    Scilicet  per  [xl  dtiioiabinius  quan- 

titatem  x  iplani,  quoties  x  efl  iuteger,  live  nacgruiu  proxime 

zninorem  quam  x,  quoiit^  x  eft  quaniitas  fracia,  iia  ut  ac  — 

fempei:  Aat  ̂ uantiuis  doq  uegativa  anitate  inijior. 

3.
 

PnoDT.LMA.     Denotatuibus  a,  b  integios  poliuvoa  icier  fo 

primos,  et  porito  [|a]      a' ,  invenire  aggregatum 

afc        36        46  a' 0  '  . 

y  + 1-]  +  [7]  +     +  ««.  +  CvJ 
'     -    C  80L, 
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Sot.  DtJigiMmiit  brtvitatU  canlT*  bojotiiiodi  sggregamm 

par    (a,  h)t         «litoi  fitt 

a         aa         %a  b*a 

(p  (b,  a)  =  {-]  +  [-}  -f  [y]  -H  etc.  +  ty ] 
fi  rtaiuimus  =  In  demoniirauone  tertia  tbeorematis  fun- 

■jltmenttlit  ofttnfam  eft,  pro  ctfu  co  abl  a  ot  i  fant  impares,  fieii 

+  jP(fc.a)±ri
i'*' fiirilcque  eandtm  methodum  fcquendo  veritas  hujus  propofitiojiia 

ad  cum  quoque  cafuni  exlcnditur.  ubi  alteruter  numerorum  a,  b 

eft  impar,   uti  ilUc  jam  addigitavimus.  
   

Dividaiur,  ad  inftar 

methodi,  ppr  qutm  dlaoram  iDtegroruro  divifor  commoois  mtsi-' 
jMus  iiivcnigatur ,  a  per  b,  fitqne  ̂   quoliens  alqtie  c  refiduum; 

dtia  dividaiur  b  per  c  ei      porro,  itt  ut  btbeantus  te^uttionct 

a  =       +  c 

hzz  'yc  +  d 

c  s=  d<<  +  « 

d  =  ee  -i-  f  ftc. 
Hoc  modo  in  ferie  numerorum  coDtiouo  decrescentium 

 
b^  e, 

d,  e,  f  elc*  undem  td  noittltm  ptrTenieiniit, 
 
quum  per  byp.  a 

•t  b  aat  inter  fe  primi»  itt  nt  ttqntlio  oltimt  fitt 

A  =  >J  -f-  I. 

Quum  manifelio  babeatur 

ta  ae  or 

l    =  [»5  +     =  «c  +  i*] 

j)  (i.  fl)  =  g)  (ir,  c)  +  i  ̂  {b^b*  +  Bo 
«t  proin 

^  (a,  fc)  =         —  K  (6'  fc'  +  fc/)  —  ̂   (b,  c) 
Ver  fimilia  ratiocioia  Bt,  fi  Aatuimus  [|  c]  =  c',  [^dj^zij^^lrjse^ttc.» 

^  (t,  c)  =;         —  I  r  C<;'c'  +  cO  —  ̂   (f,  d) 

9  (c,  d>  =  «'d'  —  ̂   <i  {d'  ti',+  rf')  —  <p  (d,  e) 
9«*)s:d'c*--ie(c'c'  +  «^y— ^C«./> 
etc.  ufque  ad 

3»  (A,  0  =       -  iK  {1*1'  +  /')  -     (/,  »> 

Hiac, 
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Hioc,  qneniam  mtBifSBfto  «ft  9  (/,  i)  =  o,  colHglmat  formuhtn 

^  ifl,  b)  =      b*      b'  c*  +  c'      —  d'  t*  4-  eic.  :i=  A'  V 

Facile  jam  ex  ii»,  quae  in  demonftratione  teriia  expolita  Tuii^ 

eolligiliur,  relaiionem  numen  ̂   ad  a,  quotie»  a  Ql  oiimtrue  pri^ 

mus ,  fponte  cognoad  0  rtloro  «ggrogail  ̂   (a,  a  h).  Scilicel  pcout 

hoc  8^<;tetiatum  elt  oumerus  par  yel  impar,  erit  h  reCiduum  qua* 
draiicum  ipiius  a  vel  noa  reiiduuiu.  A4  eundem  verp  fmem 

ipfum  quoque  aggregatum  <p  (o,  b)  tdhiberi  potorii»  et  tamea 

reniictione,  nt  cafua  ubi  h  Impar  ett  ab  eo  nbi  par  eft  dilkiogoep 
tur.  Scilicet 

I.  Quotics  b  eft  impar,  erit  b  reGdonm  vel  non  refidnom  ̂ QS* 

drdiicuru  ipfius  n,  prout  ̂   {n,  b)  par  elt  vel  iinpar. 

'  II.  Quotics  b  elt  par,  eadem  regula  valebit,  ̂   iafuper  a  e(t  vel 
formae  a  n  +  i  vei  f ormae  &  »  -r  7 ;  vero  pro  Valore  ptn 

ipfio»  6  modalut  a  ell  vel  formte  8a-f>  s  vel  formae  8»  +  5ff 

regiila  oppnfim  applicanda  erit,  puta,  6  erit  refiduum  quadra- 

ticum  ipliu   a ,  ii  p  (a,  b)  cil  impar»  non  relidttom  verO|,ii 

Haec  omnia  ex  art.  3  demooiuatiouis  teriiad  facillimo 
ieriTantnr^ 

> 

Exemplum.  Sl  quaeritur  relatio  numeri  ir>-^  ad  numernm 
primum  379,  babemui»,  aU  erueodum  aggrtgatum  ̂   (379»  ̂ ^3}» 

y  =  i (i  =  t 

o  =  379        —  «89 

&  =  103     b'  =s  5« 

c  =    70     c'  =  35 

.d=    33    ti'=,  i6     „  _ 

«=     41«*=.    al£  =  8 

—  5973  -r    C30  —  272  +  2.f 

=  47b^>t  "nde  103  erit  reliJuinn  quaclraticura 

'«  379'  eundeifi  liuem  aggtegHium  (379/  i^o6)  adbi- 
bete  aialumtti,  habemut  >hocce  paradigma; 

:  «79 
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379 

189 

.  so6 

»03 

i 173 

33 

•  8 

,  4 

4 
* 

«m4»  acaiicimM  ^ 

0  (379,  «0«)  -  194C7  —  8858  +  »37G  
—  «4 

s  96C6,  ̂ uapropttr  403  cft  Mfiannm  qnaartucniii 

mninen  379*  •  ^ 

6. 
 ■ 

 ' 
"  Qavim  afl  decidcndain  relaitoncm  numerl  ad  a  non  oimt 

Ht.  lingulas  parUS  aggregali  (p  (a,  i»)  c
ompulare.  fed  fuffidit 

noviffe.  qnot  iitltt  eu  fint  impwct,  r«gnl«  noJirt
  it«  ̂ noqun 

•xhitMxi  potcfi: 

Fi«t  nt  foF«  «  =  ff^  +  *.  *  =  V*  4-  «  =  +  * 

aonoc  in  ferie  numerorura  a,  6,  c,  d,  e  eic.  
ad  umtaiem  perven- 

tum  Ht.  S.aiuatnr  [J  0]  -  a*,  fl  h]  z=  h',  [\c]  =  c'  elc,  fi
^tto 

"  muUiuidu  numeioiuoj  iaipauam  in  ftne  o',  6',  
c*  elc,  ediuin 

quoa  immedUte  fequiiur  imparj  fit  porro  mult
itudo  numcroruin 

imparium  in  feriO  C,  V>  ̂   «orum,  quib^s  i
n  feiic  h',  c\  d'  etc. 

refp.  refpoodct  numerua  formao  4"  +  »  vel  
fornme  4  ri a. 

His  ita  farii^,  erit  b  refiduum  quadraticum  vel  nt)n
  reliduuin 

ipUus  fl,  pioui  ̂   -f  >  eit  pat  vol  impar,  nnico  ctfn  CKcepto,  n
bi 

fimnl  tft  *  par  atqne  a  v«l  formae  6«+  S  i^W  «»  +  j>  p» 

^no  leguU  oppofiu  Tale
t. 

In  «xemplo  noftro  ferlee  a',  h',  c*,  tJ',  c'  duas 
 foccefriones 

amparium  fiftii,  unde  in  fcrie      y',  A',       duo  quidcm 

impares  adfunt,  fed  quibus  in  fcrie  6*.  c',  d',  e'  rcf
pondt^ut  numert 

formae  4  n  +  3,  unde  yzzo.^  ru  ilaque     -\-  y  par,  adeo^ue 
 JOJ 

'  tefiduum  quaarallcnm^numeri  379. 
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T  H  E  O  R  I  A 

BESIDUORUM  BIQUADRATICORUM 

A  V  C  T  ( J  U  K 

CAAOLO    FRIDj&RICO  GAVSS. 

COMMENTATIO  PRIMA 

•  OCISTATI      aSGIAB  ,  TRiLDITA     iBiSt    AFK.  & 

^Yheon&  residuorum  quadraticorum  ad  pauca  tli^-orpmata  fun- 
damentalia  reducitur,  pulcherrimis  Arithmeticae  Siililimioris  ci- 

meliii;  adnunn  ramla,  tjuae  [irnno  per  inducUoneni  tacile  dettcta,  ac 

dein  mul:ildriis  iuodis  ita  denion&traia  esse  consUt»  vt  luiui  Ani* 

pliu^  dfsideriiaduui  relictum  sit. 

Longe  vero  altiorit»  indaginis  est  theoria  residiiui  nrn  cuhtco- 

runi  et  hirjuadraticorum.  Quaiu  <juam  uide  ab  diiuu  perscru. 

tan  coepisseuiiis ,  praeter  ea,  quae  quasi  in  Itmiue  siiui  pa^ila,  non- 

nulla  quidem  theoremata  specialia  se  ohtulerunt,  tum  propler  mui- 

plicitatein  suam ,  tum  propter  demonstrationum  dillicultatem  vaidf 

insignia:  niox  vero  comperimus,  principia  Aritliineticae  hactenus 

vsitata  ad  iheoriam  generalem  stabiHendam  neutiipaBi  •ufGcere, 

A  2 
 • 
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^in  potiiu  bftno  neeomrio  pottutftroj  vt  oampus  Aritlunoticu  9ul>- 

limioria  infinitiM  p.i)moiitotw»  quod  quomodo  intoUignidum 

aitj  in  oontinuBtiono  harum  dcsquiwitionan  oUriatimo  eluoebit.  Quatn- 

primnm  liuno  cnmpum  nounm  ingraaai  iumnat  «ditua  nd  oognitio- 
nom  tbooren»lom  aimplieimimomm  totem  tfaooriam  oxbnnriootium 

ptr  indnotionom  atatim  patuit:  aed  ipeonim  demonatntionoe  tnm 

pcofundo  latuenint,  vt  poat  mnlta  demum  tentaminn  irritn  tnndom 

In  luceni  protraLl  potuerint. 

Quum  iam  ad  promulgationem  Iiarom  lucubrationum  aecinga- 

mnri  a  tLeoria  reaidnorum  bi^iadratioorum  initium  faciemua*  ot 

^idem  in  hac  prima'  commentatione.  dis^uisitiones  eas  expVicahi- 
mm,  qtias  iam  cis  canipiim  Ariihinettcae  nnipliatum  absoluere  li- 

cuit .  qnac  ilhic  viani  r(<iHsi  stcrniint,  .siinu1r|ue  theoriao  diuiaionie 

cireuli  «|uaedam  ooua  iucreiuenta  ailiunguat  * 

2. 

Notionem  residui  Itajuddratici  in  Disqithiiionibus  jirilhnieli- 

cis  p.  113  introtluxiiuus :  scilicet  nnnier^  IfiW^ger  a,  positituis  seu 

negatiuus,  integri  p  residuum  hiquadralicuiu  vocatur,  si  <t  secun- 

dum  modulum  p  biquadrato  congruus  neri  potest»  et  pennde  non- 

reaidnum^  biqaadntioum)  ai  talia  congruentia  non  cxstat  In  omni* 

bu9  diaquiaitionibtta  aequentibuaa  vbi  ooMrarium  expreaaia  verbia 

non  mooetury  modulum  p  easo  nnmorum  primuni  (imparem  positl* 

Turo)  supponemna,  «tqtto  o  per  p  non  diuiaibilem,  quum  omnan 

eoaus  rdiqui*nd  bnno  faoilliaw  lodtun  poiaint  - 

d. 

Manifeatura  eal/omno  roaidnum  J»iqnndratienm  aumeri  p  oino- 

dem  quoque- realdnum  quodratieum  oato»  et  prain.omno  non-roil- 

duum  quadntieuin  otiam  aon^Mridnum  biquadmtienm.  Etane  pro* 

'  poaitionem  etiam  conuertere  lioot«  qnotiee  p  eat  numonii  primua 
formio  4n4-a.    Nam  ai  in  boo  oant  a  oat  reaiduum  quadntionm 
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ipslus  p,  statuamus  a  ̂   l/b  (niod.  77),  vbi  b  vel  resulnum  quadra- 

tictini  ipsius  p  erit  vel  non-re^iduum :  in  casu  prinri  statuemus 

^  =  t  vndo  a  —  c*,  i.  «».  n  erit  reiidmau  bujiiudraticum  ip- 

sius  p;  in  casu  posteriori  —  b  fiet  re&iduum  quadraUcum  ipsius  p 

(quoniam  —  1  est  non-residuum  cuiusuis  niimeri  primi  formae 

4«  +  3}»  faciemloque  —  b  =  cc,  erit  vt  antea  a  ~  c*,  afijne 

a  residuum  biijuadralicum  ipsius  p.  Siniul  facile  perspinietur ,  alias 

solutiones  congruentiae  x*  "=  a  (mod.  /)),  praeter  has  duas  x~  c 

■**="—  C  in  lioc  casu  non  dari.  Quuni  ha©  propositionea  ob- 
VIM  integram  residuorum  bujuadraticorum  theoriani  pro  modulispri- 

mis  formae  4'*  -f-  3  exhauriant ,  lalcs  inodiiIo<!  a  disquisitlone  no- 

stra  omntno  exoludemus,  siue  banc  ad  modulo^  primos  iurmae 

4/^  -f-  1  luuitahtmus.  '  , 

'4. 

Exlslente  itaqne  p  mmftvo  priuvo  formae  4 «  -\-  j ,  proposi- 

tionem  art.  praec.  conuertere  non  licet :  nenipe  exstarp  [io>sunt  re- 

sidua  (juadralica,  quae  non  sunt  simul  rosidua  iiujiiudral ic  i  ,  rj  iod 

euenit ,  quoties  rosiduum  quadraticuni  congruum  est  qiiadrato  non- 

residui  quadraticL  Statuendo  enliu  a  ̂   bh,  existente  b  non-re> 

■iduo  quadratico  ipsiusy;,  si  congruentiae  x*  =  a  satisfieri  posset, 

per  TBlorom  c,  foret  c*  ̂   bb,  siue  produtitmi  (cc  —  /;)  (cc  -f-  />) 

per  p  diuitibile,  vnde  p  vel  faotorem  cc  —  b  vel  alte n I  ni  cc  -j^  b 

metiri"deberet,  i.e.  vel  b  vel  —6  foret  reaiduum  quddraticum 
ipsius  p,  et  proin  vterque  (^uoniam  —  i  est  residuum  ^uadrali* 
cum),  coDtni  byp: 

Omnes  itaque  numeri  tntegri  per  p  non  diuisibiles  in  tree 

classes  dislrlbui  possent,  quarum  prlma  contineat  residua  biquadre* 

tica ,  secunda  non-residua  blqnadraticu  ea ,  quae  simtil  sunt  residua 

quadratica,  tertia  non-residua  quadratica.  Manifesto  suflicit,  tali 

dassilicationi  solos  numeros  1*  2*  3  Pr^i  tubiioere,  ̂ ntm 
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Malists^  ad  dMwm  tortitm  radiuMrtlttr*  diim  «lCnca  niiiiM  iakK 

cUMem  primui  «t  ■Mwidiai  distrilnieretiir. 

M  pni0«Ul»itt  qitttnor  ctanM  itdiilire»  ̂ ftrom  iadolM  it* 

«a  liabtBt» 

Sit  ̂   eomplwu  onniiim  miduonim  bifiuidntieomm  ip4ii« 

p«  intor  iJVt  (inclus.)  sitoruni,  «tfao  «  iion->r«sidttiim  qim- 

drMticum  ipsius  p  ad  asbitriitm  «lactttm*  Sit  porro  7i  complaxm- 

residuonim  tuinimorvm  positiuorum  e  ptoductis  sociiodum  mo- 

dulum  p  oriundommt  ot  parindo  C$  D  resp.  complrxTjs  rrsidiao- 

rom  minimoruin  positinorvm  e  ]>roductis  eeA^  A  socundum 

modulom'  p  prodeuntium.  Hls  i(a  faciis  facile  perspieitiir,  sin- 

gulos  numeros  B  inter  se  tlluersos  fore,  et  perinde  eingulos  tiec 

non  singulos  /^;  cifram  autem  infrr  rjinnps  Los  numeros  occurrere 

non  posse.  Forro  ]?atp?,  oiniios  nuoieros,  in  et  T  conteiitos, 

esse  resiJua  quatlratica  ipsius  y;,  omnes  autPni  in  Ji  et  D  non-re- 

sidua  ̂ uadratica,  ita  vt  certe  complexu'^  /,  C  nuUum  numeruin 

cum  eomplexu  Ji  vel  D  communeiu  habere  possint.  Sed  etiam 

neque  A  cum  C,  neqiie  B  cum  D  vUum  numerum  commuuem 

liabere   potest.    Suj>[;otiamus  eniui 

I.  nMmerimi  alirpiem  ex  t  e.  g.  a  eliam  in  C  inueniri,  vbi  prod- 

ieril  e  proilucto  ceu  ipsi  congruo,  existente  a  numero  e  com- 

pkxu  J.  Slatuatur  «  ̂ :^  cf*.  «'=  <t'*,  accipiatur^ue  integer  0 
ila,  vt  iiat  0a  =  1.    His  iU  fiictis  orit 

cecL^  =  a*i  ndaoquo  muttiplicnido  pnr0't 

ee  =  oL^ 

\.  e.  ee  lesiduuiu  Iticjuadraticum  |  adeo^ue  e  re&iduum  ijuadraticumt 

Contra  Lvp. 

II.  Perinde  stipponcndat  aliquem  numerum  complexibus  B^  D 

couimunem  asse,  atque  e  produetis  «a,  a  prodiissct  existonii- 

i»us  a,  a'  numaris  a  complexu  y/»  a  oongraantin  aa  =  ̂ 'o'  so* 
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qtleretur  a  ~  eed,  adooqiu'  lialji  rctnr  ntimerus ,  qul  ©  producto 

eed  oruindus  dd  C  .siuiui(j[ue  a<l  pertiaeret ,  (^uod  tuipossibile 

esfte  mudo  denionstrauinuis. 

PniTo  facilo  denionstratur ,  omuia  rcsidiia  (juadratica  ipsitis  p, 

inter  1  et  /  —  1  i  icl  sita,  necessario  \-?\  in  vel  in  C,  omnia- 

gue  non-residud  quadratica  ipsius  p  iiiter  illos  limites  necessario 

Tel  in  B  vel  in  U  occurrere  dehcre.  Nain 

I.  Omne  tale  rcsiduuia  ̂ uddraticum,  ̂ uod  simul  est  residuuitt 

bi^adraticum ,  por  hvp.  in  iiiuenifur. 

II.  Pesiduuuk  qiiadraticum  h%  (ipso  p  minus) ,    quod  siiuul 

residuum  biqiiadraticum ,  fttatuttur  =  gg^  vbi  ̂   erit  non- 

residuum  quadraticum.  Accipiatur  integer  y  talis,  vt  Fiat  gy  =  .if» 

eritque  y  residuum  quadroticum  ipsius  p ,  quod  statueiuus  =  k  k. 

Hino  mAi 

h  =  gg  ̂   eeyy  =  eak* 

Quare  qnuin  Mtiduttm  mimmiin  tptti»  it«  muntatmf  in  tiunic- 

nis      qnippe  qui  «X  'iUiiM  prodaoto  pw  t€  oritur,  Bececurio 
tn  C  conttptus  «rtt* 

III.  Designante  h  noB-tetidmrai  ^adniticum  ipsius  p  mtet 

limitet  1  et  p  —  1 »  enietut  inleir  «oedem  limitcs  mimerus  integer  g 

tnlis,  Tt  linlieator  eg  ̂   K  Erit  itn^e  g  residuum  qttadraticom» 

«C  proio  vel  in  ̂   vel  in  C  eontentue:  in  easu  priori  h  manifesto 

inter  namecos  Bt  in  posteriori  autem  mter  numeros  D  inuenielttr. 

Es  liis  omnibua  oolligilm,  cunetos  numeros  1*  2«  3  •  •  • .  /t  <—  1 

nitor  qunluor  seriea  ji^  Bt  C%  D  ita  distribui,  Tt  quiuis  illorum  in 

Tua  harum  reperiatur,  -vndo  nngul«o  ioriea  ^  i)  aumoios  eon* 

tilioro  debent  In  hae  elamificMtiono  olasses  ji  ̂ XC  quidem  nnme* 

MW  tuot  etsenljeliter  poatident,  sed  dif^ctio  ioter  elaase»  B  mD 

nntenitt  arbitraria  est ,  quatenoi  ab  electione  nunieri  e  pendet,  qui 

ipeo  aemper  ad  B  teferendus  est ;  quapropter  st  eius  loco  alins  o 

elnsto  D  a^optatur,  clMees  Ji,  D  inter  ae  permulabuatur. 
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6.
  ■ 

QnuiB      1  tit  rwiflnnn  ̂ pitintiani  ipaias  j»»  «tatiiamus, 

—  1  =  y/  (mod  ;)),  vnJe  quatuor  ndioM  eaagniMiti**  »*  =  1  erunt 

1 ,  /,  —  1»  —  /.   QiMidbi  itftqut  a  ect  rotidaiini  biqididnuiottui  ip. 

•ius      puta  ̂ a*t  qaatuor  radicoo  oongmontaao  orunt 

atfat  "  ctf      /«f  ivter  m  inoongruaa  ouo  facilo  perspi» 

oitur.  Hino  patotV  oi  eoUigantw  roridua  minima  ]H>sitiua  fclqnadra- 

torum  If  idf  81t  256  ••••  (p  ̂   l)^»  quatoma  •ompor  ao<pialt« 

foro»  iu  vt  iip^^i)  toridua  biquadratioa  diuorM  haboantnr  oom- 

ploxum  A  formantia*  Si  rOaidna  minima  biquadralomiii  vMpio  ad 

{jip  —  I)*  Untnni  ooUigMiitnri  aingula  bia  adorant 

Prodnetum  duorom  rotiduorum  btquadratioomm  manifiMto  oot 

rotldnum  biquadraticiim»  «uo  o  mulliplioationo  duomm  numoronim 

elaaaii  yt  •onapor  prodit  productum,  cuiu»  roiidnnm  minimum  po«i- 

tiuum  ad  candem  claatom  portinot  Forindo  pBodneta  nnmori  ox  B 

in  numomm  cx  Z),  vol  nimiori  ox  C  in  nnmoram  ox  Ct  liabobnnt 

rosiduo  «ua  miiiima  in  w/. ' 
In  i?  autom  eadont  loiidna  prodactoram  oi  C«Z>|  in  C 

raaidua  productoripm  ̂ .Cf  JB*JB,9/t  D,I>i  doniqno  in  JD  roridua 

productorum  A»D^  B*C. 

Demonctnitionoo  tam  obniao  funt,  vt  tnfficiat»  vnam  indiea- 

vimo.  Siht  o.  g.  c  ot  <l  nmDori  ox  C  ot  2>t  atqnO  c  =  «ta, 

<f  =  donotantibn*  a»  d  nomoroo  ox  wdf*   Tmie  €^aa  otit 

miduom  biquadratienm »  U  o.  ipaius  roaiduum  minimum  ad  A  mfo* 

totnr:  qnam  quum  productnm  ed  faX  =  €,e^at£^  illins  Mridnum 

minirottm  in  B  eoatontum  orit.  ' 

Simu]  faetlo  iam  diiodieart  potest,  ad  quamnam  elaamili  ro- 

fomndum  sit  praduotum  o  pluribna- 'factoribui^  Sdlioot  tribuondo 
elaaii  A%      C,  D  resp.  clMraetorem  0,  tf         eharaoter  pro- 
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docti  Tel  aggregato  cbaracCeram  «tngatonnn  faetorom  «eqmUs  erit, 
▼el  eius  rendao  mmiiDO  ceomidnm  modulam  4. 

8. 

Operae  pr«tiiiin  vimm  est,  hasce  propocitiones  elementaree 

absque  adininiculo  thcoriae  residuurnni  poteslalum  euoluere»  qita 
in  auxiliuni  vocnta  omnia  adliuc  inulto  facilius  demonctrare  licel. 

Sit  fr  radix  j)rimtfiua  pro  modulo  p,  i.  e.  nunierus  talis,  vt 

in  scrie  iHjtcstaHini  ,  g  ,  ....  nulla  ante  hanc  -  '  Tnitati 

seruiidiini  niodiiliim  p  congrua  euadat.  Tiinn  residua  niininia  po- 

sitiua  numeroruni  1,       i, jl^  ....  gf  -  '   practer  ordinem  cuni 

hi»  1  ,  2;,  3  p — 1  cunueoient,  et  in  ̂ uatuoc  classes  aequeuti 
modo  dblribuentiir: 

ad      I  rebidua  nrmima  nuincrortm» 

1.  g\i;'^ M 
A^S  g'^  ••• 

C 

gg*  g\  g'°^  g'
* 

• . . . . 

J) 
  A^" Hinc  iiiiiuos  propusitiones  jiraecedenles  sponte  denianant. 

Cetcrum  sicuti  hic  niimeri  1.2»3....y?—  1  in  quatuor 

classes  di  inl  ntl  .suut ,  tpaiiiin  coni|)lexu.s  per  y/,  /?,  C,  D  dcsi- 

gnamuis,  ila  tj^iivr/iiiis  intOCTriiiu  per  /;  n  jh  d jnisiliileni ,  ad  norniam 

ipsiu.^  residui  minimi  secunduni  nioduluiu  aitcui  haruni  ciassium 

aduunierare  licebit. 

Denotabimua  per  /  reaidnum  minimum  poteRtatit  gi^  ~  *^  <e< 

cundum  modulum  vnde  qunm  fiat  ff  =  ̂ s^'*  *  ^  ~  1  (/>!«' 

jirithm*  p.  59)*  p«tet,  charaeterem  /  bje  idem  signilicare, 

^uod  io  art.  6.  Poleatas  ^f'";' *)  iiaqne,  denotante  X  integrimt 

positiunm,  oongrtia  eritsecundum  modulani jd  numero  j,/,  — i,  — /, 

l>rout  \  ibrmae  4«>*  ̂ ''r  +  l»  4m-}-2t  4/^  +  3  resp.,  siue  prout 
B 
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fsidiiuiB  miaimnm  ipMus  ia  Bt  Ct  I^  reip*  nperitur.  Hiae 

naneiicimi»  erit«riom  pmimplex  mA  diindieMHlwDt  ed  ̂ m  elae- 

aem  nmnenu  dalna  h  per  p  non  diuunbilis  referendns  sit;  pertlne- 

bit  scilicet  h  j/,  B,  C  ▼«!  /7,  prout  petcfltas  ^  eecuiip 

dum  medulam  |7  numero  !•  /»  —  1  vel  — /oongrun  ena^ 

Tam^nm  ooroUaritim  fatnc  seriuitur,  — 1  Mmper  ad  dMneBi 

referri ,  ̂pmties  p  sit  formae  Sn-\-  i  ,  ad  classem  C  vero ,  quo- 

ties  j7  sit  formae  8'{  +  5*    Demonstratio  huius  theoremalis  a  theo- 

ria  residuorum  potestatum  independens  ex  iis,  quae  in  DisqmsUio^ 

nUfus  udrithmeticu  p*  %i4  docutmns»  facile  adomari  potest. 

10« 

Qunm  omnes  radices  primitiuae  pro  modulo  p  prodeaat  e  ro* 

sidois  potestatnm  g  ̂  ,  accipiendo  pro  \  omnas  nnmeros  nd  p  l 

primosy  &cile  perspicitur,  illas  inter  complexus  S  9t  D  aequaliter 

di^ertitaa^fbre*  ban  g  sempcr  in  B  eontenta*.  Qoodsi  loco  numeri 

g  xadix  alia  primitiua  e  complexu  Ji  pro  basi  aoeipitur,  olasrifif 

eatio  eadem  manebit;  si  rero  radix  primitiua  o  complexu  D  tam* 

^am  basis  tfdoptatur»  elittses  B  9t  D  inter  se  permutabuntttr* 

Si  classi&catio  criterio  in  art.  praec.  prolaCo  aupemtruitttr» 

discrimen  inter  dasses  B  et  D  inde  pendebit»  vtmm  radicem  con« 

grueDtiae  =  —  1  (mod.  p)  pro  nnmero  ehaEaetenstico  /  ado» 

ptemus. 

11. Qno  faciltus  disquisitiooes  subtiiioires ,  quas  iam  aggreasDrt 

sumusi  per  exempla  illustrari  posnnt»  oonstructionem  classlum  pro 

emnibus  iqodulis  iofra  100  bio  apponimuAi  Radicem  primitiunm 

pre  singplis  mininiam  adoptauimus* 

Digitized  by  Google 
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-  P  =  5 

8  =  2,  f=z2 
A t 

B 2 

C 3 

^ 4 

7?  =  13 

8 =  2,y  =  a 

A 

1, 
3,  9 

B 

2, 

5,  6 

C 
4, 

10,  12 

D 
7, 

S>  11 

A 

C 

D 

A 

B 

C 

D 

A 

B 

C 

D 

P=  17 

ir  =  d>/^13 

l/4>  13»  16 

3y  $9  12f  14 

3*  0«  9>  15 

6»  7>  10>  11 
*  ^ 

i»  =:  29  :  ' 
^s=  2./=  12 

1,  7.  16,  20,  23,  24,  25 

2,  3,  11,  14,  17,  19»  21 

\,  S,  6,  9,  13,  22,  28 

8,  10,  12,  l^,  i^,  20,  27 

p  =37 

^=  2,  /=  31 

1>  7,  9.  10,  12,  16,  26,  33,  34 

2,  14,  15,  18,  20,  24.  29»  31,  32 

3,  4,  11,  21  ,  25,  27,  28,  30,  3f) 

5>  6>  S>  13>  1Z>  19>  22,  23,  35 

B  2 
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p  =  41 
8 

J 

1, 

4,  10,  16,  18,  23,  25,  31,  37,  40 

B 

6, 

14.  15,  17,  19,  22,  24,  26,  27,  35 

C 2, 5,  8,  9,  20,  21,  32,  33,  36,  39 

D 

3, 

7,  11,  12,  13>  2«,  29.  30,  34,  38 

p=r  53 

g =  2, /  =  30 

1,  10,  13,  i5,  16,  24,  28,  36,  42,  44,  46,  47,  49 

B     2,  a,  ly,  20,  26,  30,  31,  32,  35,  39»  41,  45»  48 

C     4,  6,  7,  9»  11,  17,  25,  29.  37,  38,  40,  43»  52 

D     5,  8,  12,  14,  18,  21,  22,  23,  27,  33,  3^  50,  51 

^  =  2, /  =  11 

A  1,9, 13, 13,  15, 16,  2a  22, 25»  34»  42^  47,  56,  57, 58 

B  2,  7,  18,  23,  24, 26*  30,  32, 33,  40, 44,  50,  51,  53,  55 

C  3,  4,  5,  14,  19,  27,  36, 39, 41, 45, 46»  48,  49, 52,  60 

D  6,  8,  10, 11, 17,  21,  28,  29i  31, 35^  37,  38^  43^  54,  59 

JP  =  73 g  =  5>  /=  27 

J    1,  2,  4, 8, 9^  16, 18, 32, 36,  37#  41, 55, 57^  64,  65,  69^ 

71,72 

B    5,  7,  10, 14, 17,  20j  28>  33»  34, 39,  40, 45»  53, 56,  S9» 

63,66,68  « 

C    3, 6, 12,  19,  23, 24, 25,  27, 35, 38,  46,  48,  49,  50,  54»  ' 
61,67,70 

D     11,  13, 15,  21,  22,  26,  29,  30,  31,  42,  43, 44,  47,  5i, 

52,  58,  60,  62 
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P  -  80 

g  =  3,  f-  3t 

A    1,  2,  -i,     J  J,  l6,  22,  25,  32,  39,  44,  4j,  50,  57,  64,  67 

73,78,81,85,^7.88 

B     3,  6,  7,  12,  i4,  23,  24,  28,  33,  41,  43,  40,  48,  56,  61, 

65.  66,  75,  77,  82,  83,  86 

C     5,  9^  10, 17, 18,  20, 21*  34»  36,  40«  42»  47, 49,  53, 55, 

68,  69*  7I>  72,  79,  80»  84 

Z>    13, 15,  19»  26»  27,  29*  30^  31,  35»  37,  38,  51,  52, 54» 

58, 59«  60«  62»  63»  7(b  74«  76 
=  97 

^  =  5,  /=  22 

^     1,  4,  6,  9i  1    22,  21 ,  33,  35,  36,  43, 47,  50,  54,  6J,  62, 

64,  73,  75.  81,  88,       93,  96 

•    B     5,  13,  14,  17,  19.  20,  21,  23,  29,  30,  il,  45,  52,  56,67, 

68,  74,  76,  77,  78,  80,  83,  81,  92 

C    2,  3,  8,  11»  12,  18,  25,  27,  31,  32,  44,  48,  49,  53,  65» 

66,  70,  72, 1%  85,  86,  «9,  94,  95 

X>    7,  10, 15»  26,  28,  34,  37,  38,  39>  40, 42»  46,  51, 55, 57» 

58,  59*  6a  63,  69, 71,  82»  87,  90 

12. 
Qunm  nniDenM  2  nt  residuuin  quadmtiottm  omninin  ttumero* 

rom  primDram  fbrmae  8^  +  1»  non  residuum  rero  omnium  fi>rmae 

%nAr%%  pvo  modulia  primis  formae  prioria  2  io  daste  A  Tel  C% 

pro  modults  fbrmae  posterioria  in  cUuee  B  vel  Z>  inuenietnr.  Quum 

diaorimen  inter  clasaes  J?  et  I>  non  «it  essentiale,  quippe  qnod 

tantummodo  ab  electione  numeri  ̂ pendet*  modnlos  formae  Ba  +  ̂  

aliqueotisper  sepoaemus.  Moduloe  foroiae  8a-|-1  autem  ittductuh* 

tii  subiiciendo»  inuenimus  2  pertinere  ad  A  pro  p  =  73»  89»  113« 

233«  257  ,  281*  337  ,  353  etc.;  contra  2  pertinere  ad  C  pro 

p  =  17»  41«  97»  137,  193,  241»  313, 401»  409>  433»  449«  457  ete. 
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Ceterum  qm.m  pro  i^odolo  primo  fomiao  8«  +  l  vwn9am 

 i  sit  residuiun  biqaBdratiaim »  p^ui,  —2  $ejnpcr  coin      2  <^ 

eandeni  classem  rofBteiMlpni  9U», 

13. 

8i  exeinpla  art.  praeo.  inter  le  cotnpaniatur»  fnn»  taltem 

aspectu  criterium  nnllnn  nmplex  ae  oSerre  videtur>  per  quod  nuf 

dulos  priorea  n  porterioribua  dignoeeere  lioeref*  Nihilominna  duo 

huiuimodi  oriteria  dantnrt  elegantia  et  «mplicitate  porinaignia>  nd 

quorum  alternm  coniiderationea  aequentee  viam  atement. 

Modulu8/7,  tamquam  nnmeroa  pnmna  fbnnae  8ik-{-i,  reduei 

poterit»  ot  ̂ yidem  imico  tantom  modOf.  aub  iormam  + 

{DuquUt,  JrUhm.  p.  220);  ndioea  ii,  5'potitioo  noeipt  auppone- 

mna.  Manifolto  a  impar  eritt  b  Toro  par;  •tatnemna  antem  (  =  2*  c, 

itm  n  e  ait  impar*    lam  obsemaniuj 

L  quum  Balieatnr  =  («od.  e)  iptnm  p  •ho  reaidnum 

quadrattcum  ipsiua  c,  et  proin  etiam  dngulomm  faetoram  pfinM»- 

mm«  in  qnoa  e  readnitnr:.  TiciBfim  itaqne,  'per  tbeoremn  fimdn« 
mentde,  singuli  bi  &ctorea  primi  orunt  reaidua  q^UMbatica  ipaiuaiyt 

et  pfoin  etiam  illoram  praductum  c  erit  rettdonm  qoadratioum  ip- 

aius  p.  Quod  qonm  etiam  de  nomero  2  valeatt  .patet»  h  eam 

aidutun  quadraticom  Ipaiua  et  prain  hbt  neo  mm  —  hh^  ten» 

doum  biquadraticum* 

-  II.  Hino  ̂   2bb  eandem  daasem  refetri  debet,  in  qnn 

innenitur,  numeraa  2;  quare  qunm  aa^  ^  Uhh^  manlfeatum  ests 

2  Tol  in  clasae  Jf^  ▼el  in  clasae  C  inuentri,  praut  a  ait  vel  residann 

quadraticnm  ipMos      vel  non-residoum  qradratieum, 

IIL  lam  supponanms,  a  in  faetorea  suos  primoa  reaolntnm 

esse,  e  quibos  ii,  qui  annt  TeLformae  ^m^i  ▼•l8m+7f  deno- 

tentur  per  «Va"  «tc.,  ii  vera,  cpii  aunt  vel  foimae  8m-i-3  Tel 

Bm-\-5r  ̂ fffff'  etc«s  posteriomm  multitudo  sit  Quo- 

niam  p  =  2bh  (mod.  a)«  erit  p  reaidunm  ̂ iadratlcum  eoram  Ca- 
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ctOfnBi  pEUMmiiB  ipnmaf  qmtvmtmaiimm  qmdniticiini  ett^i 

ItdorDiB  ut  ti%  u"  nim-Mnidiitiiii  ̂ adntieiiin  vera  ftetnniiii- 

Mffmni  qoonuii  non^Miiduiiin  quadcntienlta  e«t  2f  i*n*  fiMlocum 

0>  fff  /3"  ̂   Qiiocirca,  vicn  vmm,  pcr  thaomnn  fund«Bicnttlc, 
iinipili  »9  a\  (tH  nto.  erunt  rendan  qmdratictt  ipdos  jp»  cinguU 

9*  ff  eatem  non^-tendnn  qnadinttca.  Ex  liis  itaque  coii- 

duditur»  productum  a  fbre  residunm  qoadmtionm  ipeius  p%  vel  non- 

rMidnnm,  pront  ̂   par  sit  vel  impar.r 

IV»  Sed  facile  confirmatnr»  prodnctum  omninm  a*  a»  a  ete> 

fieti  fiinnee  8m-f-l  vel  8nB  +  7»  idemque  valere  de  ptoduclo  om- 

nium  otc.t  ai  bomm  ranltttndo  fuerit  par,  ita  vt  in  boe 

ceMi  etiam  prodnetum  a  neceMario  fieri  debeat  formae  ̂ m-^\  vel 

8m4'7t'  eontra 'productum  nmnium  j3»  3^  ̂   *^*>  quotiee  ipso- 

nim  raaltitudo  impar  sit,  lieri  formae  81914-3  vel  8^4-5»  idoBi- 

qne  adeo  in  Iwc  casu  valere  de  prodocto 

Ex  Iiis  omnibus  itaque  colligitur  tbeoremn  eleg^li 

Quoiie»  a  €9t  formae  ̂ m-^t  pel  d^i  +  T*  iwiieras  2  in 

complexu  A  conUniif  erit;  quotie»  vero  a  ett  formao  8ni-^3 

m/8^  +  5»  numerua  2  ia  eomplexu  C  inuenietur, 

Quod  connrniatur  per  exempla  in  art.  praec.  enumerata;  prio- 

res  eniui  moduli  ita  disccrpuntur:  73  1  +  2  36. 89=  81  +  2  -4. 1 13 

=  81  +  2  .  16,  233  =  225  -H  2  .  -i,  257  -  22j  +2-16,  281 

=  81  +  2  . 11)0,  337  =  49  +  2.144.  353  -  225  +  2-64\  postcrio: 

res  vem  ita:  17  =  9  -f  2  •  4,  41  =  9  +  2  •  i(h  97  =  25+2-36, 

137  =  9  +2.64,  193  =  121  +  2- 36,  241  =  169  +  2  .36, 

313  =  25  +2.144,  401  =  9  +  2-196,  409  =  121  +  2  •  144» 

433  =  361  +  2 .36,  449  =  441  +  2  .4,  457  =  I69  +  2  . 144- 

14. 
Quum  di^ccrptio  nuuicri  /»  iu  quadraftim  siu  y>k'X  et  duplex 

ncxuiu  lani  insigneiu  cum  cla.s.sificatione  nunieri  2  piodiderit ,  ope- 

rae  pretium  eh&e  jidclur  tentare,  num  discerjptio  in  duo  ̂ uadrata. 
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tm  niiaittruni  p  a«qiie  olnioxittni  esse  constat»  similein  forte  suo- 

oessttm  snppedilet*  Eoce  ita^ue  diteerptionea  numeronun  p,  pro 

qttibus  2  pertinet  ad  claseem 
A C 

0  +  64 
1  +  16 

25  +  64 
25  +  16 

40  +  64 81  + 16 

lAO  4-  64 191-4-  \(\ 

1  +256 49  + 144 

25  +  256 
225  + 16 

81  +  256 169  + 144 

289  +  64 1  +  400 

9  +  400 289  +  i44 

49  +  400 441+16 

Ante'  omnia  oBsemamus»  dttorun^  qttadratorumf  in  qoao  p 

discerpilnr»  alierom  impar  esse  debere,  ̂ od  slatuemus  ^aa^  nl" 

terumpar»  quod  Slatuemus  s  hh*  Quoniam  aa  fitformae  8t+l« 

palet,  valoribns  impariler  paribus  ipnus  h  respondere  valores 

Mus  p  fomae  8»  + 5»  nb  inductione  noslia  Ino  exdusos,  quippo 

<».u  liumerum  2  i"  olasse  B  vel  D  Jiaberent.  Pro  valoribus  autem 

ipsius  qui  sant  formae  8n  +  l>  h  esse  debet  pariter  part  et  si 

induclioni,  quam  sdiema  allatum  ob  ooulos  ristit»  Bdem  babere  li- 

oet,  numems  2  classem  A  referendus  erit  pro  omnilnis  moduli^ 

pro  quibus  h  est  formae  8a>  ad  classem  C  v«tl  pro  omnibus  mo- 

dulis»  pro  qdibtts  h  esl  formse  8  "  +  4'  Sed  boo  tfieorema  long^ 

allioris  indagiois  est»  qntm  id,  quod  ia  art.  praec.  ernimus»  de- 

monslrationique  plures  disqnisillones  praeliminares  sunt  praemitten- 

dae,  ordinem,  quo  numeri  complexuom  ̂ »  /f,  C,  Z>  se  inuioem 

sequuntur,  spectantes. ' 
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15. Deaignraiiii  iHQltilpdiDMii  iiiiiD«roniin  e  eompkzu  qoos  ini« 

niftdiate  •eqttitiir  Bumeius  e  coinplextt  A%  B%  C,  D  roip.,  per 

(00)».  (01)»  (02)  f  (03)$  perinde  multiludiiieni  numeroniv  e  com- 

.  plexu  JB,  queo  •equitur  namon»  e  eemptexu  At  Bf  C,  D. 

f«ep*  por  (10)>  (11)>  (12)»  (13);  siniilitorque  «nt  hi  comple» 

xu  C  reqp..(20)9  (21)  >  (22)  t  (23)  numori»  in  eomplovu  D  voro 

(30)»  (31)»  (32)  a  (33)  nnmeri»  quos  soqnitur  numefiw  e  oottiplexu 

At  BtCgD*  Proponimilo  nobiih  bu  sodeoim  multttuJinet  apriori  do- 

tenninofe.  Que  oommodiiu  lootoroi  rotieoinia  generaliaeum.exomplis 

comperare  poa^nl,  valores  numerlcot  lerminerum  •cbematia  (4^) 

(00),  (niV,  (00),  (03) 

(10),  (11),  (i  >),  (1.0 
(20),  (21),  {22),  (23) 

(30),  (31),  (32),  (33) 

pco  Mngiilis  modulb»  pro  quilitu  erowifieationof  in  art*  11  Iradidi- 

miift  ikio  edteribore  Tisnm  «^sL 

p 
•  =  5 

37 

P  =  73 
0, 

i,  0,  0 

2, 
1, 

2,  4 
5,  (),  4,  2 

0, 

0,  0,  1 
2, 

2, 

4,  1 
6,  2,  5,  5 

0, 
0,  0,  0 

2, 

2, 

2,  2 4,  5,  4,  5 0, 

0.  1,  0 

2, 

4, 

1,  2 2,  5,  5,  6 

p 
=  13 

P 
41 

=  ijy 

0, 
h  2,  6 

0, 

4, 

3»  2 
3^  81  6.  4 1, 

1,  0,  1 

4, 
2, 

2,  2 8,  4,  5,  5 
0, 

1.  0.  1 

3, 

2, 

3.  2 (y?  S$  (^9  S 
1, 

0.  1,  i 

2, 
2, 

2,  4 
4.  5,  6,  8 

p 
=  17 

/>3 

P  =  9T 0, 

2,  1,  0 

2, 

3^ 

6,  2 2,  6,  7,  M 

2» 0,  1,  1 

4> 

4» 2,  3 6t  8)  5.  5 
1/ 

1,  1,  1 

2. 

4, 

2,  4 7,  5.  7.  5 

0, 1,  1.  2 

■1. 

0. 

3,  4 8»  5.  5^  6 

p 

=  29 

61 

2, 

3,  0,  2 

4, 

3, 2,  6 

1« 1,  2,  3 

3, 
3, 

6,  3 
2, 

1,  2.  1 

4^ 

3, 4,  3 

U 

2.  3»  <1 1 
3» 

6, 

3>  3 
c 
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Quum  noduli  fomao  Sn+i     Sa  +  S  <liu«fM  modo  so  lui- 

boaiiti  vlrosquo  looniin  tnieiairo  oportol:  ■  priorilnt»  imltom 

eiemtM* 

16. Ghoroeter  (00)  indieat»  quot  modisdinOKtta  aoqualioni  ee -4- 1— 

satasfiori  poasitt  donotantibus  a»  a  indefinito  numeroa  o  «omplextt 

Qnam  pro  moilulo  formao  8  n  4*  1  •  qualem  liic  aubinteliigimusb 

a  ot  p^0t  ad  eusdem  complexum  pertineant»  concinoiut  dice- 

niua»  (00)  ozprimero  nuiltiiudinem  modoruu)  (liueraornm*  aerjua- 

'  tioni  l^-tfH^ttS/^t  «atisfaciendi :  manifesto  Iiuius  aequationi»  vtoe 

otiam  congruontia  l  +  a+a  =0  (mod.  p)  fuogi  potest. 

Perinde  (01)  indicat  multitudinem  aolotionttm  eoogruentiao 

1  4-  £t  -hi3  ̂   0  (mod.  p)i  (02)  muliitiidinem  aolutionum  eongruen- 

tiae  l  +  a  +  y  S  0»  (03)  multitudinen  solutioniim  eongraentiae 

f  tt  i  =  Oi  (11)  multitttdinem  aolutionum.  congruenliao 

f^^^ff^O  etc.f  ozprimendo  indelintte  per  $  9t  ff  nomeroe 

0  complexn  .pec  y  numetos  o  complexu  C»  per  i  numeroe  o 

oonplezu^.  Hinc  atatim  colltgimus  wtOL  aequationes  soquentest 

(01)=(10),  (62)=(20),  (03)=(30),  (12)  =  (21),  Cl3)=(3l), 

(23)  =  (32). 

E  quauia  aolotiono  dnta  oongrueDtlae  l4-a  +  /3=0  demn* 

nst  solutio  congTuootiao  l  +  l+J^  =  Oi  accipiendo  pro  i  numo- 

rum  inter  limites  — 1  eum  qui  roddit  ̂ ^=1  (^ui  ma- 

nifealo  orit  o  complezu  i>)t  et  pro  ̂   tosiduttm  minimum  poaiti^ 

vum  producti  {quod  ttidem  ent  o  oomplexu  D)i  peiindo  po» 

tet  regroasus  a  solufiono  dsta  congruentiao  l-t^J+^SO  ed  so- 

lutionem  congrtientiae  i4.«-).|3S0i  *i  |3  aocipititr  iUif  vt  liat 

|3i^31t  simtilque  statiiitur  ct^^j'^  Hino  oonoludimiiSt  Ttram-  . 

qtio  congntentiam  aequali  solotionum  mtiltitodine  gaudore»  atuo  esse 

(01)  =  (33). 
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Simili  modo  •   congnientia    1  4*    4"  y  ̂   0  dedacimtis 

^'4-7"+  l=Ot  *i  y'  aecipilur  •  eomplexii  C  ita  vt  Jiat  yy 

atquo  y**  «X  «odem  compleztt  congrulu  producto  cey.    Vnd«  fe- 

'         eoUigimWj  Ims  duat  congruentias  acqimlem  solutiOnum  mul- 
titudinem  admittere»  «iiie  eme  (02)  =  (22)* 

Periodo  •  oongra«Btia  1  +  «  +  ̂ ^0  dedudmua  l=Ot 

neeipieodo  ̂ tff  it«  vt  fiat  /9^=1,  $a  =  fft  eritqne  «deo 

(03)  =  (11). 

Deni^u»  0  coBgmentia  1  /3  +  y=0  timili  modo  tum  con- 

graentiem  ̂ 4-1  +  3=0»  tum  hBno  y  +  i'-^i^O  doritumus, 
atque  liine  ooncludimiis  (12)  =  (13)  =  (23). 

Nacli  sumus  itaque ,  inter  sedecini  incognitas  nostras,  vnJe- 

cim  aequationes,  ita  vt  illae  ad  quinquc  reducantur,  scliemaque  S 

ita  exhiberi  possit: 

/1,    z,    Lt  l 

i,    l,    nii  m 

if   m»  ni,    i  . 

Facil*  vero  trea  nooao  nequattonea  eondilionalea  ediiciunfur. 

(^uum  •nim  quemnia  numanim  complexua      excepto  vlliino  /r<— 1« 

sequi  debeat  niuuenu  ex  ali^o  oomplmcuum  jl,  Bt  C  vel  !>, 

liab«bimita 

(00)  +  (01)  +(02)  +  (03)  =  2«  -  1 

•t  periiid« 

(10)  +  (11)  +  (12)  +  (13)  =  2» 

(20)  +  (21)  +  (22)  +  (23)  2« 

(30)  +  (31)  +  (32)  +  (33)  s=  2» 

In  aignis  modo  introductia  tres  primao  aequattonea  aoppeditantt 

*+^  +  *  +  '  =  2«  — 1 

»  +  ̂  +  2j»  =  2  « 

^  4-  m  s  » 

C  2 



20  •     CABOLI    F&IDfiaiCI  OAUSS 

Qimtii  mm  •wnuida  fit  ideiitiM.    AdiunMnto  barain,  aequationum 

tres  inoogBilkniiii  olimiiiftro  licot»  quo  ]^aelo  oniiot  aodeciin  ioin 

«d  duM  rcdoctao  ittnt. 

•  .  » 

17. Vt  voro  dotominatioBeiii  completon  naneticaiiiur ,  iDttestigann 

•oniiMiiet  multitudiaem  solutionttm'  congrueDtiao 

l+et+3+7=0  (mod.  p) 

disignantibus  a»  /3»  y  iiidelinile  nuiueros  e  conii>loxil)Us  B t  ('» 

Manileoto  valor  ct  ~  p  —  1  noii  est  adniissibilis,  quiinj  lleri  nequeat 

/3"+*'/— iiubstituendo  itaque  pro  a  deinceps  valores  reliquoS' 

prodilnint  // ,  i,  l  valores  ipsiui»  1  -j- a  ad  JJ  ̂   D  resp. 

pertiuenlcs.  Pfo  r^uouis  auteni  valore  (Utiu  ipsius  i -\- a  ad  f- 

pertinente ,  pula  pro  1  +  <*  =  »  congruentia  a"  -{-  3  "h  V  =  0  lo- 

tidem  fololionea  admittet ,  quot  congmentia  1 4~  /3  4*  y  ~  0  (sta- 

*  tueiido  actlieet  |3  =  cc<*3'*  y^et**7)>  i*«-  aolutiones  (Ji)  =  ///. 
Perinde  pro  c[uooia  valore  dato  Ipaius  l  ̂ ^a  ad  B  pertinente,  pu- 

ta  pro  l+a=:3<*>  congruentia  304-/34-^  =  0  totidom  aolotio- 

nea  liabebtt*  quot  haeo  1  +  a  -f-  /3'  (aeilicot'  atatuendo  /3=3°«', 
y=/3**^)»  i*  0,  aolutionea  (pl)  r=  L  Similiter  pro  quolibet  Talo- 

re  dato  ipaiua  1  +  «  ad  C  pertinente,  puta  pro  l-f-ctsy«,  eon- 

puentia  ye-|.j3  +  y^o  totidem  modia  diueraia  aolui  poterit,  quot 
haeo  l+J+asO  (nempe  atatuendo  jSSy*^,  y^y^a),  l  o. 
solulioniim  .multitudo  erit  (03)  =  Deniquo  pro  quouia  valoro 

da^o  ipsius  1+«  ad i>  pertioente,  pnlo  pio  l-f«=j(»,  congruen- 

tia^4-3+vH^0  totidemsoluiioneahebebit^  ^thaeei-(-y +^^0 

(statiHM.do  /3=J«>y'.  y=»Jo<i">,  i.  e.  m  sblotiones.  Om- 
nibus  iiuque  colleelia,  patet,  oongcnentiam  i-^^a  +  ̂ ^^^y^o 

admiii<>re  
' 

•  hm  +  ii  +  il^i,n 
joluti-  diuersas. 
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Prorsus  vero  simili  aM»do  •ruimus,  si  pro  jS  singuli  deinceps 

nuneri  eoroplexttt  B  tulwtitnaiitur ,  summam  1  + ohtlnere  re^p. 

(10),  (ll)i  (12).  (13)«tt«  »•  /|  m  valores  ad  J,  Ji,  C,  J) 

]MCtiii«BtM,  et  pro  ̂ uottit  valOM  dtOo  iptius  l  +  3  coni- 

plvzua  pwtiiMntttt '«ongntMtiaai  l-f^/S  +  ̂  +  y^O  resp.  (02), 
(31)*  (20),  (13)  iiiw  m,  k,  m  «oldtimM  diumt  admittere,  ita 

Tt  miiltitndo  ommain  aolotiomtm  fiat 

=  ii  +  /i»  +        4-  nim 

.Ad  onndom  vnlorom'  pMdnoimnr*  ai  ouolntionom  coniidatntiom  valo- 
rum  attmmao  l>-|-  y  tuperttnilmui» 

18. Ex  bao  dnplioi  oiuadmn  multitiidiiiia  oi^rouioiio  aaneiicimar 

ooquatiooom: 

'  0  s=       +  «»  +  A/  —  i*  —  *m  —  mm 

otquo  hine,  oliminando  h  odinmanto  ae^ottonia  hzz  2m^k^u 

0^ik-^m)^+  ii  +  il^ik  ̂ tk^m 

Sod  doaa  aoc|nationea  vltimao  «rt  16  «uppeditant  i&=|(/-f.i), 

qno  yabro  eulittitoto  ii-f  X-/'*—  ik  ̂ 'ik  tranait  in  i(/  — i)*« 
adooquo  ae4|notio  pnecodene^  ̂   4  mttltiplicata ,  in  luioo 

0  =  4  (X*      m)*  +  (/—  i)«  —  41» 

Hinei  ̂ oniam  4m  =s  2     +  m)  ~  2  (*— m)  s  2»     2(*— OT)b 

•oquttiir 

2»     4(X— m)^+ 2(X^m)+ (/»/>• 
aiuo 

8«  +  l  =  (4(X— i»)  +       +  4  (/  —  »)* 

Statuendo  itaque 

4(if  — w)  +  1  =      2^— 2*  =* 

Jiabel>imus 

p  =z  aa  bb 

Sed  constal,  p  vnico  lantuni  modo  in  duo  quadrata  discoqji 

potse^  ̂ uorum  alterum  impar  aocipi  debet  pro  aa,  «Iterum  par 
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hht  it«  Tt  <iOt  66  aint  «umMi  «x  mise  d«tonninatU  Sed  etUni 

a  jpM  crit  nttmenw  protnw  detftrmiMtns;  radix  enim  qoadrari  pb* 

sitine  «ooipi  debet,  val  negatiue,  prout  radix  positiua  est  formae. 

^ilf^-l  vel  4iKr  +  3*  De  determinatione  eigni  ipeiue  h  mox 

loquemur. 

tam  Gombinatii  bis  nouts  aequationibus  cum  tribus  vltimis  art. 

161  qninqae  numeri  /»»  i»  />  /»  per  6  et  n  penitos  determi> 

nantitr  eequenti  modo: 

»  4»  —  3a  —  5 

=  4«  +  a  —  2^»  —  1 

git  =  4«  +  a  —  1 

8/  =  4/»  +  «  +  2&  —  1 

8m  =4«  —  a  +  1 

Si  loco  ipsius  n  moduluiJi  ;?  intruduccro  inalumus,  schema  \ 

singulis  tenninia  ad  euitandas  Iractiones  per  I6  multiplicatis ,  ila 

se  liabet: 

|>  —  6«  —  4 1 

p4-  9«  —  46^3 

;)  4-  2«  —  3 

p+  2«  +  4^-3 

4-  2«  4-      —  3  p  —  2a  4-  1 
y,          '2(1  +  1 

p  —  2«  +  1 

19. 

p  +  Sa  +  ̂^»— 3 
/^— 2«  +  l 

p  +  2«  —  3  /)  —  2«  +  1 

— 2a  4- j  t  +  2a  — 4^— 3 

Supercst,  vt  signum  ipsi  b  tribuentlnm  «Ti-sis^nare  doceanius. 

lam  supra ,  art.  jf),  nmnnimus,  disfinctioiieju  inier  coiiiitlexus  B  et 

jD,  per  sc  non  1  s>pnt]  .lcm ,  ab  eiectione  nuine:  i  /  |)endere,  pro 

quo  allerutra  ladix  congtueniiae  arx=— -1  iinriiii  debet,  illasque 

inter  se  pernnitnrl,  si  loco  alterius  radicii»  altera  adciprpiur.  laiu 

quum  inspectio  scbematis  modo  allati  doceat,  &imilcm  permula- 

tioncm  cum  mutationo  slgni  ipsius  b  cohaerere,  praeuidere  li- 

cet,  nexnm  inter  sigoum  ipj>iui  (>  atque  numerum  ex.stare  dp- 

bere.  Quem  vt  cognoscamus ,  ante  omnia  obrferuamus,  si,  deno- 

taute  inlegrum  non  negaiiiium  ,  pro  r  accijjianiur  omnes  Qumeri 

1,  2f  3....i»—  1>  fieri  secuadum  moduium       vel  X-''  =  0»  vel 
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S***  =  —  1,  prout  IX  vel  noo-.diuisibnis  sit  per  p — i,  vel  diui- 

«ibilis.  Pare  postarior  ib«Oveaitttt  inde  palet,  cjuod  pro  %-alore 

jpsiiis  fjL  per  —  1  diiiiaibUii  bab«tiir  «»•  =  l:  paitem  priorem  ve- 
n»  ita  dMnoMtraiiiiis.  .  Denotanlo  g  ndioom  priibltiuiiiD,  omnes  z 

connomeiit  com  NMduis  mimmit  omninn  «eeipiendo  pro  y  om- 

neenmneioiO,  1»  2*  d*.../»^2»  eriCii«e  edeo  Zei*^::^^. 
Sed  fit 

Hinc  vero  sequitur,  ̂ oniam  pro  velore  iptinf  ft  per  />— 1  non- 

diuisibili  \\m  1  congruus  «iae  ̂   —  1  per  /»  dtoieibilis  eaee  ne- 

quit,  ̂ ^"  =  0.  Q.E.D. 

lam  ci  potestee  (£«  +  1)«^"^  ieonndnni  tbeoremn  binomiale 
•noluitor»  per  lemnu  preeo.  fiet 

S  («♦  +  Ddfl'-*^  =  -  2  («cd.p) 
Sed  residaa  minima  omnium      esKbibent  omnes  nitmenis  quo- 

vb  ̂ ater  oeeoitente ;  babebimiia  ita^e  inter  residna  minima  ip- 
eins  s^  4-  1 

4(00)  ad 

4(01)  nd  B 

4(02)  «d  C 

4(03)  «d  D 

pertinenlia,  qtiatuorque  erunt  =  0  (pula  pro  ~  p — 1).  "  Uinc, 
considerando  criteria  complexttum       U%  Ct  D,  deducimtis 

S  4(00)+4A01)-  4(02)— 4/(03) 
aueo^ue 

^      2  =  4(00)  4-  47(01)  —  4(03)  —  1 7(03) 
sine  substitutia  pro  (oo),  (Ol)  etc.  vaioribus  in  art  praec.  inuentis, 

—  2  ̂   —  2a  —  2  —  2f^f 

Hinc  itaqpie  colligimus,  semper  fieu  debere  «+*/=0,  wue, 
muUfplicanA»  per  /, 
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6  S  o/ 

qnao  congrttMtU  dolenninattOBi  aigiu  ipeii»  6>  ••  miaie
rus  /  tmm 

eleetus  est.  vel  detofmiiwtioni  nnmori  /,  st  «ignom  ipMUS  b  eUttn- 

de  pmeseriliitttr,'  inaorait. 

20. Postqnam  ptoUema  iiOBtrum  pro  moilulis  forBiae  8»+
l  com- 

pleto  aoloimns,  propodimnr  ad  easnm  altonim,  
vbi  ost  fonoao 

8»+ 5:  *®  brouius  absoloofo  lioebit,  qnod  onmia  ratlooic 

.nio  panim  a  pcaeoed^tibua  dilbn
mL 

Quum  pro  tali  modulo  —  1  ad  oUmem  C  povtineat,  oomple-
 

nienta  numerorum  complminin  At  Bf  D  ad  summam  jp,  in 

olassibus  Ct  D,  A*B  resp.  oontenU  onmt.    Hine  fseae
  eolligitur 

iignnm 

Coo) 

(01) 

(02) 
(03) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(20) 

(21) 

(22) (23) 

(30) 
(31) 

(32) 
(33) 

«ololloiiam  cotigroenlise 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

4 

1 

+  ct 

+  « 
+  3 
+  3 

+  ̂  +  3 

+ 

+ 

y 

y 

y 

+  y 

+  ̂  

+  
«' 

+  3 

+  y 

+  ̂  

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

3
'
 

y 

ce 

3 

y 

/3  = 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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vnde  statlm  habentur  sex  ae^uationes: 

(00)  =  (22),  (01)  =(32),  (03)  =(12),  (10)  =(23),  (11)  = 

(33),  (21)  =  (30). 

MttltipUouiao  omigraeiitiAOi  1  +  is-|*y=0  ptr  «nMfnm  ̂   e 

com^exu  C  it»  •leetuiiif  Vt  fiat  yy  =  1.  accipicacloqm  pto 
 re- 

olilniini  miirimnm  pioducti  ay\  qvtod  manifesto  qooqno  eomple
xul  C 

admniMMiidum  orit.  piodit  y y'  +  lSO.  v&do  ooUistmiis  (00) 

=  (20). 

PMims  sinriU  modo  Imboiitar  aoqimtioiiol  (01)  =  (13),  (03) 

5=  (31).  (10) =(11)  =5 (21). 

Adiumento  harum  vndcnlm  aet^uatlonum  todoeim  inoognitao 

nostras  «il  ̂ uin^ue  reducere,  schema^o  S  ita  oxhtbore  posn
imiMi 

h,  i,  l 

m ,  m ,  l,  i 

h  j  m ,  h  i  m 

mt  It  if  m 

Fteio  bolmmi»  aoqoatioaoo 

(00)  +  (01)  +  (02)  +  (03)  =  2n  +
 1 

(10)  +  (11)  +  (12)  +  (13)  =  2»  +  l 

(20)  +  (21)  +  (22)  +  (23)  =  2
« 

(30)  +  (31)  +  (32)  +  (33)  =  2»+
l 

aiuo»  adbibondo  signa  modo  introdncta,  hu  troa  (
I): 

/,  ̂   i  4-  jfe  4-  /  =  21  +  1 

2m  H-  i  +  /  as  2«  +1 

A  4-  m  =  I» 

ijuarum  iu^uo  adiumonto  incognitai  nootrM 
 iom  ad  duas  leduco- 

re  licet. 

Aequationes  reliquas  e  conMtlerai  one  multitudi
nis  solutionum 

congnMQtiao  l  +  «  +  3+y  ̂ O  deriuahiiuus  (per  a,  j3>  y»  etiam 
D 
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Ue  jiid«fioit«  iitiin«Mift  •  complextbot.  A,  B^C  r«cp«  donotaalea). 

Seilicet  perpeadendo  primo»  1  +  a  praebero  A,  i»  ifr,  /  minicros 

retp.  ad  C,  /> '  pertinentes,  et  pro  qtiouis  vnlore  dalo  ip- 
aius  tf  in,b!e  ̂ ietuor  oa^bus  resp.  haberi  aolutionea  mt 

mukitndo  omnium  solntiooum  erit 

=  hin  +  il  -f-  i^'  +  /fli 

Secundo  quum  1     3  exhibeal  ///,  ///,  /,  i  mimcros  ad       U,  C, 

J)  perliiKMitrs ,  et  i^ro  quonis  vdlore  dato  ipsius  j3  in  his  quatiior 

casibus  cxstent  soluUonei  /*,  m,  h,  m,  multiludo  omntum  aolutio- 

num  erit 

=:  hm  +  mm       hl  -^-  im 

vndo  deriuamtta  aequationem  »' 

0  =  mm  +  A/  +  im  —  il  —  ih  ̂   Im 

qoae  adiumenlo  aequationis  A  =  2<m  —  A»ex(l)  petitae,  tranait 

ia  banos 

0  :s  mm      hl      hi  —  il  —  im  —  im 

lam  ex  acqualionibus  I  habemus  etiam  /-|-  >  ̂   1  +  ̂Ai  vnd* 

21=1+2/^4-      —  0 

2/  =  1  4-  2//  —  (i  —  0 

QuibuB  valoribua  in  aequatione  praeccUente  &ubstitiitis,  prodit: 

0  -5  4flBfn  —  4'»  —  i  —  SAin  +  ̂ hh  +  (i  —  0* 

Quodu  tandein  pro  4>n  Wo  «nbatiluimui  2(A  +  /i>)  —  2(A — m) 

aiue,  propter  aequationem  vltimam  in  I,  2»  —  2(A  — 
«b- 

tinemus: 

0  =  4(A  — «)•  —  2»  +  2(&  — n»)      1  +  0  —  0' 

adeoque 

8«  +  5  ==  (4(A— OT)  +  0«  +  4(1  —  /)* 

Statuendo  itaque 

4(/i  — /«)  +  1  =  fl,  2*  —  2^  =  A 
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haa  ̂ mtm  in  hoo  ̂ Ofiie  oatn  p  vnioo  Umtiini  nodo  in  dtio 

fitailcntn,  ptr  «IteniiDt  altoniin  inipar,  diiotipi  pOMit»  aa  9t.bh 

ennit  nniheri  prorsus  determinati ;  manifeslo  enini  aa  qnadnito  in»- 

pari>  bb  pari  aoqualit  atatni  debet*  Praeterea  c^Jicim  ipsius  a  ita 

erit  stabiliendum,  vt  fiat  a  =  1  (mod.  4),  signtimque  ipsius  b  ita« 

vt  haheatnr  6.=  a/  (inod.y>),  vti  per  ratiocinia  iis  qaihm  in  att* 

praee*  vai  'fmiiia  pnmia  nmilia  £uule  demonrtratur» 

Hia  praemiant  quinque  nnmeri  h,  if  h,  l,  m  per  a,  b  et  n 
ita  determinantor: 

=  4/>  +  a  —  1 

8i  =  4»  +  o  +  2&  +  3 

s  4M  —  30  +  3 

8/  =  4»  +  a  — 26  +  3 

8«n  =  4»  —  «  +  1 

aut  ai  espreiiaoiies  per  p  pmefarimuif  termini  «chemaiia  S  per  16 

multiplicati  Ita  ae  habebunti 

/74-2«— 7  y'  +  2f'  +  4^  +  l  p  —  Qa-Yi  /^+2«— 

J9 — 2a— 3      —  2"  —  3  /7+2^' — 4^+1  />+2«+4^+l 

i>-i-2a— 7  /?  —  2a— 3  /J  +  2a— 7  p — 2« — 3 

2a — 3  /^  +  2" — 4^4-1  /^4-2a+4^+l  /? — 2a — 3 

21. 
Poftqnam  prohlema  iHMtrum  •oluimtw»  ad  diaqttisitionem  pr4i»> 

eipalem  renertimur«  detetminalionem  oompletam  oomplexua,  ad 

quem  otimerua  2  pertinett  iam  aggreuuri* 

I.  Quoties  p  est  formae  8  +  1  j  >am  constat,  nunienim  2  vel 

ia  complexu  ji  vel  ia  complexu  C  ioucniri.     In  casu  priuri  iMcile D  2 



28  CA&OLl   FA10£BICI  0AUS5 

peispidtnr,  «tiMii  nninM-Kiy-rl)*  iOv+l)  ̂   p«rtiiiw*  ia 

poit«rtori  v«ro  C.  bin  psrpendiunui»  m  a  «t  ce  + 1  •int  nonM> 

ri  caotigui  oonploxus  A%  «tiom  jp— «— 1»  p — ce  talos  numocos 

o«Ot  fltao,  qiiod  idoin  ««t,  nomovoi  oomploxm  A  talos»  ̂ ooo  ao> 

^uotttr  nttHMrws  «x  «odom  comploxut  blooo  aemper  asiociatos  omo» 

^  ̂   Talium  itaque  numoromm  muhitudo,  (00)t  sem- 

por  orit  por»  niii  qnia  osatat  aibi  ipse  associatuai  i.o.  nisi  — 1) 

ad  A  portinot»  in  qno  onw  mu]litu4o  ill»  impar  erit.  Hino  ool
* 

ligimtto»  (00)  imparem  ease,  (pmties  2  ad  conipiosuim  A^  pacom 

Toroi  qootioa  2  «d  C  portinonU   Sod  habomus 

16(00)  s=  «a  +  66  —  6a  —  11 

aitto  ataluendo  a  =  4  </  -H  1 '  6  s  4r      «rt  14)  > 

(00)  =  y<7  —  5  -H       —  1 

(,)uoniam  igitur  qq  —  q  Tnanik alo  bcuipur  par  est ,  (OO)  impar  crit 

vcl  par,  prout  r  par  est  vel  impar,  adcoque  2        ad  A  vel  ad  C 

]jertine])ii ,  prout  h  est  vel  forniae  i^rn  vel  fortuae  4»  <^uod 

est  ipsum  tUeoremat  tn  art  14  per  inductionem  iouentum» 

II.  Sed  etiam  casum  alterum,  vbi  p  «at  formoo  8'^'t'5* 

aequft  eomplete  absoluere  Itoet  Numerus  2  hio  vol  «d  i9«  Tol  «d 

D  pertinet,  perspiciturcjue  fi^cile^  ia  casn  priori  fO»^!)  «d 

+  l)  *dDt  in  oaatt  posteiioii  «ntem  —  i)  adZ>,  ̂ (^7  +  1) 

«d  B  perttimro.  fam  perpendomua,  si  /3  ait  itum«rua  ex  B  talisi 

(|uem  a«qn«tnr  numenu  «x  D%  &r«  «tl«m  numnmm  p — 3*^1  ̂  

JS  atque  p — 13  ex  D ,  L  «.  nnmnroa  illioi.  pmpri«t«tia  biooi  uao' 

clatoi  i«mp«r  «^«»«1  Erit  iUqu«  illomm  mttltitndot  (13)  >  par, 

«xo«pto  oaair,  in  quo  mtti  oohim  aibi  ipao  uaociattt*  oitt  i«  o«  i^i 

|(p~l)  «d  if,  -t-  1)  ad.D  p«rtin«t;  tuno  aeittcot  (13)  impor 

«rit  Hino  colligtmui»  (l3)  p«r«m  «ia«t  quotioi  2  «d  D»  imporim 

v«rOi  qnotloi  2  nd  il  portineat   S«d  b«b«mtts 

16(13)  =  aa  -I-  £»6  -J-  2a  +  4&  +  1 
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liiiA  itAtutndo  a  s  49  +  1<  ̂   =  4r  2# 

(13)  :=  99  +  9  +  ''^  +  2r  1 

Erit  itftqiM  (13)  inpw»  qnotiM  r  par  «•!}  contra  (13)  pir  erit, 

^uotiM  r  Mt  impar:  vnd«  eolljgiiiiiis,  2  pftrtiatr»  9d  ^tiM  5 

A  ibniMft  8m+  3,  ad  D  vero»  qnotits  h  iil  foraiM  8m+6* 

Siiinnia  Lamni  inuestigatioaum  ita  enunciari  potest: 

MuDierus  2  pertinel  «d  oomplexam  yl,  B,  C  vel  2>»  pront 

imiiiras  |6  ert  ibniMO  4iif>  ̂ 'n+l»  ̂ m.+  ̂   toI  4fli+3. 

22. In  Disr|(tisit!onlbus  ArUhmettcis  theoriam  gcneralem  diuii>io- 

nis  circuli)  atque  soluiionis  aequallonis  — 1  =:  0  explicauimus, 

ioterque  alia  docuimas>  si  ̂   &it  diuii>oi-  nunieri  p  —  1»  functionem 

^  in  fi  fMtovei  ordiiut  ̂       ̂     roMltti  poaie  adiumento 
X  —  1  fJi 

aequationis  auxiliaris  orilitiis  fx.     Praeter  theoriam  generaleni  hu- 

iiis  resolutionis  simui  ca&us  speciales ,   vl>i  ̂   ~  2   vel  //  ~  3,  in 

illo  opere  p.  356*358  seorsim  considerauimus,  aequaiiunemque 

auxiliarem  a  priori   assignare    docuimus,   i.  e.  absque  euolutione 

scbeQmtis  residuorum.  minimonim  potestatum  alicuius  radicis '  pri^ 
niitiuae  pro  roodulo  p.     lam  vel  nobia  non  monentibus  lectores 

attenti  SMile  peroipienl  noxam  arctissimum  canis  proximi  istioa 

tbeoriae,  puta  pro  /i=4f  oum  inuc&ij^aiionilraa  luc  in  ortt  15-20 

txpUeatis,  ̂ rum  ndittmento  illo  quoque  aino  diffionltalo  oonif 

plelo  aliaolai  poleril.    Sed  banc  traotalionem  ad  aliam  ocoationem 

noliis  rosoniamust  ideoquo  otiam  in  oommentatione  praosenlo  di^ 

^iiitionem  in  fbrma  pure  arillimelioa  perfloere  maluimusi  theoria 

•eqaationis  1     0  nullo  modo  immixta*    Gontm  0(w<midb 

loco  adbuc  quaedam  alin  llieoremaln  noun  puro  nritbmetioe,  cam  ̂  

iKgumento  iiaGlenus  portraclalo  aretissimo  coniunota,  adiiciemus. 
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23. Si  potestas  i«euiiduiii  tbMreinft  binomiale 

«aoluitiir»  tres  tenniiit  adenmt,  in  quibiia  exponens  ipsius  x  per 

p  —  1  diuisibilis  est,  ptttn 

X  9    Fx         at^ue  l 

denotendo  pev  P  ooetfieientein  nediani  ' 

iip  —  i)  '  l(pS)  .  i(/'--f>)   ^0^4-1) 

1      .       2      .       3   iip—i) 

Substituendo  itsqno  pto  x  deinceps  nunetos  l»2>3>../>  —  li 

obtinebimus  pev  leminn  ert.  19 

At  perpendendo  ea  quae  in  art.  19  exposuimiis,  instiperqtie,  quod 

nunieri  conii)lex.uum  .-/,  B,  C,  73,  ad  potestaiem  exponentis        —  j) 

euecti  congrui  sunt,   scctmdtnn  motluliiui        numeris  +1» 

•^l,  »1  resp^»  facile  intelligitur  iieri 

SC^^  +  l)*'""*^  S  4(00) -4:01) +  4(02) -4(03) 

adeoq[ue  per  sdwmata  in  fine  artt  17»  19  tradita 

2  Cx*  +  =  —  2«  —  2 

Cemparatio  horuro  dubmm  Talonim  snppeditat  elegantimimum  tfceo- 
rema:  seilicet  babemos 

P  =  i4f  (mod.  p)p 

Denotaudo  ^atuor  producta 

1  .  2.  3  .  .  .  .  .         -  1) 

+3)  .  i(p  +  7)  .  i(p-\-H)  iip-i) 

KP+D  ■  4(/?.ri-3)  .  i(p+5)  |(/»-l) 

H3/»  +  l).   i(3/i+6).   i(3jp  +  9)  <P-i) 

•  resp.  per     r,t,  t,  tbeorema  praeeedens  ita  exbibetor: 
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2a  =  —  (nod.  p) 
7 

Quum  quilibet  factorum  ipsius  q  complementum  suum  ad  p  babeat 

in  /,  erit  q=.  t  (mod.  p),  ̂oties  multitudo  factorum  par  est,  i.  e. 

quoties  p  est  formae  contra  q  —  ̂ -t,  quoties  multitudo 

factomm  impar  est,  siue  p  formae  8« +  5«  Perinde  in  casu  priori 

erit  r.™  in  posloriori  r=  —  j»,  In  vtrorjue  casu  erit  q r^=st, 

et  qiinni  constet,  hahcri  qrfif  ̂   —  1,  erit  <l  q  >' r  ~  —  1  adeo- 

que  I/ /  ~  —  J  (nioj.  y?).  ronihinando  banc  con^ruenf lan»  ciini 

th^orenuUe  modo  inuenlo  obtiaemus  rr  =  2^7»  proia,  per 

•rtt  19,  20 

'26  =      rr  (mod.  i») 

Valde  menorftbil*  di<e«rptiononi  SHmoti  in  duo  qnwlrata 

per  oparationos  pvorsus  direotat  initeniri  po«e;  10111001  radix  4|na<- 

drati  imparis  orit  residuum  absoluto  minimum  ipsius       ,  radix 

qoadrata  paric  Toro  rosidnnm  abioloto  minimum  ipiiua  f  rr  aocon- 

dum  modulum  p.   Expreastonem  — ,  cuiui  valor  pro    =  5  fit  =  1» 

pro  valoribus  maioribus  tpuus       ita  qnoquo  eaLbibere  licets 

6-  10.  14  18  (P  —  S) 

2.  3.  >  4    5.  .  .  .  .  .        —  1) 

Sed  quum  tnsuper  aooerimus,  quonam  signo  affecta  prodeat  ex  bac 

formula  radix  quadrati  imparis»  eo  seilleett  ̂ t  somper  fiat  ibnDao 

^As  +  i»  attentioBO  perdignnm  eet,  quod  similo  eriteriom  gene- 

filo  roqpectu  signi  radiois  quadrati  parts  baetenns  inneniri  uen.  po- 

toorit.  Quale  si  quis  inueniat«  et  Dobiseum  communicett  na- 

gnam  do  nobis  grattam  feret*  Interim  I  >c  adiungero  visum  est  va- 

iores  numerorum  a,  h,ft  qualea  pro  valoribus  ipsins  p  infra  200 

e  reaiduis  miuimis  expressionum  ̂   ,  ̂  r  r ,  qr  prodeunt.  . 
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