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Stefigheit
und

irvationale Babhlen

Die BVetradtungen, welde den Gegenjtand bdiejer Heinen Schrift
bilben, ftammen aus dem Herbft des Jahres 1858. Jdh befand midy
bamals al3 Profeffor am eidgendifijhen Polytednicum zu Jiirid
jum erften Male in der Lage, die Elemente der Differentialtedynung
portragen u miiffen, und fiihlte dabei empfindlider alg jemals frii-
bert den Mangel einer wirtlid) wiffenidaftliden Begriindung der
Writhmetif. Bei dem Begriffe der Anndherung einer verdnderliden

- Grdfge an sinen feften Grengwerth und namentlid) bei dem Betweife

de8 Sapes, dap jede Grige, welde beftindig, aber nidyt ilber alle
Grengen wadft, fid) gewif einem Grenywerth) ndhern mup, nahm
i) meine Jufludyt ju geometrijchen Evidengen. Aud) jeht halte iy
ein joldes Herangiehen geometrijder Anjdauung bei dem erften Unter-
ridte in der Differentialrednung vom didattijen Standpuncte aus
filr auBerovdentlid) nitglid), ja unentbehelih, wenn man nidht gar
3u biel Jeit verlieren will. Aber dap dief€ Art der Einfithrung in
bie Differentialvednung feinen Anjprud) auf Wifjenjdaftlichteit madhen
fann, wird woh!l Niemand leugnen. Fiir mid) war dbamals bdiesd Ge-
filhl der Unbefriedigung ein fo itberwdltigended, dap id) den feften

-
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Gntihlup fafte, fo Yange nadjzudenfen, bis id) eine rein arithmetifdye
und bdllig firenge Begriindung der “Principien der Jnfinitefimal-
analyfig gefunden Haben mwilrde. Man fagt fo Hhiufig, die Differen=
tialredjnung bejdyiiftige fidh mit den ftetigen Grdfen, und dody wird
nirgend3 eine @tf[iirung bon Ddiefer Stetigleit gegeben, und audy die
ftrengjten Darftellungen der Differentialrednung griinden ifhre Be-
weife nidt auf die Stetigleit, jondern f{ie appelliven enttweder mit
mehr ober weniger Betuftiein an geometrijdhe, ober durd) die Geo-
metrie beranlapte Borftellungen, oder aber fie ftitgen fidh auf folche
Siige, weldje felbft nie vein arithmetif) bewiefen find. Ju diefen
gehort 3. B. der oben ertwithnte Sap, und eine genauere Unterjudung
iiberseugte midh, dafp diefer, oder aud) jeber mit ihm dquibalente
Sat gewiflermagen al3 ein Hinreidended Fundament filv die Infi-
nitefimalanalyfis angefehen terden fann. €3 -fam nur nod) darauf
an, feinen eigentliden Urfprung in den Clementen bder Writhmetit
su entbeden und hiermit sugleid) eine wirflie Definition von bdem
Wefen der Stetigleit ju gewinnen. Died gelang mir am 24. Ro-
vember 1858, und toenige Tage darauf theilte i) da3 Ergebnif
meined Naddenfend meinem theuven Freunde Durége mit, wasd ju
einer langen und lebhaften Unterhaltung fiihrte. Spiter Habe id)
wohl bem einen ober anbern meiner Sdiiler bdiefe Gedbanten iiber
eine wiffenjdaftlihe Begriindbung der Writhmetif audetmandergefept,
aud) hier in Braunjdweig in dem wiffenjdaftligen Berein der Pro-
fefjoten einen Bortvag iiber diefen Gegenftand gehalten, aber zu
einer eigentliden Publication fonnte i) mid) nicht redyt entjchliefsen,
weil erftend bie Darftellung nidht gany leidht, und tweil auperdem bie
Sade felbft jo wenig frudtbar ift. Jnbeffen hatte iy dod) {hon
hald und Hald daran gedadt, diejes Thema jum Gegenftande diefer
®elegenbeitaidyrift zu niéiblen, al3 vor wenigen Tagen, am 14. Miry,
die Abhandlung: ,Die Elemente der Functionenlehre.” Bon €. Heine.
(Crelle’s Journal, Bd. 74) durd) die Giite ihres Hodverehrien
Berfafferd in meine Hinde gelangte und mid) in meinem Enijchluffe
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bejtirfte. Dem Wefen nad) ftimme id) swar volftindig mit dem
Qnbalte diefer Schrift iiberein, toie e8 ja nidt anderd fein fann, aber
id) will freimiithig geftehen, bap meine Darftellung mir der Form
nad) einfacjer zu fein und bden eigentlihen Kernpunct pricifer Her-
vorzubeben jdheint. Und wdhrend i) an bdiejem Borwort {dreibe
(20. Miiry 1872), erhalte id) bie interefjante Abhandlung: ,Ueber
die Ausdehnung eined Sabed aud der Theorie der trigonometrijden
Reifen.” Bon 6. Cantor. (Math. Annalen von Clebjd und
Neumann, Bd. 5), fiir welde id dem {darffinnigen Berfafjer
meinen Deften Dant fage. Wie idh) bei rajdem Durdhlefen finbde,
fo ftimmt bas Ariom in § 2 Dderjelben, abgefehen von ber duperen
Form der Einfleidung, vollftindig mit Dem {iberein, wad id) unten
in § 3 al3 bad Wefen der Stetigleit beyeihne, Weldjen Nupen
aber die, wenn aud) nur begrifflihe Unterjdheidbung von reellen Sabhl-
_ groBen nod) hoherer Art getwdhren wird, vermag i) gerade nad)
meiner Auffafjung ded in fid) vollfommenen reellen Jahlgebieted nod)
nidt ju erfennen.



§ 1.

Cigenjdyaften der rationalen Jahlen.

Die Entwidlung der Arithmetif der rationalen Jahlen wird Hier
swar voraudgefeht, dod) Halte id) e3 fiir gut, cinige Hauptmomente
ohne Discuffion Hervorsuheben, nur um den Standpunct von born-
Betein zu bezeidhnen, den id) im Folgenden einnehme. Jd) jehe die
gange Arithmetit al8 eine nothwenbdige oder wenigftens natiivliche Folge
ves einfadjften avithmetijhen ctes, ves Jihlens, an, und das Jihlen
felbft ift nidyts Anbdered als die juccefjive Sdopfung der unendliden
Reibe der pofitiven ganjen Jahlen, in welder jeded Jndividbuum durdy
da3 unmittelbar vorhergehende Ddefinirt wird; der einfadhfte Act ift
der Uebergang bon einem jdhon etrjdaffenen Jndividuum 5ﬁ dem dat=
auf folgenden neu 3u erid;'aﬁenben. Tie RKette diefer Jahlen bildet
an fid) fhon ein iiberaus nitgliches Hitlfamittel fitr den menfehlichen
Geift, und fie bietet einen uneridhopflihen Reidhthum an merfiviir-
digen Gefegen dar, 3u twelden man durd) die Einfilhrung der vier
atithmetijdhen Grundoperationen gelangt. Die Adbdition ift die Ju-
fommenfafjung einer beliebigen Wiederholung des obigen einfachiten
Acted 3u einem eingigen Acte, und aud ihr entfpringt auf biejelbe
Weife die Multiplication. Wadhrend bieje beiden Operationen ftetd
ausfithrbar find, geigen die umgeleheten Operationen, die Subtrac-
tion und Divifion, nur eine bejdrantte Juldffigteit. Weldyed nun
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aud) die nddfte BVevanlafjung gewejen jein mag, welde Bergleidun-
gen ober Analogicen mit Crfahrungen, Anjdhauungen bdazu gefithrt
haben migen, bleibe dabin geftellt; genug, gerade diefe Bejdyriintt-
Beit in der Ausfithrbarteit der indivecten Operationen ift jededmal
die eigentlide Urfade eined neuen Sdopfungdacted geworden; fo
find die negativenr und gebrodjenen Jahlen durd) den menjdlichen
Geift erjdhaffen, und e ift in dem Spftem aller rationalen Jahlen
*ein Jnftrument von unendlid) wviel ‘groferer Voltommenheit geton-
nen. | Diefed Syjtem, weldes i) mit B begeidhnen will, befipt vor .
allen Dingen eine BVollftindigleit und Abgejdylofienheit, weldye i) an
einem andern Orte*) ald Mertmal eined Jahlitsrpers begeidnet
fabe, und tweldhe darin befteht, dap die vier Grunboperationen mit je
el Jnbividuen in R ftetd aysfithrbar find, d. §. dap das Rejultat
derjelben’ ftetd ieder ein  beftimmtes JIndividbuum in R ift, wenn
man den eingigen Fall der Divifion durd) die Jahl Null ausnimmt.
it unfern nadften Jwed ift aber nod) mid)tiget eine andere
Gigenjdaft bed3 Syftems R, weldye man dabin audjpreden: fann, dap
. ba3 Gyftem R ein woblgeordneted, nad) 3iwei entgegengefepten Sei-
ten Bin unendlidhed Gebiet von einer Dimenfion bildet. Wad damit
gemeint fein joll, ift durch) die Wahl der Uusbdriide, twelde geome-
trijen Borftellungen entlehnt find, hinreidend angedeutet;' um fo
nothwenbiger ift e, die entjpredjenden rein arithmetijden Eigernthitm-
lidhteiten Hervorzubeben, damit ed aud) nidht einmal den Anjdyein be-

hdlt, al3 bebiirfte die Arithmetit jolder ihr fremben Borftellungen.
Soll audgedriidt werden, dap die Jeiden a unbd b eine und
diefelbe rationale Bahl bedeuten, jo fest man fowohl @ = b wie
b= a. Die Verjdhiedenheit weier rvationalen Jahlen a, b 3eigt
fih darin, dap die Differeny a — b entweder einen pofitiven obder
einen negativen Werth hat. Jm erften Fall Beigt @ groger ald b,
b tleiner ald @, wad aud) durd) die Jeiden a > b, b << a ange-

*) Borlejungen itber Jahlentheorie von B. G. Lejeune Dividlet.
Bweite Auflage. §. 159. - .
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deutet wird *). Da im weiten Fall b—a einen pofitiven Werth
bat, jo it b > a, a << b. Hinjidhtlid) bdiefer doppelten Moglichy-
feit in ber Art der Berjhiedenheit gelten mun folgende Gefese.

L3fta>bundb>cioift a >c Wir wollen jedes-
mal, wwenn a, ¢ gwei verjdjiedene (oder ungleide) Jahlen find, und
wenn b groper ald die eine, Heiner al8 die anbere ift, ohne Scheu -
por bem Unflang an .geometrijdhe BVorflellungen died fury jo aus-
driiden: b liegt 3wijhen den beiden Jablen a, c.

II. Sind a, c 3wei veridiedene Jablen, o giebt e3 immer un-
endlid) viele verjdyiebene Zahlen b, welde swijden a, ¢ liegen.

IIL. Jft @ eine beftimmtie Babl, o zerfallen alle Bablen bed
Syftemd R in zwei Clafien, 4, und A,, deren jede unendlid) viele
Jnbividuen enthilt; die erte Clafle A, umfapt alle Jahlen a,, welde
< a find, die sweite Clajffe A, umfapt alle Sahlen a,, welde > a
find; die Jahl a jelbjt tann nad) Belicben der erften odber der jwei-
ten Glafje sugetBeilt werden, und fie ift dann entjpredjend die grofte
Bahl der erften ober die Heinfte Jahl der zweiten Clafe. In jedem
Fall ift die Berlegung bed Syftemsd R in die beiden Claffen 4,, 4,
von der Urt, dap jedbe Bahl der -erften Clafle A, Heiner al3 jede
Babl der ztweiten Clajje 4, ift.

§. 2.

Bergleidung der rationalen Jahlen mit den Puncten
einer geraben Linie. .
Die joeben Pervorgehobenen Eigenjdhajten der rationalen Jah-
len erinnern an bie gegenjeitigen Ragenbesiehungen jwijden ben
Puncten ciner geraden Linie L. Werben bdie beiden in ihr exiftiven-
den entgegengejepten Ridtungen durd) ,vedhtd” und ,linfd” unter-

*) @s ift aljo im Folgenden immer das jogenannte ,algebraijdje” groger
und fleiner Sein gemeint, wenn nidht dad Wort ,abjolut’ BHinugefilgt tird.
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dieden, und find p, ¢ 3mei.berid)'iebene Puncte, jo liegt entiveder
p redhtd pon d, und gleidhzeitig g linfd von p, ober umgefehrt, 3
liegt g redht3 ‘bon p, und gleidyeitig p lints von ¢. Gin dritter
Fall ift unmiglid), wenn p, g wirllidy verjdiedene Puncte find. Hin-
fihtlic) diefer LagenverjdhiedenBeit beftehen folgende Gefese.

I. Liegt p rechtds von ¢, und g toieder rechtd von 7, jo liegt
aud) p réd)té pon r; und man jagt, daf ¢ 3wijden den Puncten p
und r legt.

IL. Sind p, r wei verjdjicdene Puncte, jo giebt es immer un-
endlid) viele Puncte g, welde swijden p und  liegen.

IIL. Jit p ein beftimmier Punct in L, fo zerfafllen alle Puncte
in L in 3wei_Claffen, P,, P,, deren jede unendlid) viele Jndividuen.
enthilt; bie erfte Claffe P; umfafst alle die Puncte p;, welde lints
vort p liegen, und bie weite Clafje P, umfaft alle die Puncte p,,
weldje rechtd bon p liegen; der Punct p felbft fann nad) Belieben
der erften oder Dder jweiten Glaffe jugetheilt werden. Jn jedem
Fall it die Jerlegung der Geraden L in die beiden Glaflen oder
Stiide Py, P, von der Art, dap jeder Punct der erften Clafle P,
[inf8 von jedem Puncte der jiweiten Clafje P, liegt.

Dieje Analogie stwijden den vationalen Jabhlen und den Punc-
ten einer Geraden twird Yetanntlid) ju -einem wirtlihen Sufammen-
Bange, wenn in der Gevaden ein beftimmter Anjangspunct oder Null-
punct o unb eine beftimmte Sangeneinfeit sur Audmefjung der Streden
gerodhlt wird. Mit Hiilfe der leptern fann fitr jede vationale Bayl
a eine entjprechende Qiinge confteuirt werben, und tragt man diefelbe
von dem”Puncte 0 aud nad) recdhtd oder linfs auf der Gevaden ab,
je naddem a pofitiv ober negativ ift, jo getvinnt man einen beftimm-
ten Endpunct p, welher als der der Jafhl a entjpredjende Punct
beseidhnet werden fann; der rationalen Jahl RNull entjpriht bder
Punct 0. Wuf bieie‘%eiie entjpridyt jeder rationalen 3ahl a, d. §.
jebem Jndividuum in R, ein.und nur ein Punct p, d. §. ein JIndi-
duum in L. Entjpreden den beiden Sabhlen @, b refp. die beiden
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Puncte p, g, und ift a >, jo liegt p redits von g. Den Gefepen
L II, IIT des vorigen Paragraphen entipredien volljtindig die Ge-
fege I, IL, IIT bes jebigen. :

§. 3. ‘
Stetigteit der geraben RLinie.

Bon der gropten Widtigleit ift nun aber die Thatjade, dap
e3 in der Gevaben L unendlid) viele Puncte giebt, welde feiner ra-
tionalen 3af! entjpredhen. Cntipridyt namlidh der Punct p ber ratio-
nalen 3ahl @, jo ift befanntlid) die Ldnge op comumenjuvabel mit dev
‘bei der Conftruction benuten unabinderliden Lingeneinfeit, b. b.
ed giebt eine Ddritte Linge, ein fogenanmted gemeinjdhaftlies Maf,
von welder diefe beiden, Liingen ganze BVielfade find. Aber jdhon
die alten Griedhen haben gewupt und bewiefen, daf e3 Lingen giebt,
welde mit einer gegebenen Lingeneinheit incommenjurabel find, 3. B.
die Diagonale ded Quadrated, defjen Seite bie - Yingeneineit ift.
Frigt man eine jolde Linge bon dem Puncte o aud auf der Gera-
dent ab, fo erhdlt man einen Endpunct, welder feiner rationalen Jahl
entjpridt. Da fid ferner leidht betveifen ldpt, dap ed unendlid)
piele Ringen giebt, teldhe mit der Bﬁnge;teinbeit incommenjurabel
find, fo ténnen wir behaupten: Die Gerade L ift unendlidh viel vei-
der an Punct-Jndividuen, als das Gebiet B der rationalen Sahlen
an Bahl=Inbividuen.

Wil man nun, wad dod) der Wunjd ift, alle Erjdeinungen in
der Geraden aud) arithmetijd) verfolgen, fo reiden dazu bdie ratio-
nalen Bahlen nidt aus, und e3 twird daher unumgdnglid) nothen-
dig, das Jnftruntent R, welded durd) die Schopfung der rationalen
Bahlen conftruirt war, wejentlidh su verfeinern durd) eine Shiopfung
von neuen Jablen ber Art, dap dad Gebiet der Bahlen Ddiefelbe
Bolljtdndigleit ober, wie wir gleid) jagen wollen, diefelbe Stetig-
teit gewinnt, wie die gerade Linie.




17

Die biébetigen\ Betradgtungen find Allen fo befarmt und geléu-
fig, bafs Biele ifhre Wieberholung fitr jehr iberflilffig eradyten werden.
Dennod) Yielt id) dieje Recapitulation fiir nothwendig, um die Haupt-
frage gehorig vorsubereiten. Die bisher iiblihe Einfithrung ber
irrationalen Baflen Mmilpft némlid) geradesu an den Begriff bder
ertenfiven Grdfen an — weldjer aber felbit nirgends ftreng definirt
witd — unbd erflért die Jahl alg bas Refultat der Meffung einer
jolhen Grdfe durd) eine tveite gleidartige*). Statt defjen forbere
i@, dap die Arithmetit fi aud fid) jelbft Heraud entwideln joll.
Dapp jolde Antnilpfungen an nidht arithmetijhe Borftellungen bie
nidfte Beranlafjung jur Cvweiterung ded Sablbegrifié gegeben Haben,
mag im Alfgemeinen jugegeben werden (dod) ift died bei ber Ein-
fithrung der compleren Zablen entjdhieden nidht der Fall gewejen);
aber Bierin liegt gany gewif fein Grund, bdiefe frembartigen Be-
tradjtungen felbft in bdie Arithmetif, in die Wiflenjdaft von den
Bablen aufsunehmen. Soivie die negativen und gebrodenen ratio-
nalen Jahlen durd) eine freie Shopfung Hergeftellt, und twie die Ge-
fege Der Rednungen mit diefen Jahlen auf die Gefepe der Rechnun-
gen mit gangen pofitiven Jahlen juriidgefithrt werden miiffeneund
fonnen, ebenfo hat man bahin zu ftreben, dap aud) bie irvationalen
Bablen durd) die rationalen Jahlen allein nollftdrlbtg befmtrt werbden.
RNur dad Wie? bleibt die Frage. :

Die obige Bergleihung bed Gebietes R der rationalen Bahlen
mit einer Geraden Hat 3u der Crlenntnif der Liidenhaftigteit, Unvoll=
ftandigleit ober Unftetigleit des erfteren gefithrt, twihrend wir ber
Geraben Bollftandigleit, Liidenlofigleit ober Stetigleit zujdyreiben.
Worin befteht denn nun eigentlid) dieje Stetigleit? In ber Beant-
wortung biefer Frage mup Alled enthalten fein, und nur durd fie ’

*) Der jdeinbare Borzug bder !lugemei;tbeit biefer Definition der Jah!
jdwindet jofort dahin, wenn man an die compleren Zahlen dentt. Nad) mei-
net Auffafiung fann umgefehrt der” Begriff des Berhiltniffes swijden wei

gleidhartigen Grdgen erft dann Har entwidelt werden, wenn bie trratwnalen
Bablen jdhon eingefithrt find.

2
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titd man eine wiffenfdaftlidhe Grunbdlage fitr die Unterjudhung aller
ftetigen @ebiete gewinnen. Mit vagen Reben iiber den ununter-
brodjenen BujammenBang in den Heinften Theilen ift natitelid) Nichts
exreidht; 8 fommt bdarvauf an, ein prdcifes Mertmal ber Stetigteit
anyugeben, tneld;eé. ald Bafid fiir wirllihe Debuctionen gebraudt
werben fann. Lange Jeit Habe i) vergeblid) daritber nadygedatht,
aber endlih fand i), wad idh judte. Diefer Fund wird von ver-
{iebenen Perjonen vielleidyt verjdjieden beurtheilt foerben, dod) glaube
id), dap bie Weiften feinen Jnbalt fehr trivial finden werden. Er
Befteht im Folgenden. JIm vorigen Paragraphen ift bavauf aufmert-
fam gemadyt, dag jeber Punct p der Geraden eine Jerlequng derfel=
ben in 3wei Stiide bon der Art Hervorbringt, dap jeder Punct bes
einen Stiided linf8 bon jedem Puncte ded andern liegt. Jd finbe
mum dag Wefen ber Stetigleit in der Umfehrung, alfo in dem fol=
geroen Principe : .

+Berfallen alle Puncte der Geraden in zwei Claffen don der
Yt baf jeder Punct ber erften Glafje linfs von jedem Puncte der
sweiten Glafle liegt, jo exiftirt ein und nur ein Punct, welder
diefe Cintheilung aller Puncte in jwei Clafien, diefe Berjhneidung
der Geraden in 3wei Stilde Hervorbringt.”

Wie {don gejagt, glaube i) nidht su irren, wenn id) annehme,
dag Jedermann die Wahrheit diefer Behauptung jofort jugeben wird;
die meiften meiner Qefer werben jehr enttdujdht jein zu vernehmen,
dag. dburd) diefe Trivialitdt das Geheimnify der Stetigleit enthiillt
fein foll. Dagu bemerfe id) Folgendes. €3 ift miv jehr lieb, wenn
Jedermann bad obige Princip fo einleuchtend findet und fo itberein-
ftimmend mit feinen Borftellungen von einer Linie; denn idy bin
aufer Stanbde, irgend einen Betweis fiir feine Ridytigeit beijubringen,
und Niemand ift dazu im Stande. Die Unnahme bdiefer Eigenjdhaft
der Linie ift nidtd ald ein WAriom, durd) weldesd wir erft der Linie
ihre Stetigleit juerfennen, durd) welded wir bdie Stetigleit in die
Qinie hineindenten. Hat iiberhoupt der Raum eine reale Eiften,
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fo braudt er dod) nidyt nothwendig ftetig u fein; unzthlige feiner
GImed)aften twilrden diefelben bleiben, twenn er aud) unftetig tdve.
tind wiften wir gewif, dap der Raum unfletig wire, fo tonnte
und dod) wieder Nichts hindern, fall3 e und beliebte, ihn durd) Aus-
filllung feiner Qilden in Gedanten ju einem ftetigen 3u madjen; dieje
%Iuéfiillung twilrde aber in einer Sddpfung von neuen Punct=Jnbi-
viduen beftehenn und dem obigen Principe gemdp auszufithren fein.

§ 4
Sdopfung der irvationalen Bahlen.

Durd) die lepten Worte ift Jdon Hinreihend angedeutet, auf
weldhe Art dad unftetige Gebiet R der rationalen Jahlen ju einem
ftetigen perbolftirdigt werden mug. Jn § 1 ift Herborgehoben
(III), daf jede vationale Bahl a eine Jerlegung bed Syftems R
in ywei Clafjen 4,, 4; von bder Art Hervorbringt, dag jede Jah!
a, ver etften Glaffe A, Heiner ift, al8 jebe Bahl ay dber gmweiten
Claffe Aj;; bdie Jahl a ift entiweder die grogte 3ahl der Clafle 4,,
ober die tleinfte 3abhl der Clafle 4,. Jft nun irgend eine Ein-
theifung des Spjtems R in zwei Clafjen 4,, A, gegeben, twelde
nur die davafteriftijde Cigenjdaft befiht, dap jede Jahl a, in A,
tleiner ift, al3 jede Bahl ay in Az, jo wollen wir der RKiirze Hhalber
eine jolde Gintheilung einen Sdhnitt nennen und mit (4,, 4,)
beseidnen.  Wir fonmen dann fagen, dbap jebe rationale Fahl a
einen Sdnitt ober eigentlidh zwei Schnitte Hervorbringt, twelde tiv
aber nidt al3 wejentlid) verjdieden anjehen wollen; diefer Schnitt
Bat auferdem bdie Cigenjdhaft, dap entweder unter den Fahlen der
erften Glaffe eine grdfte, ober unter den Jabhlen der jweiten Claffe
eine feinfte eriffivt. Und umgetehrt, befigt ein Sdnitt aud) biefe
Cigenjdaft, o wird er durd) diefe grdpte ober Hleinfte vationale Sah!

“hervorgebracht.

PAd
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Aber man itbergeugt fid) leicht, dbag aud) unendlich viele Schnitte
exiftien, weldje nidht durd) vationale Sahlen Hervorgebradyt werden.
Das nidyftliegende Beifpiel ift folgendes.

€8 fei D eine pofitive gange Bahl, aber nidht da3 Quadrat
einer gangen Jahl, fo giebt e8 eine pofitive gange Jahl A von’ ber
Art, bap

BID (A4

Rimmt man .in die zweite Clafle A; jebe pofitive vationale
Bahl a, auf, deren Quabdrat > D ift, in die erjte Clafje 4, aber
alle anderen tationalen Bahlen a;, jo bildet diefe Eintheilung einen
Shnitt (A4;,4;), d. . jede Bahl a, ift Heiner ald jede Jahl a..
Jft ndmli) a; = O ober mnegativ, jo ift @, {Hon aud biefem

" Grunbe fleiner ald jede Jabl ag, weil diefe sufolge der Definition
pofitiv ift; ift aber a; pofitiv, jo ift ihr Quadrat < D, und folg-
lid) ift a; fleiner a8 jebe pofitive Jahl ay, deven Quadrat > D ift.

Diefer SHnitt wird aber durd) feine rationale Jahl Hervorge-
bradt. Um bdied u beweifen, mufp vor Alem gezeigt werden, dap
e3 feine rationale Bafl giebt, deren Quabdrat = D ijt. Obgleid
died ausd den erften Glementen der Bahlentheorie befannt ift, o
mag bod) hier der folgende indivecte Beweis Plap finden. Giebt
ed eine rationale Jabl, deren Quadrat = D ift, jo giebt e3 aud
stei pofitive ganze Sablen ¢, u, welde der Gleihung

' tt— Du? = 0,
geniigen, und man darf annehmen, dag w die fleinfte pofitive gange
Babl ift, welde die Eigenjdaft befist, dap ihr Quadrat durd) Mul-
tiplication mit D in da3 Quabdrat einer gangen Jahl ¢ verwanbelt
witd. Da nun offenbar '

Au<<t<<(A4+ Du
ift, jo wird die Jah!

" toird.

W=t — Au.
eine pofitive gange 3ahl,"und zwar tleiner ald u. Sept man ferner

|
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! = Du — it,
fo witd ¢ ebenfall3 eine pofitive -ganze Sahl, und es ergieht fidhy
t" — Du? = (A* — D) (* — Du?). =0,
wad mit der Annahme fiber u im Wiberfprud) fteht.

Mithin ift bad Quabdrat einer jeden rationalen Jahl z ent-
weber << D oder > D. Hievaus folgt nun leidht, dafp e8 twedber
in ber Glaffe A4, eine grifte, nod) in der Clafje A, eine Heinfte
Bah!l giebt. Sept man ndimlid

o __x(x + 3D)
Y=T3m + D’

o ift
- 2z (D — 29)
Yy == 3 ¥ D
und a
_ (#*— D)
v' = D=Go T Dy

Rimmt man Bietin fiirt = eine pofitive Sahl aus der Claffe
4,, o ift 22 < D, und folglidy wirdb y > z, und y? << D, alfo
gehort y ebenfalls der Glafle 4; an. Seht man aber fiir = eine
Bahl aus ver Glafle 4,, jo ift 2* > D, und folglidy wird y<<z,
y > 0, und y? > D, alfo gehirt y ebenfalld der Clafje 4, an.
Diefer Schnitt wirtd daher durd) feine rationale Jah! Hervorgebradt.

n diefer Gigenfdaft, dap nidht alle Shnitte durd) rationale
Bahlen Hervorgebradt werden, befteht die Unvollftdndigteit oder Un-
ftetigfeit be3 Gebietes R aller rationalen ahlen.

Jebeamal nun, tenn ein Sdnitt (A4;, 4;) borliegt, welder
durd) feine rationale Zah! hervorgebradyt wird, fo erfdaffen wir eime
neue, eine irrationale Jabh! «, welde wir ald durd) diefen SAnitt
(4,, 4,) vollftindig bdefinirt anfehen; wir werben jagen, dap bdie
Babhl o diefem Snitt entipridht, ober dap fie diejen Shnitt hervor-
bringt. €3 entipridht aljo bon jept ab jedem beftimmien Sednitt
eine und nur eine beflimmte vationale ober irrationale Zahl, und
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wit fehen pwei Jahlen ftetd und nur dann al3 verfd)ieden obder
ungleid an, wenn fie wefentlid) verjdhiedenen Schnitten entjpredyen.

Um nun eine Grundlage filr die Anordnung aller reellen,
© 9. . aller vationalen und irvationalen Jahlen zu gewinnen, miifjen
wir sunddft die Bezichungen jwijden irgend jtwei Sdnitten (4,,4,)
und (B,, B;) unterfudhen, toeldhe durd) irgend 3twei Jahlen ¢ und g
Bervorgebradht werden. Offenbar ift ein Sdmitt (4,,4,) jdhon voll-
ftindig gegeben, wenn eine der beiden Claffen, 3 B. die erfte 4,
befannt ift, weil bdie zweite A; ausd allen nidht in A, enthaltenen
rationalen Jahlen befteht, und die darafteriftijhe Eigenjdaft einer
{olden exften Claffe A4, liegt darin, bap fie, wenn bdie Jahl a; in
ihr enthalten ift, aud) alle Heineren Sahlen ald a; enthdlt. Bergleidht
man nun jwei jolde exjte Clafjen 4,, B, mit einander, jo fann 8
1) fein, dag fie vollftindig identijdh find, d. B., dag jede in A, ent-
Baltene 3ahl a; aud) in B,, und dap jedbe in B; enthaltene Jah!
b, aud) in A, enthalten ift. Jn diefem Falle ift dann nothivendig
audy A, identijy mit B,, die beiben Sdhnitte find bolljtindig
iventifd), wad wir in Jeiden durd) &« — B oder f = o anbdeuten.

Sind aber bie beiden Claffen A4,, B; nidht identijd), fo giebt
¢8 in bev einen, 3. B, in A4, eine Zahl a'; = b'y, welde nidyt in
ber andern B, enthalten ift, und weldhe {ih) folglih in B, vor=
findet; mithin find gewip alle in B, enthaltenen Jahlen by Heiner
(3 diefe Zahl o’y = b'y, und folglih find alle Jahlen &, aud) in
4, enthalten. - /

Jft nun 2) diefe 3ahl o', die eingige in A4,, welde nidht in
B, enthalten ift, jo ift jebe andere in A, enthaltene Zah!l a, in B,
enthalten, und folglidy fleiner ald o'y, b. §. a' ift-bie grofte unter
allen ahlen a;, mithin wird der Schnitt (A4, 4,) durd) die rationale
Bahl & = a'; = b’y hervorgebracdht. Bon dem andeven Shnitte
(B1, B,;) wiffen wir jhon, dag alle ahlen b, in B, aud) in 4,
enthalten und Heiner al3 die Jahl o', = b'; find, welde in B,
enthalten ift; jede anbeve in B, enthaltene Jahl b, muf aber griper
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al3 b’y jein, weil fie fonit aud) fleiner ol @'y , aljo in A4, und
folglidh aud) in B, enthalten wive; mithin ift &'y die Heinfte unter
allen in B, enthaltenen Jahlen, und folglidh wird aud) der SHnitt -
(B, B,;) burd) diefelbe rationale Jahl f = ¥'s = a’; == « Jer=

) vorgebradt. Die beiden Scnitte find dahér nur unwefentlidh ver-
fdhieben.

Biebt e3 aber 3) in A, wenigitend zwei berjdjiedene Fahlen
a'y = b, und o'y = by, welde nidt in B; enthalten find, o
giebt e8 deren aud) unendlid) viele, weil alle die unendlid) vielen
swifden o'y und a”, liegenden Jahlen (§. 1. IL) offenbar in, 4;,
aber nidt in B, enthalten find. Jn diejem Falle nennen wir bdie
diefen beiden tefentlid) verjdiedenen Schnitten (4,, 4,) und (B, Bs)
entfpredenden Jahlen o und B ebenfalld verjdhieden von einanber,
und jtwar jagen wir, dafp « groper ald B, dap B tleiner ald o

*ift, wa8 wir in Jeiden forwohl durd) « > #, ald dburd) f < o
ausbritden. DHietbei ift Hervorzubeben, dap diefe Definition bollft&nhigv
mit der fritheren jujammenfallt, wenn beide Bahlen o, # rational find.

' Die nun nod) iibrigen moglichen Fiille.find dbiefe. Gicbt e 4)
in B, eine und nur eine 3ahl b’y =a'y, welde nidt in 4, enthalten
ift, jo find die beiden Sdnitte (4,, 4;) und (B, B;) nur un-
wefentlid) ber|dhieden, und fie werden durd) eine und diejelbe rationale
Bahl a = a’y = b, = B Yervorgebvadt. ~ Giebt e8 aber 5)
in B, minbeftens tvei verjdiedene Sahlen, welde nidt in 4, ent-
Balten find, fo it # > e, @ << 8.

Da hiermit alle Fille exjhopft find, jo ergiebt {idh, dag von
swei verjdicdenen Jahlen nothwendig bdie eine bdie grofeve, bdie
andere die Heinere fein mug, wad zwei Moglidfeiten enthdlt. Cin
dritter Fall ift unmoglih. = Died lag swar jhon in der Wah!
bes Gomparativd (gedfer, Heiner) zur Bejeidnung der Be-
siehung ywijden oo, B; aber diefe Wahl ift erft jept nadhtriglidy ge-
redptfertigt. evade bei jolden Unterjudjungen Hat man fid auf
pas Sorgfiltigfte u Hiiten, dap man jelbft bei bem Deften Willen,
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ehelidh su fein, durd) eine vereilige Wah! von Ausbdriiden, weldye
anbderen jdhon entwidelten Borftellungen entlehnt find, fid) nidht ver-
leiten laffe, unetlaubte Uebertragungen ausd dem einen Gebiete in bas
anbere borzunehmen.

Betradtet man nun nody einmal genau bm Foll ¢« > B, o
ergiebt {id), dag die fleinere Bahl B, wenn fie rational ift, gewip der
Glafle 4, angefirt; dba e8 ndmlid) in 4, eine Jahl o', =1'; gicht,
welde der Clafle B; angehiset, o ift die Zahl B, mag fie die gropte
Babl in B, ober die feinfte 3ahl in B, fein, gewif < o', und folg-
lig.in A, enthalten. benjo ergiebt fidh ausd « > B, baf die grofere
Sabl a, wenn fie rational ift, gewif der Glafie B; angehirt, toeil
o = a) ift. Bereinigt man beide BVetradtungen, jo erhdlt man
folgended Rejultat: Wird ein Sdnitt (4;, 4;) durd) die Jahl o
hervorgebradt, fo gehort irgend eine vationale Bahl ju der Elaffe
A, ober 3u der Clafle A;, je naddem fie feiner ober groper ift als*
o ; ift bie Bahl « felbft tational, fo fann fie bet einen ober der an-
beren Claffe angehoren.

DHieraud ergiebt fih endlich nod) Folgenves. Jft « > B, giebt
e8 aljo unendlid) biele Fabhlen in 4,, welde nidt in B, enthalten
find, o giebt e8 aud) unendlid) viele joldhe Jahlen, welde 3ugleidh
pon & und von B verjdieden {ind; jede jolde rationale Jah! c it
<< o, weil fie in A; enthalten ift, und fie ift jugleiy > B, tweil
fie in B, enthalten ift.-

§ 5.
Stetigleit bes Gebictes ber teellen 3abl;m.

Bufolge der eben feftgejehten Unterfdheidungen bilbet nun a3
Syftem R aller teellen Jabhlen ein wobhlgeordnetes Gebiet von einer
Dimenfion; hiermit joll weiter Nichtd gefagt jein, al3 daf folgende
Bejege Herridhen.
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L 3fte> B und g > 9, o ift aud) e« > 7. Wir wollen
fagen, dag die Fabhl B wijden den Jahlen o, y liegh

IL. Sind «, y swei verfdicdene Jahlen, fo giebt e8 immer
unendlid) viele verjdhiedene Bahlen B, weldhe wijdhen o, p liegen.

I it « eine beftimmte 3ahl, fo serfallen alle Bahlen bed
Shftem3d R in swei Claffen A; und s, deven jede unendlich viele
Jndividuen enthilt; die erfte Claffe A; umfaht alle die Jahlen o,
welde << « find, die jweite Clafle Az umfakt alle die Sahlen ey,
welde > o find; die Bahl « felbft tann nad) Belicben ber erften
oder der jmweiten Claffe jugetheilt twerden, und fie ijt dann entjpredhend
- bie grifte Bal;i dex erften ober die Heinfte Bahl der ztweiten Clafle.
Jn jedem Fall ift die Jerlegung ded Sphftemsd R in die beiden Clafjen
Ui, Az bon der Art, bafp jede Bahl der exften Clafje A, Feiner al
jede 3ahl der zweiten Clafie Ay ift, und wir jagen, daj diefe Ber=
legung durd) die Bahl & Hervorgebradt witd.

Der Riirge halber, und um den Lefer nidht ju ermiiden, unter-
briide id) die Betveife diejer Siige, welde unmittelbar ausd den De=
finitionen bes vorhergehenden Paragraphen folgen.

Auper bdiejen Eigenjdjaften Dbefipt aber bad Gebiet RN aud
Stetigleit, b. h. e3 gilt folgender Sap:

IV. Berfdllt bad Spftem R aller reellen Jablen in 3wei
Glaffen %Ay, Ay von der Art, dafp jede Jahl e, der Clafje U; Heiner -
ift als jede 3ahl «; der Claffe A, fo exiftict eine und nur eine
Bahl o, durd) welde diefe Jerlegung Hervorgebradyt tvird,

Beweis, Durd) die Jerlegung oder bden Sdnitt von R in
Ay und A, ift sugleidh ein SAnitt (4,, 4;) ded Sphftems R aller
rationalen Babhlen gegeben, twelder daburd) definirt wird, dbaf 4,
alle rationalen Jahlen der Claffe A;, und 4, alle iibrigen vationalen
Bablen, d. §. alle rationalen Jahlen der Clafle Wy enthidlt. €8 fei
a bie vdllig beftimmte Bahl, welde diefen Sdnitt (4;, Az) Her-
vorbringt. Jft nun B irgend eine von « veridhiedene Bahl, jo giebt
8 immer unendblid) viele vationale Jahlen ¢, welde 3wijden « und
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B liegen. Jft B << @, o it ¢ << @; mithin gehort ¢ der Glaffe
A, und folglihy aud) der Clafje A, an, und da zugleih f << ¢
ift, jo gehort aud) B derfelben Clafie A, an, weil jede Jabhl in A,
grdger ift al8 jede 3abl ¢ in A,. Jft aber B > «a, fo ift ¢ > a;
mithin gehort ¢ der -Claffe A und folglih aud) der Claffe A, an,
und bda zugleid) B > ¢ ift, jo gehort aud) B derfelben Clafje A, an,
weil jede Bahl in A, Heiner ift ald jede Jahl ¢ in Az Mithin
gehort jede bon « verjdiedene Sahl B der Clafle A; ober der Claffe
Ay an, je nadpem B << o« oder B > a ift; folglidy ift « jelbft
enttweder die gropte Jahl in A, odber bie Heinfte Jahl in A, d. B.
o ift eine und offendar die eingige Jahl, burd) welde die Jerlegung .
von R in die Glaffen Ay, A Hervorgebradht wird. Was s be-
toeijen ar.

§. 6.

Redynungen mit reellen Jahlen.

Um irgend eine Redhnung mit zwei reellen Jablen «, B auf
die Rednungen mit tationalen Zablen utiidufithren, fommt e8
nur barauf, aud dben Sdnitten (4, 4,) und (By, B,), weldje
durd) bie Zahlen « und B im Syjteme R bhervorgebrad)t werden,
ben_Sditt (C;, Cp) ju definiren, welder dem Rednungsrejultate
y entfpreden foll. I befdhrinfe mid) hier auf die Durdfiihrung
be3 einfachften Beijpieles, ber Adbition.

it ¢ trgend eine rationale 3ahl, fo nehme man fie in die Claffe
C, auf, enn 3 eine Jahl a; in 4, und eine Jahl b, in B, bon
der Art giebt, dafp ihre Summe @, + b, = c wird; alle andeven
rationalen Zablen ¢ nehme man in die Glafle C; auf. Diefe Ein-
theilung aller rationalen 3ahlen in bie beiden Glafien C,, C; bildet
offenbar einen Sdnitt, weil jebe Jahl ¢, in C; Heiner ift al8 jede
Bahl ¢, in C;. Sind nun beide Jahlen o, B rational, fo ift jede
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in Q enthaltene Bahl ¢; < o + B, weil ay < o, b, < B, alfo
and) a; + b, = « 4 B ift; wive ferner eine in C; enthaltene
Bahle, << ¢ + B, alfo « + B = ¢, + p, W0 p eine pofitive
tationale 3ahl bebeutet, fo mwire
& = (¢ — Ysp) + (B — Yap)

was im Widerfprud) mit der Definition bet Babhl ¢, fteht, weil
@ — Y;p eine Zahl in A,, und § — Yy p “eine Babl in By ift;
folglidy ift jede in C, enthaltene Zahl ¢; = o + B. Mithin wird
in diejem Falle der SHhnitt (C,, C;) durd) die Summe « +
ervorgebrad)t. Man verftdft daher nidht gegen die in der Arith-
metit der rationalen Jahlen geltende Definition, wenn man in allen
Fillen unter ber Summe o« 4 B von ywei beliebigen veellen Jah-
len 2, B biejenige 3a5 p verfteht, durd) welde der Schnitt (C,, C;)
bervorgebracdyt toird.  Jft fernmer nur eine detr beiden Jablen «, B,
3 B. o rational, fo itberseugt man fid) leicht, daf e3 feinen Gin-
flup auf die Summe y — « 4+ B hat, ob man die Jahl « in
bie Claffe A4, ober in bie Glafle A; aufnimmt.

Cbenjo wie die Adbition lafjen fid) aud) die itbrigen Operationen
der jogenannten Glementar-Arithmetit definiren, ndmlid) die Bildung
ber Differengen, Probucte, Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Loga=
tithmen, und man gelangt auf diefe Weife zu wirllidhen Berweifen

- von Sigen (wie 3 B. V2.V 8 = V6), weldhe meined Wiffensd bis-

Ber nie bewiefen find. Die Weitldufigleiten, welde bei den Defi-
nitionen ber complicirteren Operationen zu Dbefitechten find, liegen
theild in ber Natur ber Sadje, sum gropten Theil aber laffen fie
fih vermeiden.  Sehr nfiplih ift in biefer Beyiehung der Begriff
eined Jntervalld, d. h. eined Syftems A von rationalen Jablen,
weldyed folgende djaracteriftijhe Cigenjdhaft befist: find a und o'
Bablen bes Spitems 4, jo find aud) alle swijden @ und a’ liegen-
den rationalen Jahlen in A enthalten. Dad Syjtem” R aller ra-
tionalen Baflen, ebenjo die beiden Claflen eines jeden Schnittes find
Jdntervalle.  Gicbt e8 aber eine rationale Bahl a;, welde Heiner
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und eine rationale Bahl ay, weldhe grofer ift, als jede Sahl bes
Jntervalld A, fo Heige A ein endlidhed Jntervall; e3 giebt dann
offenbar unendlid) viele Jahlen von derfelben Bejdhaffenheit wie a;,
und unendlid) biele Jablen von bderfelben Bejdaffenbeit wie a,;
bas gamge Gebiet R jerfallt in drei Stidde A, A, A;, und o3
treten 3me"i‘ bollfttindig beftimmte rationale oder ivtationale Fahlen
@, @ auf, weldje tefp. die untere und obere (obet die Heinere und
grifere) Grenge ded Jntervalld A genannt wetdben tonnen; die un-
tere Grenge o, ift durd) ben Schnitt bejtimmt, bei weldhem bdie erfte
Glaffe durd) bas Syftem A, gebildet witd, und bdie obere Grenge oz,
burd) den Sdnitt, bei weldem A, die sweite Claffe bildet. Bon
jeber rationalen ober irrationalen Jafhl o, weldge jroijden oy und o,
liegt, mag gefagt werden, fie liege innerhalb des Jntervalld A.
Sind alle Jahlen eined Jntervalls A aud) Jahlen eines Jntervalls
B, o beipe A ein Stiid von B.

Rody viel grofere Weitlaufigteiten fheinen in QIu?’ﬁd)t au fteben,
enn man dazu iibergehen will, die unjihligen Site der rithmetit
der rationalen 3ahlen (wie 3. B. den Sah (¢ + d)c=ac + be)
auf beliebige rveelle Bahlen ju iibertragen. Dem ift jedod) nidht jo;
man iiBergeugt fidh bald, bap Bier Ales davauf anfommt, nadzu-
weifen, dap bie arithmetijhen Operationen felbft eine gewiffe Stetig-
feit befigen. TWas id) hiermit meine, will id) in die Form eined
allgemeinen Sapes eintleiden: '

3t die 3ahl 4 das Refultat einer mit den Jahlen «, B, 9.
angeftellten Rechnung, und liegt A innerhalb des Jntervalld L, fo
laffen fi Jntervalle 4, B, C ... angeben, innerhalb beren bie
Bahlen e, B, y . . . liegen, und von der- Art, dap dasd Rejultat der=
felben Redhnung, in welder die Jahlen «, B, y . . . durd) beliebige
© Bahlen der Jntervalle 4, B, C. .. erfeht werden, jededmal eine
innethalb ded Jntervalld L liegende Jahl wird.” Die abjdredende
Sdywerfilligleit aber, welde dem Ausfprude eined jolden Saped
anflebt, {iberseugt und, dbap Hier etvad gejhehen mufp, um ber
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Spradie zu Hitlfe su fommen; died wird in der That auf die voll=
fommenfte Weife erveidht, tenn man die Begriffe der verdnderliden
Grdfen, der Functionen, ber Grenzmwerthe einfiihrt, und zwar
witd e3 bad Bwedmdgigfte fein, jdhon die Definitionen der einfadjten
arithmetijhen Operationen auf diefe Begriffe zu grilnden, 1wa3 Hier
jebod) nidhyt weiter audgefiihrt werben famm.

§ 7.
K . Sufinitei{malsﬁlnalpfis.

€8 foll hier nur nod) yum Sdlup der Jujammenhang beleud)-
tet wetben, welder zwijden unfeven bHidherigen Betradhtungen und
gewifien Hauptjagen der Jnfinitefimal-Unalyfis befteht.

Man jagt, dag eine verdnderlide Grdge =, welde fucceffive

. beftimmte Zahlwerthe dburcdhliuft, fidh einem feften Grenzwerth « ni-
bert, wenn = im Qauf ded Procefjed definitiv jwifden je swei Jah-
len ju liegen fommt, jwijdhen denen « felbft liegt, odber was daffelbe
ift, wenn die Differeny 2 — e« abjolut genommen unter jeden gege-
benen, bon Null veridiedenen Werth definitiv Herabfintt.

Giner der widytigiten Sige lautet folgendermapen: ,Widft eine
Grdfe x beftindig, aber nidyt iiber alle Grengen, fo ndbert fie fid
einem Grengtert}.” )

Jd) beweife ihn auf folgende Art. Der Borausjehung nad)
giebt €3 eine und folglidh aud) unendliy viele Jahlen o, vom der
Net, bap ftetd8 = << oy bleibt; id) bezeidhne mit A, bad Syjtem
aller diefer Jablen ey, mit A; dad Syftem aller anderen Bablen ay;
jebe der lepteren Hat die Cigenjdhaft, dag im Lauf ded Procefjes
definitiv = &, wird, mithin ift jede Jahl o, Heiner al3 jede 3ah!
o, und folglidy exiftirt eine ahl e, welde enttoeder die grofte in Ay
oder bie Heinfte in Ay ift (§. 5. IV.). Dasd Erftere tann nidht der Fall
fein, weil z nie aufhdrt su wadjen, alfo ift o die Heinfte Zah! in As.
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Weldle Zahl «, man mm aud) nehmen mag, fo wird fdlielid
befinitiv @, << < & fein, b, §. z ‘nibert fid) dem Grengwerthe c.

Diefer Sap ift dquivalent mit dem Princip vber Stetigleit, d. h.
er berliert jeine Giiltigleit, jobald man aud) nur eine reelle Jah!
in bem @Gebiet R al3 nidht vorhanden anfieht; ober anderd audge-
briidt: it diejer Sap ridtig, fo ift aud) ber Sap IV in §. 5 ridytig.

€in anberer, mit bdiefem ebenfalld dquivalenter Sap ber Infi=
nitefimal-Analyfis, welder nod) dfter sur Anwendung fommt, lautet
folgendermapen: ,Qapt fidh in dem Nenderungaproceffe einer Gripe
z fiir jede gegebene pofitive Grdge o aud eine ent{predjende Stelle
angeben, von welder ab x fid um Weniger al8 0 dndert, o ndbert
fid 2 einem Grenywerth.” _

Diefe Umlehrung ded leidt su betvpifenden Saped, dap jebe
verdnderlie Grope, weldhe fi einem Grengwerth ndbert, fih ju-
let um Weniger dnbert als irgend eine gegebene pofitive Gripe,
fann ebenjowohl aud bdem vorhergehenden Sape twie divect aud
dem Princip der Stetigleit abgeleitet werden. Jdh) jhlage den lefte-
ren Weg ein. €3 fei & eine beliebige pofitive Grofe (b. h. & > 0),
o wirtd der Annahme zufolge ein Augenblid eintveten, von iwel-
dem ab 2 fih um Weniger ald & dnbdern wird, d. § wenn z
in diefem ugenblid den Werth a befipt, jo wird in der Folge ftetd
z>a—0udz<<a+ 0fein. Jd lafle nun einftweilen die
urfpriinglide Annahme fallen, und Halte nur die joeben bewiefene
Lhatjadje fejt, dap alle |pateren Werthe der BVerdnderliden 2 jtvi-
{hen gwet angebbaven, endlihen Werthen liegen. Hierauf griinde
id) eine doppelte Eintheilung aller veellen Jahlen. JIn dad Syftem
A; nelhme id) eine Jahl oy (3. B. a + ) auf, wenn im Laufe bes
Proceffes definitiv z < ag wird; in bad Syftem A, nehme ich jede
nidt in Ay enthaltene Jahl auf; ift «; eine folde Jah!l, o wird,
toie toeit aud) der Procep borgejdyritten fein mag, s nod) unendlidh
oft eintveten, dap « > @, ift. Da jede Jah!l a; Feiner ift ald jede
Bahl o, o giebt 8 eine vollig beftimmte Jahl e, welde bdiefen



