
Ne 





-, SECISION TECHNOLOGY 
TEAM LIBRARY 





eS 
. WRT AB + 

ACEI tHiadey itears 

SESE 



IMPRESSION ANASTALTIQUE 
CULTURE ET CIVILISATION 
115, AVENUE GABRIEL LEBON 

BRUXELLES 
1967 



THEORIE 

ANALYTIQUE 

DES PROBABILITES. 



Digitized by the Internet Archive 

in 2026 

httos://archive.org/details/theorieanalytiquo0000mlec 



THEORIE 
ANALYTIQUE 

DES PROBABILITES; 

Par M. LE COMTE LAPLACE, 

Chancelier du Sénat-Conservateur, Grand-Officier de la Légion d’Honneur; 

Membre de l'Institut impérial et du Bureau des Longitudes de France; 

des Sociétés royales de Londres et de Gottingue ; des Académies des 

Sciences de Russic, de Danemarck, de Suede, de Prusse, de Hollande, 

d'Italie, ete. 

PARIS, 

M*= VE COURCIER, Imprimeur-Libraire pour les Mathématiques, 
quai des Augustins, n° 57, 7 

1812. 



HAO bas. oe ji 
y uate 4 : - 
| tab Saterty wa ai te ty epee pl 

rr renee Lov 

Mitod? ob t9-aesbmial oh & a abe pees 

: obnalioll ob . 22 ‘l-ab chau ah dogemonstl ob aie sh saan 
_ = ie et Sree eae aieh 

= age ee ae 7 or : = as 

ee 
Se | | eee = a Sompisecnbdeakt enl weoq stir isk nein wee 1309 ¢ # 
7 . 7 SS "et tates mA: is | 

j 



A 

NAPOLEON-LE-GR AND. 

SIRE, 

La bienveillance avec laquelle Votre Masgsré 

a daigné accueillir Phommage de mon Traité de 

Mécanique Céleste, m’a inspiré le desir de Lui 



dédier cet Ouvrage sur le Calcul des Probabilités. 
Ce calcul délicat s’étend aux questions les plus 

importantes de la vie, qui ne sont en effet, pour 

la plupart, que des problémes de probabilité. I 

doit, sous ce rapport, intéresser Votre Masesté 

dont le génie sait si bien apprécier et si dignement 

encourager tout ce qui peut contribuer au progrés 

des lumiéres, et de la prospérité publique. J’ose 

La supplier d’agréer ce nouvel hommage dicté par 

la plus vive reconnaissance, et par les sentimens 

profonds d’admiration et de respect, avec lesquels 
je suis, 

SIRE, 

DE VOTRE MAJESTE, 

Le trés-humble et trés-obéissant 

seryiteur et fidéle sujet, 

LAPLACE. 



THEORIE 

ANALYTIQUE 

DES PROBABILITES. 

DPaP Da La LaLa DP aaa aaa x 

J: me propose d’exposer dans cet ouvrage , lanalyse et les 
principes nécessaires pour résoudre les problémes concernant les 
probabilités. Cette analyse se compose de deux théories que jai 
donnécs, il y a trente ans, dans les Mémoires de Académie des 
Sciences. Liune delles est la Théorie des Fonctions génératrices : 
Yautre est da Théorie de lapproximation des Formules fonctions 
de trés-grands nombres. Elles sont Pobjet du premier Livre , dans 
lequel je les présente d'une maniére encore plus générale que dans 
les Mémoires cités. Leur rapprochement montre avec évidence, 
que la seconde n’cst qu’une extension de la premiere, et qu’elles 
peuvent ¢tre considérées comme deux branches d’un méme calcul, 
que je désigne par le nom de Calcul des Fonctions génératrices. 
Ce calcul est le fondement de ma Théorie des Probabilités, qui 
fait Pobjet du second Livre. Les questions relatives aux événe- 
mens dus au hasard, se raménent le plus souvent avec facilité, a 
des équations linéaires aux différences simples ou partielles : la 
premiére branche du calcul des fonctions génératrices donne la 
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2 THEORIE ANALYTIQUE 
méthode la plus générale pour intégrer ce genre d’équations. Mais 
quand les événemens que l’on considere, sont en grand nombre , 
les expressions auxquelles on est conduit, se composent d’une si 
grande multitude de termes et de facteurs, que leur calcul numé- 
rique devient impraticable; il est donc alors indispensable d’avoir 
une méthode qui les transforme en séries convergentes. C’est ce 
que la seconde branche du Calcul des Fonctions génératrices 
fait avec d’autant plus d’avantage, que la méthode devient plus 
nécessaire. 

Mon objet étant de présenter ici les méthodes et les résultats 
e¢néraux de la théorie des probabilités , je traite spécialement les 
questions les plus délicates, les plus difficiles, et en méme tems 
les plus utiles de cette théorie. Je m’attache surtout, a déterminer 
la probabilité des causes et des résultats indiqués par les événe- 
mens considérés en grand nombre, et a chercher les lois suivant 
lesquelles cette probabilité approche de ses limites, 4 mesure que 
les événemens se multiplient. Cette recherche mérite Pattention 
des Gcéomc¢ctres, par Panalyse quelle exige: Cest la principalement 
que la théorie de Papproximation des formules fonctions de grands 
nombres, trouve ses applications les plus importantes. Cette re- 
cherche intéresse les observateurs, en leur indiquant les milieux 
quwils doivent choisir entre les résultats de leurs observations , 
et la probabilité des erreurs quils ont encore a craindre. Entin, 
elle mérite Pattention des philosophes, en faisant voir comment la 
régularité finit par s’¢tablir dans les choses mémes qui nous pa- 
raissent enticrement livrées au hasard, et en dévoilant les causes 
cachées, mais constantes, dont cette régularité dépend. C’est sur 
la régularité des résultats moyens des événemens considérés en 
grand nombre, que reposent divers é€tablissemens, tcls que les 
rentes viageres, les tontines, les assurances, etc. Les questions qui 
leur sont relatives, ainsi qu’a Pinoculation de la yaccine , et aux 
décisions des assemblées électorales, n’oflrent aucune difficulté 
@aprés ma théoric. Je me borne ici ’ résoudre les plus générales ; 
mais Pimportance de ces objets dans la vie civile , les consid¢éra- 
tions morales dont ils se compliquent, ct les observations nom- 
breuses quils supposent, exigent un ouvrage a part. 
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DES PROBABILITES. 3 
Si Pon considére les méthodes analytiques auxquelles la théorie 

des probabilités a déja donné naissance, et celles qu’elle peut faire 
naitre encore; la justesse des principes qui lui servyent de base, 
la logique rigoureuse et délicate qu’exige leur emploi dans la solu- 
tiondes problemes; les établissemens @utilité publique qui s’appuient 
sur elle : si on observe ensuite que dans les choses méme qui 
ne peuvent élre soumises au calcul , cette theorie donne les apercus 
les plus surs qui puissent nous guider dans nos jugemens, et qu’elle 
apprend a se garantir des illusions qui souvent nous égarent; on 
verra quil nest point de science plus digne de nos méditations, 
et dont les résultats soient plus utiles. Elle doit la naissance a deux 
Géometres frangais du dix-septi¢me siécle, si fécond en grands 
hommes et en grandes découvertes , et peut-¢tre de tous les siccles 
celui qui fait le plus @honneur a Pesprit humain. Pascal et Fermat 
se proposérent et résolurent quelques problémes sur les probabi- 
lités. Huyghens réunit ces solutions, et les étendit dans un petit 
trailé sur cette matiére, qui ensuite a été considérée d'une manicre 
plus générale par les Bernoulli, Montmort, Moivre, ct par plusieurs 
Géométres célébres de ces derniers tems. 
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LIVRE PREMIER. 

CALCUL DES FONCTIONS GENERATRICES. 

PBB BD DE EFSF BF BBE BBB PF PP PP PPD PDB LPF BDF POPPA DD DLP 

PREMIERE PARTIE 

Des Fonctions génératrices. 

1. Concevons une suite de termes disposés sur une ligne hori- 
zontale, et tels que chacun deux dérive des précédens, suivant 
une loi donnée : supposons cette loi exprimée par une é€quation 
entre plusieurs termes consécutifs, et leur indice, ou le nombre qui 
indique le rang quils occupent dans la série : cette équation est 
ce que je nomme é¢guation aux differences finies a un seul indice 

‘variable. Lordre ou le degré de cette équation, est la différence 
du rang de ses deux termes extrémes. On peut, & son moyen, 
déterminer successivement les termes de la série, et la continuer 
indéfiniment ; mais il faut pour cela, connaitre un nombre de termes 
de la série , égal au degré de Péquation. Ces termes sont les cons- 
tantes arbitraires de expression du terme général de la série, ou 
de Vintégrale de ’équation aux différences. 

Concevons maintenant , au-dessus des termes de la série précé- 
dente , une seconde série de termes disposés horizontalement ; 
conceyons encore, au-dessus des termes de la seconde série, une 

troisiéme série horizontale, et ainsi de suite a infini, et suppo- 
sons les termes de toutes ces séries, liés par une équation générale 
entre plusieurs termes consécutifs, pris tant dans le sens horizon- 
tal, que dans le sens vertical, et les nombres qui indiquent leur 
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yang dans les deux sens. Celte cquation est ce que je nomme 
equation aux differences finies partielles a deux indices variables. 

Concevons parcillement au-dessus du plan qui renferme les séries 
précedentes , un second plan renfermant des scérics semblables , 
dont les termes soient placés respeclivemeut au-dessus de ceux 
que contient le premier plan. Concevons ensuite au-dessus de ce 
second plan, un troisiéme plan renfermant des séries semblables , 

et ainsi a Piufini. Supposons tous les termes de ces séries, li¢s par 
une €quation entre plusieurs termes consécutifs , pris tant dans lc 
sens de la lougueur, que dans les sens de la largeur et de la pro- 
fondeur, et les trois nombres qui indiquent leur rang dans ces 
irois sens. Cette équation est ce que je nomme ¢quation aux diffe- 
rences finies partielles a trois indices variables. 

Enfin , en considérant la chose d@une maniere abstraite et indé- 
pendante des dimensions de lespace, concevons gén¢éralement un 
systeme de grandeurs qui soient fouctions @un nombre quelconque 
Windices variables, ct supposons entre ces graudecurs, leurs diffé- 

rences relatives a ces indices ct les indices eux-mémes, autant 

d’équations qu'il y a de ces grandcurs ; ces equations seront aux 
différences finies partielles & un nombre quelconque dindices 
variables. 

On peut a leur moyen, determiner successivement ces gran- 
deurs. Mais de méme que léquation a un seul indice, exige que 
Yon connaisse un certain nombre de termes de la série; de méme 
Péquation a deux indices exige que l'on connaisse unc ou plusicurs 
lignes de séries, dont les termes généraux peuvent chacun étre 
cxprimés par une fonction arbitraire dun des indices. Parcillement, 
Yéquation a trois indices exige que Pon connaisse un ou plusicurs 
plaus de scries, dont les termes gén¢éraux peuvent etre exprimes 
chacun par une fonction arbitraire de deux indices, et ainsi de suite. 
Dans tous ces cas, on pourra, par des ¢liminations successives , 
déterminer un terme quelconque des sérics. Mais toutes les équa- 
tions entre lesquelles on élimine, étant comprises dans un meme 
syst¢me d’équations générales ; toutes les expressions des termes 
successifs que l'on obtient par ces éliminations , doivent étre com- 
prises dans une expression générale, fonction des indices qui dé- 
tcrminent le rang du terme. Cette expression est lintegrale de 
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Péquation proposée aux différences , et sa recherche est l’objet du 
calcul integral. ; 

Si lon congoit les indices des s¢ries que nous venons de consi- 
dérer , comme infinis; et qu’en divisant chacun deux par un 
nombre infini, mais constant , on représente ces divers quotiens 
par autant de variables ; si Pon regarde ensuite , comme difference 
infiniment petite d’une quelconque de ces variables , Punité divisée 
par le nombre infini constant qui lui correspond; enfin, si l’on né- 
glige les puissances supérieures de ces infiniment petits, relative- 
ment aux inférieures, et les infiniment petits euxsmémes, eu égard 
aux quantités finies ; les équations aux différences finies seront 
transformées dans des équations aux différences infiniment petites , 
dont les intégrales seront celles des équations aux differences finies , 
dans lesquelles on aura substitué , au lieu des indices, les variables 
correspondantes, en négligeant pareillement les infiniment petits , 
relativement aux quantités finies. 

Les quantiiés qu’on néglige dans ce passage du fini a Vinfiniment 
petit, semblent 6ter. au calcul infinitésimal, la rigueur des résultats 
géometriques ; mais il suffit, pour la luirendre, d’envisager les quan- 
tités que l’on conserve dans le développement des équations aux 
différences finies et de leurs intégrales , par rapport aux puissances 
des différences indéterminées , comme ayant toutes pour facteurs 
leurs plus petites puissances , dont on compare entre eux les coeffi- 
ciens. Cette comparaison étant rigoureuse, le calcul différentiel qui 
nest évidemment que cette comparaison méme, a toute la rigueur 
des autres opérations algébriques. Mais la considération des infini- 
ment petits de différens ordres que Yon reconnait souvent avec 
facilité par inspection seule des grandeurs , et Pomission des infi- 
niment petits d’un ordre supérieur a celui que Pon conserve, a 
mesure quils se présentent , simplifient extrémement les calculs , 
et sont Pun des principaux avantages de analyse infinitésimale , 
qui Wailleurs, en réalisant les infiniment petits, donne par une 
premicre approximation, les différences et les sommes des quantités. 

Le passage du fini a Pinfiniment petit, a Pavantage d’éclairer plu- 
sieurs points de Panalyse infinitésimale, qui ont été Pobjet de grandes 
contestations parmi les géométres. C’est ainsi que j'ai fait voir dans 
les Memoires de PAcadémie des Sciences, pour Pannée 1779, ct 
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que je démontrerai ci-aprés , la possibilité d’introduire des fonctions 
arbitraires discontinues dans les intégrales des équations aux dilfé- 
rences partielles, pourvu que ces fonctions soient assujeéties a des 
conditions déterminées. Les résultats transcendans de l’analyse sont, 
comme toutes les abstractions de lentendemeut, des signes géné- 
raux, dont onne peut connaitre la veritable étendue, qu’en remon- 
tant par analyse mathematique, aux idées élémentaires qui y ont 
conduil, ce qui présente souvent de grandes difficultés ; car Pesprit 
humain eu €prouve moins encore a se porter en avant, qu’a se 
replier sur lui-méme. 

\l parait que Fermat, le veritable inventeur du calcul différentiel , 
a considéré ce calcul comme une derivation de celui des ditferences 
finies, en négligeant les infiniment petits dun ordre supérieur, par 
rapport a ceuxd’un ordre inférieur : c’est du moins ce qu’ila fait dans 
sa méthode de maximis, et dans celle des tangentes , quil a étendue 
aux courbes transcendantes. On voit méme parsa belle solution du 
probleme de la refraction de la lumiére , ensupposant qu’elle parvient 
d'un point aun autre dans le tems le plus court, et en concevyant 
qu’elle se meut dans les divers milieux diaphanes , avec diflérentes 
vitesses; on voit, dis-je, qu’il savait étendre son calcul, aux fonctions 
irrationnelles, en se débarrassant des irrationalités, par lélévation 

des radicaux aux puissances. Newton a depuis rendu ce calcul plus 
analytique, dans sa Méthode des fluxions, et il en a simplifié et 
généralisé les proccdés, par Vinvention de son théoréme du binome. 
Enfin, presqu’en meme tems, Leibnitz a enrichi le caleul différenticl 
(une notation tres-heurcuse , et qui s’est adaptée d’elle-méme a 
Yextension que le calcul différentiel a regue par la considération 
des différentielles partielles. La langue de Panalyse, la plus par- 
faite de toutes les langues, étant par elle-méme un puissant ins- 
trument de découvertes ; ses notations , lorsqu’elles sont nécessaires 

et heureusement imaginées , sont les germes de nouyeaux calculs. 

Ainsi la simple idée qu’eut Descartes, dindiquer les puissances re- 
présentées par des lettres , en écrivant vers le haut de ces lettres, 
les nombres qui expriment le degré de ces puissances, a donné 
naissance au calcul exponentiel; et Leibnitz a été conduit par sa 

notation, a Vanalogie singuli¢re des puissances et des différences. 
Le calcul des fonctions génératrices , qui donne la yéritable origine 
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de ceite analogie, offre tant d’exemples de ce transport des expo- 
sans des puissances aux caracteristiques , qu'il peut encore étre 
considéré comme le calcul exponentiel des caractéristiques. 

Le calcul des différences finies et des sommes des fonctions 
rationnelles et entiéres d’une variable, a précédé le calcul diffe- 
rentiel; mais la considération des équations aux differences finies, 
a suivi celle des equations aux différences infiniment petites. A la 
verité, les termes généraux des progressions arithmétiques et géo- 
meétriques , que ’on connaissait depuis long-tems, ne sont au fond 
que les intégrales d’équations aux différences finies , données par 
Pégalité des rapports arithmétiques et géométriques a des cons- 
tantes ; mais on ne les avait pas envisagés sous ce point de vue, 
Yun de ceux qui, se rattachant a des théories générales, ont plu- 
sieurs fois conduit a ces théories, et sont par la de véritables 
découvertes. 

Taylor et Moivre sont, si je ne me trompe, les premiers qui 
aient considéré les équations aux différences finies. Moivre a inté- 
gré géncralement les équations linéaires aux différences finies a 
coefficiens constans, et quil a désignées sous le nom d’échelles des 
suites récurrentes. Sa théorie est une des choses les plus curieuses 
et les plus utiles que lon ait trouvées sur les suites. J’ai considéré 
depuis , les équations linéaires aux différences finies particlles ; plu- 
sieurs géoméires se sont ensuite occupés du méme objet. L’inté- 
gration de ces équations, comme tout ce qui concerne les séries , 
découle avec une extréme facilité de la théorie des fonctions 
géneratrices. 

CHAPITRE 
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CHAPITRE PREMIER. 

Des Fonctions génératrices, a une variable. 

2, Sort yz une fonction quelconque de x; si on forme la suite 
infinie 

VYVotyr ty, l + 73.0 Aires os al A a i Voeeet se oO sy, a > 

on peut toujours concevoir une fonction de ¢, qui développée 
suivant les puissances de ¢, donne cette suite : cette fonction est 
ce que je nomme fonction génératrice de yz. 

La fonction génératrice @une variable quelconque y,, est donc 
cénéralement une fonction de ¢, qui développée suivant les puis- 
sances de ¢, a cette variable pour coefficient de ¢*; et réciproque- 
meat, la variable correspondante d’une fonction génératrice , est 
Ic coefficient de ¢ dans le développement de cette fonction suivant 
Ics puissances de ¢; ensorte que l’exposant de la puissance de ¢, 
indique le rang que la variable vy, occupe dans la s¢rie que lon 
peut concevoir prolongée indéfiniment a gauche, relativement aux 
puissances négatives de ¢. 

Il suit de ces définitions , que w étant la fonction génératrice de 

Vz, celle de y.4, est a car il est visible que le coefficient de 77 

dans = est égal a celui de ¢**+’ dans w ; par conséquent il est égal 

aye. 
° 1 iy J 

Le coefficient de ¢* dans u.G — 1) est donc égal a y24.— 72, 

ou a la différence des deux quantités cons¢cutivesy,,, ety,, diffé- 

rence que nous désignerons par A.y,, A étant la caractéristique 
des différences finies. On a donc la fonction génératrice de la diffé- 

2 
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rence finie d'une quantité variable , en multipliant par . —1, la 

fonction génératrice de la quantité elle-méme. La fonction généra- 
trice de la différence finie de A.y,, différence que Pon désigne par 

A?. 72, est ainsi w(t —1); celle de la différence finie de A’.v; 

3 ‘ 4 , 

ou A’. y*, estw.(7 — 1) ; @ou lon peut généralement conclure que 

la fonction génératrice de la différence finie A‘.y, est u.(t— vy: 

Parceillement, le coefficient de ¢* dans le développement de 

b c e 
u.(a ae ‘ + ry +: B ORO +4 

est 

Be OY se: TOVaersb CV arseeee FG Varn5 

en nommant donc y.y, cette quantité, sa fonction génératrice sera 

b c 
u.(a + aot Sereee bt P 

Si Pon nomme y*.y, ce que devient y.y, lorsqu’on y change vy, 
dans 7.y-.; sion nomme pareillement y*.y, ce que devient y?.y, 
lorsqu’on y change y.y, dans y*.y., et ainsi de suite; leurs fonc- 
tions génératrices correspondantes seront 

b c g\? 
Ulat et Geet o 3 

b 3 

ulate +e... +2); 

etc. ; 

et gén¢cralement la fonction génératrice de y'.y, sera 

De la il est facile de conclure généralement que la fonction géné- 
ratrice de A‘.y'.v,,, est 

ai (a+ : +
 = seb 

2) 1). 

On peut generaliser encore ces résultats, en supposant que v. V5 
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représcnte une fonction quclconque linéaire finie ou infinic, de 
V2 Vr+ry Vera, €tC.; que y*.y, soit ce que devient y.y,, lorsqu’on 
y change y, dans y.y,; que v°’.v,. soit ce que devient y’.7,, 
lorsqu’on y change y.y, dans y?.y,, et ainsi de suite; wz étant la 
fonction génératrice de y,, w.s' sera la fonction génératrice de 

Viz, 6 étant ce que devient y.y,, lorsqu’on y change y, dans 
e , ee 1 . 

Punité, v2, dans >, s+ dans =) ete. Cela est encore vrai, lors- 

que z est un nombre négatif, ou méme fractionnaire et incom- 
mensurable, en faisant toutefois a ce résultat, des modifications 
convenables. 

Représentons par = la caractéristique des intégrales finies , et 
nommons z la fonction génératrice de ‘.y,, w étant la fonction 

génératrice dey, ; z.(¢ — 1) sera par ce qui préctde, la fonction 

genératrice de 7,. Mais cette fonction doit, en n’ayant égard qu’aux 
puissances positives de ¢, se réduire a w qui ne renferme que des 
puissances positives de ¢, si Yon n’étend V’intégrale multiple ='.y, 
quwaux valeurs positives de x; on aura donc alors 

z.(; —1)=u+4 +o+ my See 

dou lon tire 
Sp eea Gad BEB Sire Cri ere +r 

eon ( ja ay ? 

4,B,C.....F étant des constantes arbitraires qui répondent 
aux i constantes arbitraires qu’introduisent les i intégrations suc- 
cessives de 3'.y,. 

En faisant abstraction de ces constantes, la fonction génératrice 

de ='.v, est AG — oe ensorte que lon obtient cette fonction 

génératrice , en changeant i dans —:, dans la fonction génératrice 
de A‘.y,; A7‘.y, est donc alors égale a S'.y,; Cest-a-dire que les 
différences négatives se changent en intégrales. Mais si Pon a égard 
aux constantes arbitraires, il faut, en passant des puissances po- 

*,? 1 ‘ . , . , se 

sitives de ~ —1 a ses puissances négatives ,augmenter w de la serie 

Aven ll Ya.0 Pe . 
ptptaztete., prolongee jusqu’a ce que le nombre de ses 
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termes soit égal 4 ’exposant de ces puissances. On peut appli- 
quer des considérations semblables , a la fonction génératrice de 

Via 
On voit par ce qui précéde, de quelle manieére les fonctions gé- 

nératrices se forment de la loi des variables correspondantes. 
Voyons maintenant comment les variables se déduisent de leurs 

fonctions génératrices. s étant une fonction quelconque de , si 

Pon développe s‘ suivant les puissances de ~, et que l’on désigne 

par =, un terme quelconque de ce développement; le coefficient 

I : 
de ¢* dans =) sera &.724,; 0n aura donc le coefficient de ¢* dans 

w.s', coefficient que nous avons désigné précédemment par y'./z, 
. ° 1 r 

1°, en substituant dans s,v, au lieu de =; 2°. en développant ce 

que devient alors s‘ suivant les puissances de y,, et en transportant 
aVindice x, ’exposant de la puissance de y.; c’est-a-dire , en décri- 

vant y,,, au lieu de (.y2)'3 vz +. au lieu de (v,)*, etc.; et en mul- 
tipliant les termes indépendans de y,, et qui peuvent ¢tre censés 
avoir (y,)° pour facteur, par y,. Lorsque la caractéristique y se 

. ’ y , bY 1 

change en A, s est, par ce qui précéde , égal a aoreiedty a donc 

alors 

H Hes 
A‘ V2 Ven Vania bh Weiter CLC. 

. . , . . . 1 

Si au lieu de développer s‘ suivant les puissances de =, on Ie 

déeveloppe suivant |] de = —1, et Yon dési tveloppe suiv es puissances de > —1, et que lon désigne 
1 ue r 

par LAG — 1) , un terme quelconque de ce développement ; le 
: 1 mi : 

coefficient de ¢* dans ku.(; — 1) scrak.A".y,; onaura donc yi.y,; 

\ en substituant dans s, Ay, au lieu de > — 1, ou, ce qui revient 
A . I C4 . 

auméme,1-+ A.y, au lieu de =; 2°. en développant ce que devient 

alors s’ suivant les puissances de A.y,, et en appliquant a la carac- 
leristique A, les exposans des puissances de A.y,, c’est-a-dire en 
ecrivant A.y, au lieu de (A.y,)', A*.y, au lieu de (A.y,)', etc., 



DES PROBABILITES. 13 

el en multipliant par (A.7,)°, ou, ce qui est la méme chose, par y, 
les termes indépendans de A.y,. 

Généralement, si Pon considére s comme une fonction de r, 

r ¢tant une fonction de -, telle que le coefficient de ¢ dans ur, 

soit 0.v,; on aura y'.yz, en substituant dans s, 4.y, au lieu der; 
en développant ensuite s‘ suivant les puissances de O.y,, et en 
appliquant a la caractéristique 0, les exposans de O.y,, cest-a- 
dire, en écrivant O.y,au lieu de(O.y,),0*.y, au licude (0.y,)*,etc.; 
et en multipliant par y, les termes indépendans de .y,. 

Le développement de y'‘.y, par une série ordonnée suivant les 
variations successives 0.y,, O*.y,, etc., se réduit donc a la for- 
mation de la fonction génératrice de v,, au développementde cette 
fonction , suivant les puissances dune fonction donnéc; enfin, 
au retour de la fonction génératrice ainsi développée , aux cocfti- 
ciens variables correspondans ; les exposans des puissances du 
développement de la fonction génératrice , devenant ceux de la 
caractcristique de ces coefficiens. On voit ainsi l’analogie des puis- 
sances avec les différences, ou avec toute autre combinaison des 
coefliciens variables consécutifs. Le passage de ces cocfficiens a 
leurs fonctions génératrices , et le retour de ces fonctions déve- 
loppées aux coefficiens , constituent le calcul des fonctions généra- 
trices. Les applications suiyantes en feront connaitre lesprit et les 
avantages. 

De Vinterpolation des suites a une variable, et de Vintégration des 

équations différentielles linéaires. 

5. Toute la théorie de Vinterpolation des suites se réduit a dé- 

terminer, quel que soit é,la valeur de y,,,, en fonction des termes 

qui précédent ou qui suivent y,. Pour cela, on doit observer que 

424: est gal aux coefficiens de ¢,,, dans le developpement de u, 

et par conséquent ¢gal au coefficient de ¢ dans le dcveloppement 

u_- (Ne 141.1) +2.¢-
.)| 

fou. +5 -1)= . Pa a ae es | 

~: or ona 
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De plus, le coefficient de ¢*, dans le developpement de vu, est y- ; 

ce coefficient dans le développement de u.(+ —1) eal eats 

: , 1 He Sint , 5 ss 
dans le développement de u(t — oe il est égala A*.y,, et ainsi 

de suite ; ’équation précédente donnera donc, en repassant dcs 
fonctions génératrices aux ee 

Veti =H s-bi. A Deepal a 

Cette équation ayant lieu quel que soit 7, en le supposant méme 
fractionnaire, sert a interpoler les suites dont les differences suc- 
cessives vont en décroissant. 

Si Pon a equation aux différences finies 

A". ¥z= 0; 

la scrie précédente se termine, et on a, quel que soit z, en fui- 
sant x nul, 

: L.(i—1) \, t.(i—1).....(d—n+2) ,,_, 
P=oti.d.yop—~—.A Ware BOR tates Pane) -A Vor 

C’est lintégrale complete de ’équation proposée aux différences , 
Yos NVoy+++A".y, €tant les nm constantes arbitraires de cette 

intégrale. 
on r ° 1 

Toutes les manieres de déevelopper la puissance =, donnent 

autant de manicres différentes dinterpoler les suites. Soit, par 
exemple , 

1 a 

ass 

en développant 7 suivant les puissances de «, par la formule (p) 

du n° 21 du second livre de da Mécanique céleste, on aura 

; ee eee ee arse: eae Susan gh 

i : t a (i+4r—1). ace C+4r— erat bie: 

a étant égal a ¢’, ¢ — 1) , le coefficient de ¢* dans le développement 
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de wa est, par le n° 2, A.v,_,; ce méme coefficient dans w.a* est 
A’.¥z—.«, Ct ainsi de suite. L’¢quation précédente donnera donc , 
en repassant des fonctions génératrices aux coefficiens, 

St CR, 
V2 pi FJoFt BY tS V2 —sr 

b. (t4+-3r—1) . (0+-3r— ; = pr per) Ay. 5K ete. 

4, Voici maintenant une méthode générale d'interpolation , qui 
a Pavantage de s’appliquer , non-seulement aux séries dont les 
différences des termes finissent par étre nulles, mais encore aux 
séries dont la dernicre raison des termes est celle dune suite quel- 
conque récurrente. 

Supposons d’abord que lon ait 

t(-—1) ==; (1) 

1 ° r 

et cherchons la valeur de = dans une suite ordonnée par rapport 

aux puissances de z. Il est clair que - est égal au coefficient de 6! 

dans le développement de la fraction — ; Si Pon multiplie le nu- 
i— - 

t 

mérateur et le dénominateur de cette fraction par 1 —@.¢, on aura 
celle-ci 

Sb ee 

1 a 1—8.(7 +2) +5 

L’équation (1) donne 

ree =2-+-<;5 

ce qui change la fraction précédente dans celle-ci , 

1—6.t ' 

(1 — 6)? —2.0’ 

or on a 

1 1 
BP Se met, 

26 2362 

G—b)j—2.0 =o) = rw roo <a eat 7 os ST me OR
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dailleurs le coefficient de 6° dans le développement de re est 

s.(s—+1).(s+ ee ase, 

re Ld Om 

d’ou il suit que le coefficient de 6: est, 1°. i++ 1, dans le dévelop- 

ment de Ca see gee dans le développement de 

6 > (b—1).1.(¢+1).(¢-+ 2). +3) , d 
G Gay Se meee SRG se ae ~—, dans le développement de 

aaa et ainsi du reste ; donc sil’on nomme Z le coefficient de 6 

dans le développement de la fonction 

e 1 . 

(Qa—6)?—z.6? 
on aura 

; .(t-1).Ci+ ered (t—1) .t. i-+1).(i+-2). (oe 

Jai te dt ifars Fe fee. SUAS 

(i= 2). (i= 1).4. (i+ 1). G+ 2)-(6+3)- G+ 4) 
LPR SEE RAR TR GR ae ae 

ou 

Z=(i-1). {2 - oes 4 Per era pete}; 

si Pon nomme ensuite Z’ le coefficient de 6', dans le développe- 
ment de 

) 

G—6—z.6’ 

on aura Z’ en changeant i en i—1 dans Z, ce qui donne 

(P—1).z (P—1).(?— 4).27 

a Se ern oe a0 af PT ees bete.} 5 

on aura ainsi Z — ¢.Z’ pour le coefficient de 6' dans le déyelop- 
pement de la fraction 

1 —0,¢ 

(i — 6)y°— 26? 

ce sera par conséquent l’expression de = i> partant 

5 =u.(Z—t Z'). 
Cela 
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Cela posé, le coefficient de ¢ dans =, est y..; Ce méme coeffi- 

cient , dans un terme quelconque de u.Z, tel que &.u.z", ou 

hut’. ¢ — ‘8 est, par le n®.2, £.A”.y,_,. Dans un terme quel- 

conque de w.t.Z’, tel que 4.u.t.z" ou ku." 1¢ — Be ce coeflicient 

est £.A”.y,_,-:; on aura donc, en repassant des fonctions généra- 
trices a leurs coefficicns, 

[Ce +1 )?—1) A’. 
De Siig == ee ees Vim 

Jeri=(i-- 1). a ees [Ci+1)?— 4] 

=f Beech vies ges on de Athy cat etc. 

pe { yep Coe 1) A? rye De. Af x-rtete.}. 

On peut donner les formes suivantes a lexpression précédente. 
Soit Z"” ce que devient Z' lorsqu’on y change i dans i—1; et 
par consé€quent, ce que devient Z lorsqu’on y change i dans i— 2. 
L’équation 

ii eee Z, —_ UL 

donnera i Sh aa 

f Doms Le " par consequent, j= Zz. 

En ajoutant ces deux valeurs de a et prenant la moitié de leur 

somme , on aura 

B= Z— 5243+). (2 1).25 
or ona 

PEE Der et Soe eh age ae ete 
2 Ei 

=ufitin(i— y+ 9.2.(6—1) teto} 
p+ S34G—) 

(?—1). @—4) 
mapa : 

fics e.¢ m= 1) eae 

3 



13 THEORIE ANALYTIQUE 

dou Ton conclut, en repassant des fonctions génératrices aux 
coefficiens , 

ie MD? & (P—1) he 
Veri=Vet Tz Tas ee 

a fy ha lai etc. 

=.(A.y2A ee eee ay (A? Ys FA? 2-5) 

os (2? Sa! ——/) nae Yet? Ves) ete. 

Cette formule sert a interpoler entre un nombre impair 27-+1 de 
quantités équidistantes ; ’intervalle commun qui les sépare €tant pris 

pour unité, vy, est la moyenne des grandeurs 7., 715 Vs-++-- Waa 

et est la distance de v,; & cette moyenne. L’expression précé- 
dente est alors symétrique relativement a ces grandeurs ; car 
A*.y,—1, par exemple, est egal a.y,.—2V2byz—1, Ct Aya tA.Vr-: 
est égal a y.,,—Y2—1 Ainsi les quantités placées au-dessus et au- 
dessous de lamoyenne y,, entrent de la méme maniére dans cette 
expression. 

Si ’on change z en i-++1 dans la dernicre expression de = 

et si Pon en retranche cette ia eek elle-méme ; on aura l’ex- 
. u u ee . 

pression de = — 3, ou de = a (; — 2); en divisant ensuite cette 

1 
valeur par ~—1, on aura 

gd Decree geass) PROTO) UPD EID 9 Ct 
gop Sd sb —1) 

“H(i-+4).ut(7—1). a. ? Jute 1) fy eres wo acta | LO 2) a) pe (;—1) +etc.| 

Fn repassant des fonctions génératrices aux coefficiens, on aura 
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= (she) aan ; 
Vari t(YetVe~) pete seal oral Rf fa Aisye23) 

hata) rid Le Pais 3) 
+ ern: OR gh aan ° nC At hPa Af .V2—3) + etc. 

2 ee es 

Ters): (Hr). : a7 aS Ree oN aa ee 
Cette formule sert a interpoler entre un nombre pair 2x de quan- 
tités équidistantes ,y,_, et y.,, étant les deux quantités moyennes. 

Elle est disposée dune manicre symétrique relativement aux 
quantités également distantes du milieu de Vintervalle qui sépare 
les quantités extrémes : ce milieu est Porigine des valeurs de i+ 3, 
qui sont positives au-dessus , et négatives au-dessous. 

Toutes ces expressions de y, ,; sont identiques, et telles que si 

Pon congoit une courbe parabolique dont ¢ soit Pabscisse , ct y.+; 
Yordonnée, et dont Péquation soit celle qui donne Pexpression 
de y.4:3; cette courbe passera par les extrémités des ordonnées 
DET ee es oa 1. Very Joe.) eee: ON peul-ains), en prenant 
les différences finies successives d’un nombre quelconque de 
coordonnées, faire passer une courbe parabolique par les extre- 
mités de ces coordonnées. 

5. Supposons généralement 

b saatr+etaee th +4; (a) 

on aura 

1 zZ—a b c pe. 
i" q gt gt eoeee ila ) 

ce qui donne 
pach Zle@ b c¢ on, 8 
> gt ge Geist oie: gi?? 

climinant = du second membre de cette équation, au moyen de la 

proposée (a), on aura 

er p.(2—a) pob+q.(z—a) 

5c ch ee ee 
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Cette expression de = ne renferme que des puissances de - Wun 

ordre inférieur a 7. En la multipliant par 5 on aura une expres- 

sion de = , qui renfermera la puissance 55 mais en ¢liminant 

encore cette ee au moyen de la proposée (a), on réduira 

expression de == a ne contenir que des puissances de — infe- 

riecures a 7. En continuant ainsi , on parviendra a une expression 

de a qui ne renfermera que des puissances de 3 moindres que 7, 

et qui sera par conséquent de cette forme 

ee ++ Ey Soe + ZO bom. Za”, 

Z, 2°, Z™, etc. étant des fonctions rationnelles et enticres de z, 
. L 

dans lesquelles la plus haute puissance de z ne surpasse pas -: 

2° , ® 1 bd ‘ Lag . ° . , . ; 

Cette manicre de déterminer = serait trés-pénible, si etait un 

erand nombre ; elle conduirait (ailleurs difficilement alexpression 
générale de cette quantité. On y parviendra directement de. la ma- 
nicre suivante. 

a est égal au coefficient de 6' dans le développement de la frac- 
. 1 e A e 7 , . 

tion ;; Sion multiple le numeérateur et le dénominateur de 
i 

cette fraction par 

(a—z).6°+ 5.6" 46.6... p.8+ 9; 

et = se le numérateur on substitue au lieu de z, sa valeur 

Eas ere Bee + etc., on aura 

BO. —7) pot. VF) bet FE). tg 8 
6 

(1 2). Bb pl tp Og 2.0 

en divisant le numérateur ct le dénominateur de cette fraction 



DES PROBABILITES. 21 
par 1— = elle devient 

6.0 + c.f +e.b....+¢ 

- Kenhs2 Sieg 0eso eS. ees q) 

62 

He (CP cece ects eee eee bg) 

+ ete. 
eed 

Seer 

CR ie OA Es car ae Ae ae +p.6tq—z.6" 

La recherche du coefficient de 6’ dans le développement de cette 

fraction, se réduit a déterminer, quel que soit 7, le coefficient 
de 6 dans le développement de la fraction 

1 

a6" + 6.6" 4. 6.6"-9... t+ p.6 +g —2.4™ 

Pour cela, considérons généralement la fraction 2 , P et 0? étant 

des fonctions rationnelles et enticres de 6, la premicre étant dun 

ordre inféricur a la seconde. Supposons que Q ait un facteur 
§@—« clevé a la puissance s, ensorte que lon ait 

Q=(6—a).R, 

R étant une fonction rationnelle et Bs oe §. On pourra décom- 
; Pp 

poser la fraction 0 en deux autres -—— en Py, eke 7 @ et B ctant des 

fonctions rationnelles ct entiéres de 8; la premiére, de ordre s—1, 
et la seconde, @un ordre inférieur a &; car il est visible qu’en 
substituant pour 4 ct B, des fonctions de cette nature, ayec 

des coefficiens indéterminés ; en réduisant ensuite les deux fractions 
au meme dénominateur, qui devient alors égal a Q; en égalant 
enfin la somme de leurs numératcurs a P; la comparaison des puis- 
sauces semblables de §, donnera autant d’cquations quil y a de 
coefficiens indétermincés. Cela posé, Pequation 

A B fe 
ool Nh R= GLO) OR (6—2) ra (@—a).R 
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reeks B.(§— a) 

ha eee eee 

Si Yon considére 4, B, P et R comme des fonctions rationnelles 

et entiéres de 6—a, 4 sera une fonction de Pordre s —1, 

‘quent il sera égal au dével de =, di et par consequent 1! sera egal au developpement de =, dans une 

suite ordonnée par rapport aux puissances de § — 2, pourvu que 
Von s’arrcte a la puissance s —1 inclusivement. Soit donc 

= Ue + u,.(§6— a) u,.(8—a)* + etc.; 

on aura 

A PRS TL u, Us é 
(6—a) (8@—a)é Ss (8—a)s— ee (0 — a)? so etc. 2 

en rejetant les puissances négatives de 6 — a; os, est, par con- 

séquent, ¢gal au coefficient de #—' dans le développement de la 
fonction 

uo+u,.t+ u,.t+etc. 

ge i a 

Si Yon nomme P’ et R’ ce que deviennent P et R lorsqu’on y 
change @— @ en ¢#, ou, ce qui revient au méme, § ent+<a; 
on aura 

f P 
WV = 4+ u,.t-+u,. + etc.; 

A e 
partant >7——y est egal au coefficient de ¢#—' dans le développe- 

ment de 
P’ 

Rot acess 
il est donc égal a 

1 Pp 

1:20.00 35 — OE eacinaa  aa aot)? 

pourvyu gue lon suppose ¢ nul aprés les différentiations. Mainte- 
nant, le coefficient de 6" dans 

R’.(6—a—t) 
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etant egal a 

ee ae 
Re (a -- iy >] 

ce méme coefficient dans 

1 j- gE 

ee a sl 
sera 

1 Pp’ 
sat 

PN wR Elke "Ri (abote 

¢ etant suppose nul apreés les differentiations ; cctte derni¢re quan- 

tite est donc le coefficient de 4 dans le développement de re oes 
— a) 

Si Pon restitue dans P’ et R’,9—a au lieu de ¢, ce qui les change 
en P et &, on aura 

Pp e 

CR ta iye Oe Sage ee 
de> See oT pale 

pourvu que lon suppose §= @, aprés les différentiations dans le 
second membre de cette cquation ; la fonction 

pt 
1 ima 

oe Pee Ce) dhi— 

est donc, avec cette condition, le coefficient de & dans le déyelop- 
F A 

pement de la fraction = 

I] suit de la que si Pon suppose 

Q=a.(—a)y.(6—a')’.(§ —e#")”. etc., 

; OS 
Je coefficient de 6 dans le développement de la fraction 7%, sera 

Q 

fice aie Saeed TN Es 3 (gee ee =) 
iio. 0) Sen Sa oat ait" (6—a')", (Jj—2")" ete. 

ee: EE SON er. (s-sgc se) 
T ita oepiccnd (lsea podoless aS'*? , (6—2)'. (6—2")'”. ete. 

Be. (Garey) 
1.2.5...6(s 1). dg * "\ah*, (Ga). (G—2)” etc. 
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en faisant § == dans le premier terme; =! dans le second 

terme; § == 2" dans le troisi¢me terme, et ainsi de suite. 

Maintenant, soit 

V = a.(0—a).(8—2’).( 8 —2”). ete. 

En développant la fraction 

dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de z, on aura 

22, 62% z3, 63 
pte ae “Ps Baa ae Pt zt etc. 

le coefficient de 6" dans le développement de la fraction a est, 

par ce qui précéde, égal a 

1 

a+ O—ay. 6—a"y'. ete. 
1 

Cae + Gay Geet. : (0) 
I 

+ rita), (haa’y ete. 
-++- etc. 

l 
1696 015.051) -0Rg9 

pourvu qu’aprés les différentiations , on suppose 6=e dans le 
premier terme; § = e’ dans le second terme; § = e” dans le troi- 

siéme terme, etc. Sil n’y a qu’un seul facteur 6—za, la fonction 
x , = * A , ° ‘ 1 

renfermée entre les deux parenth¢ses, se réduit a gai» 9 devant 

etre changé en ¢ apres les différentiations , ce qui réduit la quan- 
tité (0) a 

(Seay ee ee) : 
PD. Qawckl (Saeed) ie? eae 

. 5 . 

Si dans lexpression de V, quelques - -uns des facteurs 4 —ae 
6 — e#’, etc., sont élevés a des puissances plus hautes que Punité ; 
par ex cerripley si § — a est clevé a la puissance m; il sera élevé a la 

b) 

puissance — ms dans = py. el alors il faut changer le premicr terme 

de 
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de la quantité (0) dans le suivant 

1 qua 1 

1.9.5... (ms—1).a°° dom! * FFT, (G2). (0—2")* etc.’ 
— 

et dans les autres termes , il faut changer (6 —«)*, dans(@—a)”. 

Représentons généralement par Z°~”, la quantité (0); le coeffi- 

cient de 4, dans le développement de la fraction ane scra 

Ze SEZ PAZ ay BE ete. 5 

on aura donc pour le coefficient de 4 dans le développement de 
la fraction (4) 

1 ie) l 2 2 ‘ 

ti = b. [ZO bez. Zehr. + “ PASE) wie $25.29 04, -- etc. ] 

Giz c. [ZO ub ZBL nga % z* pe Aca Rate Oo SA etc. J 

=f Ce [Zeb ZL renga 2 z* Ze Pees eee Zo os etc. ] 

-++- etc, 

c [ZO ez. ZO? es? yee +-ctc. ] 

1 

a | Fel ht Lge POUL ange CC.) 
-=-cle. 

) 

= a Fs te é e[ ZO bs. Zl wrtebez Se Ale = eat 

: + cte. 

(4) 

Bie |S pup guint, «hee, Verte: ge sew ces Geter) Yep lel ye cel cep tem 46 510 eer co:> oF Wel Tes pe 

Présentement, si lon désigne par y.y. la quantité 

BWV at- OV oes a. CVc+e° = Y -Na+n) 

par y*.Ve, ce que devient y.yz lorsqu’on y change y, dans y.y,; 

par v?.vz, ce que deyient y*.y. lorsquon y change y.y, dans 
4 
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v>. Vz, et ainsi de suite. Il est visible, parle n° 2 , que le coefficient 

de ¢? dans le développement de “2, sera V'-V2.,; en multipliant 

donc l’équation précédente par wv, et en ne considérant dans chaque 

terme que le coefficient de ¢*, c’est-a-dire , en repassant des fonc- 

tions génératrices aux coefficiens ; on aura 

Ve+i Sz C LAE wae ates RIE Re MY tg. Z$°] 

~- Vv Va [b. ZO ack. vide n+2 +e. Zee “tq: ye 

+ v’ Vue (6. ZO snes Pe: Vee tS Zs Sue +9: Za 

-+- etc. 

— Sarr * . [¢. Ze hey oa o's tg. ZO, 

--y. Vex [e. ‘i he ~Ke. Viet Os $ - +. A Bie ? (2) 

-++ etc. 

“Vero: nae “<9: vA 

+V Vesa Ei aes oe tg. Za | 

+9 Venn Ze oi GV Seta L pans GEN! Serna Zoos, + ete. 

Cette formule servira a interpoler les suites dont la dernicre rai- 
son des termes est celle dune suite récurrente ; car il est clair que 
dans ce cas, V-7%z, V*» Vz, etc. vont toujours en diminuant, et 
finissent par ctre nuls dans l’infini. 

6. La formule (B) s’arréete lorsque Yona y’.y,==0, r étant un 
nombre entier positif quelconque; et alors ’expression précédente 
de y.+: devient Pintégrale de Iéquation aux différences finies 
V'.¥i = 0; ce qui est analogue a ce quon a vu dans le n° 3. 
Relativement a Péquation A’.y, =0, supposons y.7;,= 0, ou, ce 
qui revient au méme, 

OSAMA DY EC Vinge oe EG Vian} 

si Pon fait « nul, dans la formule (B) du n° précédent, elle 
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deyient 

i HIE ate Ot eZ eiteg ZO | 

AIRES SA oes anne RASA 

re ay Pay tf OS ae a ee eh. Spe: 

(co) 
Fa q Wms Litas ) 

Yor Vi Vae+++Yn—, sont les m premieres valeurs de y;,; ce sont les 
m constantes arbitraires que lintegrale de Péquation y.y,;= 0 
introduit. 

La valeur de Z“ j—n+1 
1 1 

ee, aD be 2 eee, peel ~ 7] — = 

a.ai- "+? (a—a’). (a—a") .etc. a. ai", (a’—-2) . (a’—a") etc. 

est égale a 

— etc. 

Ainsi / étant égal a a.(§—a). (@—a’).(6—a").etc.; le premier de 
ces termes devient 

dP , 

pourvu que lon change 8 en @ dans 3 en n’ayant donc égard 

qu’au terme multipli¢ par ~ , Pexpression précédente de y; de- 

viendra 

Vo (b.a"—*-+-c.a"*+¢.0"..... +¢) 

ert : siyae (Coan era iw ws +g.) 

dare gee ply (EGP So +g .2?) 

Fyn “qs gt 

En changeant successivement dans le second membre de cctte 
équation , e en @’, e”, etc., et réciproquement; on aura autant de 
termes qui ajoutés au précédent , formeront lexpression com- 
plete de Sie 

Nommons # la fonction qui dans le premicr terme, multiplic 

+; ensorte que ce terme soit s Si deux racines et 2’ sont ¢gales, 

Q sera de cette forme (§—a)*. Z. On supposera que @ ct a’, au 
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lieu d’ctre rigoureusement égaux, diffrent infmiment peu, ensorte 

que a! = #-+-da. Alors la somme des deux termes dey; relatifs 

aux racines a et a’, sera 
I R’ k ) 

dae et ead? 

z' étant ce que devient & lorsqu’on y change @ en a’; L et L’ 
étant ce que devient Z lorsqu’on y change 6 en @ et a’. Cette 
quantité est donc égale a 

mais on a 
, eK 

= ° dsr ) 

6 devant étre changé en « aprés les différentiations. La somme 
des termes de lexpression de y;, relatifs aux deux racines égales , 
est donc 

k 

eae 
2 ie 
fa 

On trouvera de la méme manicre, que si Q contient trois facteurs 
égaux , la somme des termes de lexpression de y; relatifs a ces 
trois facteurs, est 

d. 

k 

a a 

Si ee dees 

1.2.da? ‘ 

a*. 

et ainsi de suite , Z étant, par ce qui précéde, le coefficient 

de 6 dans le développement de <; il en résulte que. y; est le coeffi- 
VY? 

cient de 6 dans le développement de la fonction 

PO ON teat +4) 

+ y..(c.6"—" eer at +4) 

+y.-(e.6-'... Ang. SichkOLanoss Aho +q) 

H+ yn 9.8" q 

a6" O.6""' +466". 0... pg 
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Cette fonction est donc la fonction génératrice de y; ou de la 
variable principale de Yéquation aux différences y.y;=o0. La 
formule (2) du n° précédent, donnera pareillement la valeur de 
yi, ou lintégrale complete de Péquation aux différences y*..y,; =o: 
Feo N Vos Vie WeV ij 0: + VumisaN Yar seront les ay arbitraires de 
cette intégrale. Le cas des racines égales se résoudra de la méme 
maniére que ci-dessus. On aura par la méme formule, lintégrale 
des équations aux differences y*.y,=0, vt.yiz=0, etc., ce qui 
montre Panalogie qui existe entre Vinterpolation des suites et Yin- 
icgration des cquations aux différences. 

Soit y= y/-+y’, et supposons que w’ soit la fonction généra- 

trice de y’, et wu" celle de y’, wu étant celle de y,; on aura 

u=u'—+-w". Soit encore 

z ayant la signification que nous lui avons donnée dans le n° 5 ; 
et nommons X;, le coeificient de ¢ dans le dévelcppement de A; 
on aura par le n° 2, 

Xi=V' ey’: 

Maintenant on a, par le n° 5, 
t= 

rane Pa bt 6.0". ng gi? l 

or le coefficient de ¢', dans le développement du second membre 
de cette équation, est égala celui de >” dans le développement de 

1 

(a.6" + 5.6" 0.6"... g)*? 

et par le n* précédent, ce coefficient est ane a Z&5%; donc le cocffi- 

cient de ¢' dans le développement de -, sera 

RiP ap aX alee Key BAe ARIZ >, 

ou =.X,.Z6;,, Pintégrale tant prise relativement ar, depuis7=o 
j—ns—r) 
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jusqu’a r—=i—ns-++ 1; ce sera la valeur de v7. Cela posé, si dans ja 

formule (B) du n° précédent, on suppose v’.yi= 0; elle donnera, 

en observant que y;=y; +y/, 

VibE. SL ye [BZ Pe Zao GZS] 

AY Ho: [O- ZO ing HO ings eh G ZO, J 

Geter ee ae 0-8 he Oh eee! le. 8 Le 6 ete fe, Se (eare. 

me op Aire a oho Aca ae bey A Sea 

i yielcZ Sam toate + gZO, 

Vy [eZ Pans bebe se “tg-Zi-n-] 5 (C) 

OO Oe OC) OO COO 6, 6S Cre © oe en JO eu eae ©: 

yt Vi faze eee Hg Zi-m+a—r] 

wb oo) cys Vea yi Lt con tie Non Vm Ee « sine 

Pog fy Attar Wee hae Pate 

Yoo VeVor++2V Sos Yio Ver, Cte. Ctant les ns arbitraires de 
Vintégrale de Péquation y‘.yi=o0, ou 

Vii FV ey; = 0; 
or v'.y, étant égale a X;, cette équation devient 

O= Vey. + Xi; 

on aura donc, par la formule précédente , l'intégrale des équations 
linéaires aux differences finies dont les coefficiens sont constans , 
dans le cas ou elles ont un dernier terme fonction de i. 

Liintégrale définie, relative ar =.X,.Z°52_,, peut étre facilement 

transformée dans une suite dintégrales indéfinies, relatives 4i; car 
Yexpression générale de Z°—?_, est formée de ns termes de la forme 

I.r+.a', I étant une fonction de i indépendante de la variable r; 

Pintégrale précédente est donc composée Wintégrales de la forme 
T.2r".a'.X,; cette derni¢re intégrale devant étre prise depuis 7 nul 
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jusqwa r= i—ns-+1, elle est égale a Vintégrale indéfinie 

GN = 

T.2(i— ns)". Xia, 

prise depuis i = ns —1. 

. . 1 * Seip 

. On peut donner a V’expression de = une infinité d’autres 4 Pp ii 

formes dont plusieurs peuvent etre utiles. Donnons-lui, par exemple, 
ectte forme 

= ZO G —~ 1).ZO4- ¢ — 1). Z...eb € —_ Shea Sime 
t 

On determinera ainsi les valeurs de Z, Z“, Z™, etc. On mettra 

@abord lPéquation 
b c 

zat rt+a....tZ 

sous cette forme, en y substituant G —i-+ 1) au lieu de = et 

r . : I 

dcéyeloppant suivant les puissances de tle 

ca et 0G) +e G— note G 
et ’on aura 

a == a - b ...s. 1-9 
b' = b + 2c + de coos + nq 

CoC tO, ees nxsratelers 4+ 20 
ctc. 

On multiplicra ensuite, comme précédemment, le numerateur ct 

le dénominateur de la fraction —+ par 
t 

(a—z).6"+- b. Art c.6"-3.....4-p.b+g, 

en observant de substituer dans le numérateur, 1°. au lieu de z, 

a’ b(t — 1) +c’. ¢ -— 1) + Cte: 
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2°. Aulieu de a.6"-++ 6.6°-'+ c.6"-* + etc., la quantité 

of alta(f—1)-+e.G—3)+ ete. |; 

si on fait de plus pour abréger, 

1 a satay t eee) 

on aura 

2 lg 

Bo (193) $e. (QF). bg (C—O 

(: = +) (a: O45. 6 p0.6°-2... tp. Og —z. 6") 

en divisant le numérateur et Ie dénominateur de la fraction 
, , 6 , . ‘\ e 

precedente, par 1 — =, elle se réduit a celle-ci, 

[ope (f—r)te(G Ye baal J + Fee (edule 
+ [e. Ba tg (GG 1) | 

Oe 8 Or OOo Oe) (Or Ge O18: ge ee ie KO) sey “ale. ! 6: 

0? O68 Fh el 0,078, 3. the cos p.6+ g— 2.6" 

De la il est aisé de conclure que si ’on conserve a Z‘~, la méme 

signification que nous lui avons donnée dans le n° 5, et que lon 
considere qu’en désignant par g, le coefficient de 4 dans le déve- 
loppement dune fonction quelconque de 4, ce méme coefficient dans 

, ; Sis, es 
Je développement de cette fonction multipliée par G — 1) , sera 

par le n° 2, égala A” 69:3 on aura 
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Pee Tha) G ; Gp OLE O22 yt B'.2*.Z2,,,,-F ete. 

G ) vy A 

sind’ AZ ake’. Ze ae a aes c a AZ nia nb ete. 

/ 2 fo} 

ne A?.Z Zz ate’ °Ze A. Ze Z en+1 ae ée. Zz A’. Ze ss etc. 

SE Pes rey ew 0 Ae ee ee ee OO NO. iene eRe. Sale pene Le Seite eh oat “Ka? 6) ao 

n—1 @ n—1 2 n—1 “2 eg AZ eg 2. ZO ge A ZO + ete. 

©) G) 
M2 Lines Go 3.2 Seton etc. 

1 +5. 
+e. AZO bel .z. AZO, + ete. 

+ etc. 

1 eZ Sic! ZO t 
+-;- i—n-+1 € +Z. i—an+1 ar clc. 

a +- etc. 

SS ire ZK 1 Ae aa etc. is 

Présentement, il est clair par le ag 2, que le cocfficient de 7” dans 

le développement de la fonction =~ ~ est Av. .yz; Pequation pré- 

cédente donnera donc, en adetpliant ses deux membres par wz, et 
repassant des fonctions génératrices a leurs coefficicns , 

/ (o iG (cc — (o 
Veti=—YJa- .[b ZL eee A Zi; ° rte’ * BL es ke +d. A" i De] 

G1 a = Qa) 
“-V Va 2 [o’. 2%, mate A. Ze nate oars POS . —+¢q.A" ene] 

ov, Ye’. LP mate. A. Zea AZ. . tg.A"—". Ze ae. ] 

++ etc. 

PAN Ys cod uti eA, aa ee A Zl, | 

+A.V.vz-(c!. Zo es Ze ere Nee a | 

A.V’ ney Aare en A. VAM Pers ee exe oS. +9: Nae Ze es ] 

+ etc. 
o” 6) aeeuehms) 8-6 (ee 8) @ © © 6° 10 cephie 1 © jen, 8 Peace) Be 8 Bi ome ese ie 8 Ree 

GA OY AG Lies MET VoL ones A”? yet ele, 
> 
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la caractéristique y se rapportant a la variable x, et la caracte- 

ristique A se rapportant aux deux variables x et 7. 

8. Supposons dans la formule précédente, « et z infiniment grands, 

de manicre que lon ait : 
, 

i= 37 5 Bae ts he, 
an 

¥24i deviendra une fonction de a+ x’, fonction que nous désigne- 

rons par @ (@-+x’ ). Supposons de plus 

pores om ff I ‘ a 3 d= . a= b=773 C= Ti IS Ge 

Péquation 

oma’ +'.(5 —1)+¢. (G—-1) ++ etc 

deviendra 
evr ‘i b" 1 c! l 2} “, 1 a y’ 

o=a +75-G-1)+75-G-2 eiyetatatrete SE re “\5 u lew tic 

Cette derni¢re équation donne pour §—1, 7 racines fdx', f'dx’, 
fi'dx', etc., et par conséquent pour 8, les z valeurs 

Q@—=1-+-fde’; 01+ f'dx'; O==1+f"dx'; ete. 

Maintenant si ’on suppose =1 + dx’; on aura, i étant supposé 
infini , 

aoe 1 PPR ee Rs / bgt 2 Too! 2 ae phat i= ons) i.hdx + —.h dx Cla Gn 

e ctant lenombre dont le logarithme hyperbolique est Punité. D’ail- 
leurs la quantité a est, par le n° précédent, égale a a’/—b'+-c'—etc. ; 

4 
le A b ie ° ug . " f " aes GF et par consequent égale a a — ——....-E7,, valeur qui se réduit 

a son dernier terme, qui surpasse infiniment les autres ; ’expres- 

sion de Z°—? du n* 5 deyient, en y changeant 7 dans i— 1, 
cats! 

cabs! 

Coe da! at) =f) aie Zs 7 sau) eyes ( 2) = e 

-+- etc. 
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la difference d'~’ étant prise en ne faisant varier que h#, ct en 
substituant apres les différentiations, f au lieu de / dans le pre- 
mier terme, f' au lieu de # dans le second terme, ct ainsi de 
suite. Nommons X°~”.dx' la quantité précédente ; on aura, a l’in- 
finiment peut prés, « étant un nombre fini, 

Ari Aa == X°—  dx’. 

Drailleurs on a y,; =0(@); et la caractcristique A des différences 
finies doit se changer dans la caract¢ristique d des diflérences 
infiniment petites; ensorte que l¢quation 

VV 2 = AYe FO YsyitC-YVera t ete., 

ou, cc quirevient au méme, celle-ci 
b’ c! ts 

VeVema'y+ qe Vet aye  AWe + etc. 

devient, en y changeant dx’ en da, 

d.? (@) 8 a C-2@) gl! d*.9(@) 
dw 

V:V2a'+0". pee Ne Mt aces eat 

L’expression de y,,; trouvée dans le n° précédent, deviendra done 

dax©®) XO) dX) °) "/ '/ es " o(@+s')= o(7) (o".X° aia Tamale eet AS sae ) 

, dXO 4 XO) 4 POX 
+9-0(@).(b". X40". Fo c os ee ey =) 

: ; dX® * d*X@) “ d"— VC) 
+y*.0(a).(0". X40". Te +e ar ee ———) 

-+-clc. 
dx©) eS. if LPS) (cl XO-pe" ses aa) 
dX) d"—?, XC) = EVO) (c" X06". rr q" =) 

+ etc. 
2 n— Yy(o GP 8O) (61,50, op gt PEED) 
dw dx 

d?.”9.0(a@ : i d? XO) 
— | 27X63 

+ cle. 
e ore 6 6 be 6 Oe te CS Be Ve Se, 8, Ol om 8 e 
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ie TES eee yy a AGO) : WL ONG). si) taal ak eee AO) 
+Y . dow*— X -+- q sé da" Xx 

gi a h)  xO-4 ete. 
Cette formule seryira a interpoler les suites dont la derniére raison 
des termes est celle dune équation linéaire aux différences infini- 
ment petites a coefficiens constans. 

Si Pona 
V'-? (@—+x')=0, 

la formule se termine et donne la valeur de @(@-+ x’), ou Pinté- 
, . ° , ° , la d. 

erale de Véquation différentielle precédente ; 9 (@), £2) yetess 

Oly AW. r 
V-?(@), ———7 ctc.; y?.0(@), we etc. étant les ns ar- 

bitraires de Vintégrale. 

Supposons que Ion ait Péquation différentielle 

o=V'.9(@+2')—VF7z,, 

¥., tant une fonction donnée de x’; il faut, par le n° 6, ajouter a 

Pexpression précédente de ¢(@-+x'), le terme /V,.X$-?.dr, 

XS-? étant la méme fonction de x’ que X‘'—?. Lintégrale rela- 

tive a r, doit étre prise depuis =o jusqu’a r = x’. Cette intégrale 
définie peut, parle numéro cité, étre transformée en intégrales in- 
définies relatives a x’. 

De la transformation des suites. 

9. La théorie des fonctions génératrices peut servir encore a 
transformer les suites en Wautres qui suivent une loi donnée. 
Considérons la suite infinie 

VoP Yr @HPYe Vor obysa-ete; (KH) 

et nommons, comme ci-dessus, w la somme de la série infinie 

SCI CEPI. WE oe ees Ya. CF + te ; 
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le coefficient de ¢* dans le développement de la fraction 

l—— 

sera ¢gal a la somme de la suite proposcée (), prise depuis le 
terme y, inclusivement, jusqu’a V’infini. Soit généralement z une fonc- 

. 1 apes 
tion quelconque de -~, ct nommons IT.y, le cocflicient de ¢ dans uz. 

Les coefficiens de 77 dans w.z*, w.z°, etc. seront IT?.y,, I? y,, etc. 
Cela pose, on multiplicra le numérateur ct le dénominateur de la 

. u . 
fraction - par k—z, et lon prendra pour & ce que devient z 

i—_—-— 

lorsqu’on y fait ¢ ¢gal a Punité; k—< sera divisible alors par 
1 5 

1 — ;- Soit 

a is ) es >) hop Dp ete. 
le quotient de cette ee on aura 

u t+ i+ E+ GHete) 
i—_—-— 

t 
AC) e 

sete (+5 + ptete) 
u.h@) ie a 

Sey ome :( +i +Etetc.) 

=} cle. ; 

ce qui donne, en repassant des fonctions géneratrices aux coefficiens, 

h. h.V1.(y,.¢ rie. ie al h.y,.a7 27) Siyyar ipt  E 
OQ) y @ a Lamia tt ia AGC).T1. Wieste aes 

©) art? AOD Th bye ye. & aie ee at eS Age ete. 

++ ctc. 

Le signe § désignant la somme des termes depuis x inclusivement, 
jusqu'a Vinfini. Supposons maintenant 

z=at+eT ee ae ar Ht ete. ; ate 
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on aura 

TT. (9/2007) =? (aye bVrgs FOV rra tb erYrrat ete. ) 

En désignant par y.y. la quantité ay.-+ by.4.- etc. ; on aura 

IT.(y2-@") = a .V Ys; 

et généralement on aura 

OL ART eee SO 
ona ensuite 

b kmabe bot otete,; 
ce qui donne 

| h ey Sta = + etc. 

Cc 

A= + = + ete. 

hO= s+ etc. 

ctc.; 

on aura donc 

b c e 
-+=+ 3 ++ etc. - 

Ss 2.0" = Gee: (Ye ~- ae TJ + etc.) 

Cc e 
= +—=+ etc. A 

+. € = Ds a yeert woe pow pa -betc.) 

¢ + etc.) 
2 Vv: L422 We r4+2 28. (Yeyath DEH 4 Titett etc.) 

-+- etc. 

Fn faisant x==o, on aura une transformée de la suite proposée, 
dont les termes suivront une autre loi; et siles quantités y.y,, 

V-yz, etc. vont en décroissant, cette suite sera convergente. Elle 
se terminera, toutes les fois que Pon aura y’.y,= 0; ce qui aura 
licu lorsque la proposée sera une suite récurrente. On aura donc 
ainsi la somme des suites récurrentes , 4 compter d’un terme quel- 
conque y,.a7, et par conséquent on aura aussi la somme de leurs 
termes, comprise entre deux termes quelconques y,.a* et Vets 
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Théorémes sur le développement des fonctions et de leurs différences , 

en séries. 

10. En appliquant a des fonctions particuli¢res, les principes 
gén¢éraux exposés dans le n° 1, on aura une infinité de théorémes 
sur le développement des fonctions, en séries. Nous allons_pré- 
senter ici les plus remarquables. 

On a géncralement 

1 n 1 I n 

;—2) =vAae +-— 1)— | : t t 

Or il est clair que le coefficient de ¢ dans le premier membre de 
cetle ¢quation, est la difference n de y,, x variant de i; car 

ce coefficient dans z. G — 1) est yz,—y,ou'A.y,, en désignant 

par la caracteristique ‘A, les différences finies, lorsque x varie de 
Ja quantité z; d’ou il est facile de conclure que ce méme coeffi- 

cient, dans le développement de u.(4— 1) est ‘A".y,. Dailleurs 

si Pon développe uf G ao — 1)— 1 | suivant les puissances de 

~—A, les coefficiens de ¢* dans les devcloppemens de wu. G- 1), 

Tes (; —_ 1) , etc, sont, par le n° 2, A.y,, A*.v., etc. ; ensorte que 

ce coefficient, dans w.[ G + - — 1)— |; est [(iA.y,)i—1]’; 

pourvu que dans le eed de cette quantité, on applique 
ala caractcristique A, les exposans de puissances de A.y,, ct 
qu’ainsi au lieu d’unc puissance quelconque (A.y,)’, on écrive A’.9°,; 

on aura donc avec cette condition, 

Arys=[UU+AyeJ—1]25 () 

Si Pon désigne par la caractéristique '= , Vintégrale finie , lorsque 
x varie de i; 'S".y, sera, par le n° 2, le coefficient de ¢* dans le 

développement de la fonction u.— 1) , en faisant abstraction 
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des constantes arbitraires que l’intégration introduit ; or on a 

zz 1G —- iy = w.[ Ga —-- 7 —_ 1)— nde 

de plus, le coefficient de ¢* dans w. (= 1D est,.=%. yz, en fal- 

sant abstraction des constantes arbitraires ; ce coefficient dans 

lL s F 7 w.(* — 1) est A’.y,; on aura donc 

Bye (AtAys—17" (2) 

pourvu que dans le développement du second membre de cette 
¢quation, on applique a la caractéristique A, les exposans des 
puissances de A.y,; que Pon change les différences négatives en 
intégrales , et que Pon substitue y, au lieu de A°.y,; et comme ce 
développement renferme Pintégrale =".y,, qui peut étre censée 
renfermer 7 constantes arbitraires ; ’équation (2) est encore vraie, 
en ayant égard aux constantes arbitraires. 

On peut observer que cette équation se déduit de Péquation (1), 
en faisant dans celle-ci, n négatif, et en y changeant les differences 
négatives en intégrales ; c’est-a-dire , en écrivant ‘=".y, au licu de 
‘A".y, dans le premier membre; et généralement dans le déve- 
loppement du second membre, =".y, au lieu de A.y.. 

Les equations (1) et (2) auraient également lieu, si x, au lieu de 
varier de lunité dans A.y,, variait d'une quantité quelconque @ , 
pouryu que la variation de x dans 'A.y, soit égale a iw. En effet , 

il est clair que si dans y, on fait « = - x’ variera de @, lorsque x 

variera de Punite; A.y, se changera dans A.y,,, la variation de x’ 
étant @; et 'A.y., se changera dans ’A.y,,, la variation de x’ étant 

i@. Maintenant si apr¢s avoir substitué ces quantités dans les équa- 
lions (1) et (2), on suppose a@ infiniment petit et égal a dx’; A.y., 
se changera dans la différence infiniment petite dy,,. Si de plus on 
fait z infini, et idx/ =a, # étant une quantité finie; la variation 
de x’ dans ‘A.y,,, sera a; on aura donc 

A" Yar = [1 +dya)—1]"; — (q) 
Sa. Py A ee a Sh 

AT Ae ed Ee 
or 
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orona 

5 
ae 

log (1-t+dy.,)! = i.log (1+dy.z,) — Ld p= ae 

ce qui donne 
dyz 

(1 + dy, i= gees 

e tant le nombre dont le logarithme byperbolique est Vunité; 

on a donc 
dyer n 

ps vel (5) 

2 9 So n> 4 

ee 
en ayant soin d’appliquer a la caractéristique d, les exposans des 
puissances de dy,,; de changer les différences négatiyes en inté- 
grales, et la quantite {Vor LD Wr 

On peut donner a l’équation (3) cette forme singuli¢re qui nous 
sera utile dans la suite. 

d 
Paine 4 geet * 

1An a oF i dx » 

En effet, elle donne 
na dre! a dys/ a dya/\® 

rae ( Ne we 2° a” ) 
«\C sai, . 

Considérons un terme quclconque du développement de 
a dy a dyz\n 

eer FER dy.) 
(3 do ir) tel que & ( oe). En le multipliant par 
na dy xr 

e suet pairs cette derniére quantilé , on aura 

oe [yet SS 4 (Z). Se tere. J; 
1.2.dx% 

NE ae 

d'.y 1 me 

“ ; : aes ae 
cette quantité est cgale a k. —5=7— ; Vou il est facile de conclure 
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Si dans les équations (1) et (2), on suppose encore z infiniment 

petit et égal a dx; on aura 

"LD? fe 0 ae 2 ey, sai ty 20x" 5 

on a dailleurs 

OSp acy) ee tet Ay 1 + dx.log (i-A.y:); 

les équations (1) et (2) deviendront ainsi 

ny, n <2 =[log(1+A.ye)J", (5) 

fi Went Sree eae (6) 

On peut observer ici une analogie singuli¢re entre les puissances 

positives et les différences, et entre les puissances négatives et les 

intégrales. L’équation 
dyz 

'Nyeo m1 (0) 

est la traduction du théoréme connu de Taylor , lorsque, dans 
le développement de son second membre, suivant les puissances 

if ‘ : poaiteens 
de “t=, on applique a la caractéristique d, les exposans de ces 

puissances. En élevant les deux membres de cette équation a la 
puissance 7, et appliquant aux caractéristiques ‘A et d, les ex- 
posans des puissances de 'A.y, et de dy,, on aura Péquation (3), 
d’ou résulte ’équation (4), en changeant les differences négatives 
en intégrales. 

L’équation précédente donne 

a? 
o Wy ee 

En prenant les logarithmes de chaque membre, on aura 

dys a2 = log (1 + 'A.yz) ; (r). 

Sapposant ensuite « =1, ce qui change '‘A.y, dans A.y,, et éle- 
vant les deux membres de cette équation, a la puissance n, on 
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aura l’équation (5), pourvu que lon applique les exposans des 
puissances, aux caractéristiques. On aura l’équation (6), en faisant 
n négatif, et changeant les puissances négatives en intégrales. 

os 9 , e la ¢ 
. Si dans Peéquation précédente (7), on change « dans i, on 

aura : 

dys / i <= = log (i+ ’A.y.); 

I 

et si on y suppose #=1, onaura 

dy. Sz = log (1 + A.ye). 

: dys 
La comparaison de ces deux valeurs de 2 donne 

I 

log (1 +A.y,) = log (1 t'A.79)' 

‘A.ys=(1+A.y, im. 

En ¢levant chaque membre a la puissance 7, et appliquant les 
exposans des puissances , aux caractéristiques ; on aura léqua- 
tion (1), d’ou résulte Péquation (2), en changeant les différences 
negatives en intégrales. Les équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6) 
résultent donc du théorcme de Taylor , mis sous la forme de l’équa- 
tion (0), en transformant cette équation suivant les régles de l’ana- 
lyse, pourvu que dans les résultats on applique aux caractcristiques, 
les exposans des puissances, que l’on change les differences né- 
gatives en intégrales , et que lon substituela variable elle-méme y,, 
au lieu de ses différences zéro. 

Cette analogic des puissances positives avec les differences, et 
des puissances négatives avec les intégrales, devient ¢vidente par 
la théorie des fonctions génératrices. Elle tient, comme on Ia vu, 
ace que les produits de la fonction w, génératrice de y,, par les 

. 1 . , LA e . , 

puissances de _ — 1 sont les fonctions generatrices des differences 

d’ou lon tire 

finies successives de y,, x variant @une quantité quelconque 7; 
tandis que les quoticens de w, divisés par ces mémes puissauces, 
sont les fonctions génératrices des intégrales de yy. 

. id . 1 e 

En considérant, au lieu du facteur 7 Somaads lL de ses puissances, 
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les puissances d’une fonction quelconque rationnelle et enticre de 

-; on peut en conclure des théorémes analogues aux précédens , 

sur les dérivées successives des fonctions. Je nomme dérivée @une 

fonction y,, toute quantité qui en derive, telle que a.yz+b.y24, 
+e. 2+, etc. En regardant ensuite cette fonction dérivée 

comme une nouvelle fonction que je désigne pary’; la quantité 

ay + by), te.y_,, ete. sera we seconde dérivée de la fonc- 

tion y,; et ainsi de suite. Lorsque la fonction a.y,+- b.y24,+ ete. 

devient —y, + ¥2+1, la dérivée devient une difference finie. 

Maintenant ona 

b } n u(a+ 7+ e+ = + etc.) 

1 
=i a+b.1+—1) +eQ+is—1 + cic. |; (¢) 

ona ensuite généralement, par le n° 2, en désignant par y.y, la 
quantité a.yet b-Vreite-yeratete., v"-v- pour le coefficient 
de la fonction génératrice du premier membre de cette équation ; 
de plus on a 

: 
1 oe re fal 12 1 3 

w.Ota— 1) pbipalia Bere (a—1)+ wade (3s —1) bete, |. 

Le second membre de cette équation est la fonction généra- 
trice de 

dy~ Ys d’y, 

Veneta ree a a Cle 

oudec “*; en appliquant a Ia caractéristique d les exposans des 
: dy, ft 3 ‘ dy,\° ; 

puissances de ae, ct écrivant y, au licu de (:) ~ De la on conclut 

que sous les mémes Conditions, le second membre de l’équation (q) 
est la fonction géneratrice de 

ee Barre tks i 
ie ge eee al 

et gquwainsi cette equation donne, en repassant des fonctions géné- 
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ratrices aux coclficiens , 

dvx 2dyz 3 dyx a 

VV gt bite. hc doped ; (7) 

On peut ainsi obtenir une infinite de résultats semblables. Nous 
nous bornerons au suivant, qui nous sera utile dans la suite. 

bec rR . , , . 

u.( vi) est la fonction génératrice de 
t 

n.(n—)) 
= !: Spee hire 

cH —-—32 
2 

— 72.V 

aes ane 

ou de A*.y |. De plus ona 
— 

u.(-Vi)= le: ie +s _ rs @ ate a 1) a2 : 

dou lon tire, en repassant par analyse préeccdente, des fonctions 
gcneratrices aux coefficiens , 

dys _ dye” 

pete la adx ALY —( —c ) : 
n 

x 

2 

11. Je n’ai considéré jusqwici, quwune seule fonction y, de x; 
mais la considération du produit de plusieurs fonctions de la méme 
variable , conduit a divers résultats curieux et utiles danalyse. Soit 

uw une fonction de #, ct y, le coefficient de z* dans le développe- 
ment de cette fonction; soit w’ une fonction de #’, et y! le cocffi- 

cient de ¢' dans le développement de cette fonction ; soit encore w! 
une fonction de z", ct y le coefficient de ¢’* dans son développe- 

ment ; et ainsi de suite. Il est clair que y,.y).y’.etc. sera le cocffi- 

cient de ¢*.¢’*.t'* .etc. dans le développement du produit z. w’. w'’.elc. ; 
ce produit sera donc la fonction génératrice de y,. ¥¥ .Ctc.,.La 

fonction génératrice de yr4i1-¥5,Yigs Cl —yery,-y".etc., ou de 

Bs ¥ oY, Cle, sera ainsi 

1 
w.u'.w' ete. aurs — 1); 

teat celc. 
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et la fonction génératrice de A*.y,.y,.y_.etc. sera 

poste 1 i s . .etc. aaa). 

ed (CaF 

On prouvera, comme dans le n* 2, que la fonction génératrice de 
Sf noVsetC, sera 

Ua tteeils etc.(— ee ie iy 1.13 
: CrP er sete. 

cest-a-dire que l’on peut changer n en —n dans la fonction géne- 
ratrice de A". y,.y‘.etc., pourvu que l’on change A~* dans =". 

Appliquons ces résultats a deux fonctions y, et y/. La fonction 

génératrice de A". y,.y’ sera wl (5 — 1) . On peut la mettre sous 

cette forme 

wu! | 7 1 ao 4 G—)]; 

en la développant , elle devient 

NCA eee) | 
va) op G _— ee (G —1)+ ete. f 

les fonctions 

wal (+ —1); ut G— yon ; G- 1); wou! = (G— 1)". G1); etc.; 

sont respectivement génératrices des produits y’.A*.y.; Aya 2.45 

A?.y_. A" .v24s; etc. L’équation 

wal p—r)uat [CY 4 2. Ga). C=) tet] 
donnera donc , en repassant des fonctions génératrices aux 
coefficiens , 

By, SY, A etn Aey A Vey: 
ste ee) ; A*y’. AX™*.Vera7t ClC. (8) 
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En changeant n dans — 7, on aura 

=" Va Ve ee At St Ys, , 

7: (+1) A? 

Moy 

En général, on a 

YZ Veya— Cle. (9) 

n 

" ss u.w'.u' etc. (> 1 7 oe 1) 

— wad a"ete[ (a aa +—1) ; Q+3 — ae G-+y —1).ete—1 J’ 

ce qui donne , en repassant des fonctions génératrices aux coef- 
ficiens , 

A’ .V2¥_.y_- etc. [(1-++A).(1-+A’).1-+A").cte—1]" 5 (10) 

pourvu que dans chaque terme du developpement du second 
membre de cette équation , on place immédiatement aprés chaque 
caractcristique A, A’, A", etc., respectivementy,, y’, y", etc., et 

qu’on multiplic ce terme par le produit des fonctions dont il ne 
contient point la caractéristique. Ainsi dans le cas de trois variables, 

on écrira, au lieu de A’, la quantité y!.y!.A’.y,; au lieu de A’.A"”, 

ou écrira y_. A’. yz. A".y- ;-aw lieu de A”. A’, on écrira 

¥2 4". y,. O".y,; et ainsi du reste. 

En faisant n négatif, Péquation (10) subsiste encore , pouryu que 
l'on change les differences négatives en intégrales. 

Dans le cas des différences infiniment petites , les caractéristiques 
A, A’, A", etc. se changent en ¢, d’, d’, etc. L’cquation (10) devient 
ainsi, en négligeant les différentielles dun ordre supéricur, relati- 
vement a celles d’un ordre inférieur , 

a. 2H, A= (d-+- d'+a"+ etc.)". 

Cette équation dévcloppée donne, relatiyement a deux fonctions 

ye Qly,, 

yey ay dy tray ay. oe n. (n— 

r2 
=) ay, le nll Gays taele. 

En faisant n négatif, les differences négatives se changeant en in- 
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tégrales, on aura 

S°a¥_ dv =y’ Siyed—n Le ferry. di 

ae 7. (ae) 
1.2 

d*y’, a Sie = after ae att — etc. 

Ona 

u.wu'.u''.etc GATE —i) 
DE Demeemay eg ag RA 

=uu'u'etel (a a — ey Q+;— = 1). € Cah ty 1) ete |) 

en désignant donc par ’A*.y,.y..y_-etc., la différence finie du pro- 

duit y.-.y..y,.etc., lorsque x varie de 7; ’équation précédente don- 

nera, en repassant des fonctions génératrices aux coefficiens , 

De VnrVo Otc. = [(1--A).(a-+-A’)'. (1--A")'. etc.—1]* ; (11) 

en observant les conditions prescrites ci-dessus relativement aux 
caractéristiques A, A’, 4”, etc., et a leurs puissances. Cette derni¢re 

équation subsiste encore , en faisant n négatif, pourvu que lon 
change les différences négatives en intégrales. 

Supposons 
he 2 ee a 

ee ee 

V2x¥e, etc. deviendront des fonctions de x’, que nous désignerons 

par yz, zr, etc.; Véquation (11) donnera ainsi la suivante, en 

observant que les caractéristiques A, A’, etc. se changent en d, 
d', etc., et que Yona 

ree a ee 
d / 

Gea. ee 
ly 2 d x al Te hs AGO ae 

i 7 + etc. : 
A, Vey vey we ete. =A <5 50h (12) 

€quation qui subsiste encore en faisant n négatif, et changeant les 
différences négatives en intégrales. 

Ne considérons que deux variables vy, et y,, et supposons 
Vz p*, on aura 

(a+A’)'= peti. Aspro bien) ) At pt + ete.; 

or 
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or ona généralement, x variant de Punité , 

NOE = p*.(p— aS 

(a +A’ pep 

L’cquation (11) deviendra ainsi 

on aura donc 

A Vim oF ce pae t +A.y,)i—1]"; Gar 

en faisant m négatif, on aura 

2. PYs=—e apart (i od b.a"—*-+- ete. ; (14) 

a, 6, etc. étant des constantes arbitraires dues a lintégration x 
fois répétce de p*.y,. Vajoute ici ces constantes, au second membre 

de Péquation précedente ; parce quelles ne sont implicitement ren- 
fermeées dans son premier terme, que lorsque p=1. 

¢ 

Si Pon fait dans les deux équations précédentes , x = aa, 

. eee 2s J " i=zip= 1-+dx'.log h; on aura 
dy xf R 

Hel php Glrepeal| 5 x ewe, *), (15) 

SPE Vas fo Ui LE Get “130 + a'.x' +b! x4 etc. (16) 
7 dyx n 

“Fae [ h*.c dx 4 

Si dans les équations (15) et (14), on suppose z infiniment petit 
et cgalea dx ;/A"sp*.y.'se changera_ dans d*.p”.y, , et ’=". p*.y% 

1 a : 
se changera dans 5; ./*.p*.ys-dx"; on aura ensuite 

pata Vz)! = cls log [p-(1+4 ‘y=)); 

on aura donc 

[pi Q+A.ys)'—1]}"= ds". flog[p.(atA.ysji}"5 

etles équations (15) et (14) deviendront 

d". ee Bs y. a 

PPT Ys — ps. flog [p.(a-bA.ys)]}5 (17) 
n x a er Ste Rice n—1 m—2 : So te Vtg OR = Testpadayalyp +b.a"*+etc. (18) 

7 
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CHAPITRE I. 

Des fonctions génératrices a deux variables. 

12. N omaoxs w une fonction de ¢ et ¢’; supposons qu’en la 
développant suivant les puissances de ¢ et z', elle donne la suite 
infinie 

Yoo TEV 1,0 ERY e061 Behe ARV cpr 0b te tYV niet” 
aye ily rte hy sh Ol bY eb Es gpl NE beg ol at 

Vc rl bY, bls lO EY sab Ob cb OL EY gat U8 

--etc. 

le coefficient de ¢*.t'?” sera yzz,; uw sera donc la fonction géné- 
ratrice de yz, « 

Si Yon désigne par la caractéristique A, les differences finies , 
lorsque x seul varie de lunité, et par la caractéristique ‘A, les 
différences lorsque x’ seul varie de la méme quantité; la fonction 

eee . - 
géenératrice de A.y,, 2 sera, par le n°1, w. G- 1), et celle de 

‘A.¥z, a Sera u.(z— 1) ; dou il est facile de conclure que la 

: eae : ET ae, 1 a i fonction génératrice de A‘/A’.y, ,, serau 1¢ = 1) ; G Pa 1) 

Fn géncral si Pon désigne par y .yz, 2 la quantité 

AAV gr BV eth fa) A CRY Saat +- etc. 

+B. V2, c+ C'. Vr41, 2/41 + ete. 

oe oe Cc Se, rl+ 4 oe etc. 

=f etc. ; 

Si Yon designe parcillement par y*..y,., unc fonction dans laquelle 
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V-J'z,2 entre dela méme manitre que y,,,, dans y.y,,s-;Sil’on 
désigne encore par y*. y,, ,, une fonction dans laquelle y*..y., 2, entre 
de la méme maniére que y,,., dans y.y,, ., et ainsi de suite; la 
fonction génératrice de y*. Ya, 2 Sera 

n B Apo £ + ete. 
1B (Ge 

a oa + Fos § etc. 

(6-4 

a i + etc. 

-+-elc. 

? 

partant, la fonction génératrice de A.A”. y".y, ,, sera la fonction 
4 P . , , . Ca i v 

gcnératrice préccdente , multipli¢e par ¢ —_ 1).G — 1) 

s «tant supposée une fonction quelconque de - et de 33 si l’on 

developpe s‘ suivant les puissances de ces variables, et que lon 
me k , 

désigne par =—_r, un terme quelconque de ce développement ; 
: He Mtl ap 4 

le coefficient de z7. ¢’” dans ca gar Cant kh. yr4in, 24m On aura Celui 

de ¢7. ¢’*” dans w.s', ou, ce qui revient au méme, on aura Y.yz2/, 
6 . 1 ° 1 

1°. en substituant dans s, y, au lieu de po Yer aU lieu de 75 2°. en 

développant ce que devient alors z.s' suivant les puissances de y, 
et de y.,, et en appliquant respectivement aux indices x et x’ les 
exposans de ces puissances, c’est-a-dire en écrivant au licu dun 
terme quelconqte’,, tel que #. (72)".(Ys"S Ev Vsim\ c+, et par 
conséquent k.y, ., au lieu du terme tout constant s, ou 

be (yar) (yer) 

Si au lieu de développer s‘ suivant les puissances de , et de - 
r . . 1 1 

on le développe suivant les puissances de ;—1 et de 5 —1, et que 
m m/ 

Yon désigne par &. ¢ — 1) iG — 1) un terme quclconque de 
m mo 

ce développement; le coefficient dev’. ¢” dans k.u.(7—1) (¢—) 

étantk.A"™/A™. y., «3 ON aura Vi.ye,e7, 1°. en Substituant dans s, 
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° 1 Py 1 r 

A.yz2,2 au lieu de -—1, et ‘A.yz, », au lieu de 5 —132°. en dé- 

veloppant. alors s‘ suivant les puissances de A.yz,a et ‘A. yz, 23 

et en appliquant aux caractéristiques A et ‘A, les exposans de ces 

puissances , c’est-a-dire en écrivant , au lieu d’un terme quelconque, 
tel que &.(A.y2, 7 " (Awsa)”, celui-ci &.A™'A™. ys, 25 et par 
conséquent a a | lieu du terme constant &. 

Soit = la caractéristique des intégrales finies relatives a x, et 
‘= celle des intégrales finies relatives a x’; soit de plus z la fonc- 

i i/ 
: 7 iy ~ A : 1 1 

tion generatrice.de S/S" 9, .,: on aura Zz. G— Be — 1) pour 

la fonction génératrice de y,, 2, Cette fonction doit, en n’ayant égard 

qu’aux puissances positives ou nulles de ¢ et de z’, se reduire a wu; on 
aura ainsi, par len? 2, 

1 7 ae a b Cc g 
2.G—1).G—-1)Sut+s+et pe it 

a’ c qg 

+24 54-5....48, 

a,b,c.....g tant des fonctions arbitraires de t’, et a’, b', c’.....9' 
étant des fonctions arbitraires de ¢; partant 

we eal Pb te eg tt ee ee te gt 

QC ty” ‘ 
er 
~ 

De Vinterpolation des suites d deux variables, et de Vintégration 

des équations linéaires aux différences partielles. 

15. Yr4i, e+ CSE Eévidemment égal au coefficient de ¢. 2” dans 
, u 

le développement de —,, ; or ona 

u 1 ; 1 . 
oreetted i Jom 1 )}.(3 7 3 a 

on aura donc par le numéro précédent , 

atest cenit (1 +A oi ee a(t +/A ‘73 a" > 
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en développant le second membre de cette équation, on aura 

: 1. (i—1) 
Vert, py SH Ye,e bi. A.y2.0 + Se 

tA. 2,0 bit AIA. 72, a + ete. 
i Cea) ae 
oe “Vx, crt etc. 

++ cte. 

Supposons maintenant qu’au lieu dinterpoler suivant les diffé- 
rences de la fonction ¥z,2, on veuille interpoler suiyant d’autres 
lois. Pour cela, soit 

sa dpo+ et sete. 
B’ C’ D’ 

oo Ste ue 7 ee 

oA*. Vz, a a elC, 

@ De 

ee ie Oe 

+ ad + etc re “ 

+ etc. 

Si Pon fait 
B' Ee! dD" 

Ee 4 

D’ 

C+ + etc.=c; 

etc. ; 

on aura pour z unc expression de cette forme 

b Cc is 
il ie rn pe 

Nous supposerons ici que le coefficient Z de la puissance la plus 
, 7 l . , < 

élevée de ~ est constant ou indépendant de z’, et que cette puis- 

sance est égale ou plus grande que la somme des puissances de 

~ et de 7 dans chacun des autres termes de <. Il est facile de 
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conclure de l’équation précédente , comme dans le n° 5, les valeurs 
5 1 1 1 : 

successives de 535, +i» jas, Ctc., en fonctions de a,b,c, etc. 

et z; et il est visible que dans chaque terme de lexpression de 

7 la puissance la plus clevée de ; ~ sera moindre que 7, et la somme 

des puissances de - - et de 5 ne surpassera pas 7. 

Considérons maintenant Ia formule (A) du n° 5, et supposons 

quwen déyeloppant suivant les puissances de , , la quantité 

62. + bn.2 2 ete. 

+6. Zh cz Za Ht ete. 

+e. Ze n+3 + CZ. Gere etc. 

+ elc., 

on ait 

M+ N.z-+ete. + 5.(MO-+ N24 etc) 

= @) Cnet ars i), + (MO + NO .z-ete.)....+ 5M; 

: ae hours : ‘ 
les puissances ultérieures de 5 disparaissent d’elles-mémes dans 

F A 1 a : 
ce développement , puisque l'expression de 5 ne doit point les con- 

tenir. Supposons pareillement qu’en développant la quantité 

(©) \ 
Cc. Ze o- CZ. Ze an+1l + etc. 

+ e- VARI Ha CZ. Ze nt st ete. 

+ etc., 
on ait 

MAN, zbete+ 5.(MO +N .2-bete.)....b euisl ae 

Supposons encore qu’en développant la quantité 

e. 2.4, etc. 

++ ctc., 
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on ait 

MA Ny.2-b ete. 5.( MOF NO .2bete)... be MO; 

et ainsi de suite. La formule (A) du n° 5 donnera 

= M-4-N.z++ etc. 

+ >. (MO-+ N©.2-hetc.) 

oeceoeoe erro eo ee eee ee 6h e888 8 oe 

+=. HM 

M,-+- N,.z-+ etc. 

JEP (MP + NO .2+ ete.) 
Rif hls 0 eae Ts ae 

ee po 
+ fia 3 M, 

M,-+- N,.z-+ etc. 

Jp (+ NO. 2+ etc.) 
Tp 

ee. + 0 Bie Oe @ ce ONO OC" 0.) Ce te) Ke 88:3 05 s- 6 eee 

Maza No.2 = etc. 

1 +H, ( Mb N&..z etc.) 
esoeeeree eee eee eee eee eee & 

Cela posé, si Pon nomme y.yz, » la quantite 

As, PB Y241, 070 EO+ S242, 2 ote etc. 

23 By z, a4 =e CN ee AR etc. 

ci COE tes +- cte. 

+ ele. 
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: , wz 

le coefficient de ¢*.t” dans le développement de 7; sera, par le 

numéro précédent, v".yz+,, 2473 Péquation précédente donnera 
par conséquent, en la multipliant par w, et en passant des fonc- 
tions géneratrices a leurs coefficiens , 

My: vA NV +2, + ete. 
of HM Ve, rer ft NM.V Yc, Pn oe etc. 

J 56"- 5 ie R hel ce ce heh Ge. oP ae eke +e See  % 816 fed Ber tae ere. 

+ ME ayy scent 

ri/ ss ‘Vern are N, ° V VorissP etc. 

fe +m “Va+1, 2/1 +e NO. 9 eas 2k etc. 

SJ r+-iz at — | 

Bi / pes “Vao+n—1, bord ++ Nii: V- Ve+n—1, az ity: Ct. 

ae +M®,. *Vrin—-1, zi “| NE... Vv “Vr+n—1 clea rel 

14, Si Pon suppose y.y,, =o, Péquation précédente donnera, 
en y faisant x =o, 

as v= My. ) ot MN Yo, Pes we? age “Vo, reat WO Vo, xii 

als 5 ae ote? ve 5 vert WO. y, ’ ata tM Vi » TI im—t 

-- MH, —1°*Vn—1, ote. Vin, wip yeererseneneens +a * Yar, 2/+i-n+1! 

HM, MOP, MX, etc. étant des fonctions de i et de r. Lexpression 
precedente de y;,,, peut étre mise sous cette forme trés-simple, 

(G Crmt 4 ay (r—2 

Vi, = oa Ye, ere M, ys » T! ym) = Mm; ‘ Va, cl+r—2 (A) 
: str Fi) SRS ee Vint, e/pr—n4i 

Pintégrale 
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Vintégrale étant prise depuis ro jusqu’a r= i +1 par rapport 
au premier terme, Cepuis 7==1 jusqu’a r= +1 par rapport au 
second terme , et ainsi de suite. Cette expression de 4; ,, sera Vinté- 
srale complete de Péquation y.y;,.,== 0, ou 

Oe Ait BV igs Sal oe C.V ig or Par aaa wp Saee a} 

ie Boy ae, oe CO Vins , Tip sees 

of ON dies ee ee 

O Ye 20) (oe teilersé ¢ tA ade. oo abe 

a pals ere 

Ii est visible que y,, a5 V1, 27> Yi, 2r5°+*-Vou, 2, sont les n fonc- 
tions arbitraires qu’introduit Pintégration de l’équation vy. eae O. 
Pour les déterminer , il faut connaitre imm¢diatement, ou du moins 
pouvoir conclure des conditions du probleme , les 7 premiers rangs 
verticaux de la table suivante : 

VYe,o% VY1,05 V2,09 V3,0 88 8 8 eVi oy Ve Aaat oterentets: a Ves).o 

Vo,19 Sans Ya,19 JV3,1.9 9 02 8 ¥E v9 Vinton 540% 

Mo,a9 Mi,39 WAawer es) A OS ee) Tce ee ES 5 Wee o 

A ST ae Ee ae ee ea ee ee a ae ae are aR ek oD 

Yo,z9 Vrxi2l9 Mai,r9 V3, 2009+ 9 Vi, zy Viti, 00 6Veg, xr 

Yo, zt+19 Mi, z/+19 Vs, 2/419 V3, 24109 *Vi,z/+19 Nit1,2/+1°8 Van, zl+1 

a6 72 « 6 6 8 ° oo 8 Ciaeee Foam ae ae ae a | e ea @ OO © #6.) 6 8 6.8) “6 ..e e 

So,m9 SVi,0? Vs, 09 V3, 0°98 * 9 Vij? Viti, 0:°°* Vo, 0° 

Dans un grand nombre de problémes, les n premiers rangs ver- 

ticaux sont données par des cquatious aux differences finies linéaires, 
et par conséquent par une suite de termes de la forme 4.p’’- 

Supposons que l’expression de y.,,, contienne le terme 4.p”; la 

partie correspondaute de y;, ,, donnée par la formule (A) sera 

Ap”. (M+ M©.p+ M™.p?. ee tM. p'); 

mais la fonction 
MO. MO MO 

Me be be 

est le développement de 

(0) Cm b.2 2, e.2 cceeh cle. 
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. ‘ 1 
suivant les puissances de 5; en changeant donc dans cette der- 

ey ° r 1 3 ‘ 

ni¢re quantite, > en p, et nommant P ce quelle devicnt alors ; 

on aura 4.P.p* pour la partie de y;,., qui répond au terme 
A. p*. Il suit de la que si la valeur de y.,z, est ¢gale a 
A .p™ + A'.p'+ A" .p'”+etc., et que Ponnomme P’, P", etc., 

ce que devient P, en y changeant p dans p’, p", etc.; on aura pour 
la partie correspondante de y;, 2, 

AP p+ A’. P'. pp’ + A". P". pl!” + ete. 

On trouvera pareillement que si la valeur de y,,,, est exprimée 
par B.g* + B'.q' +B". q'” + etc.; et si on nomme Q, Q’, Q", etc., 
ce que devicnt la quantite 

0.2? ot e-LZouat ete. 

lorsqu’on y change successivement F én. ¢5'¢',-q', ete: sla partie 

correspondante de y;, ., sera 

B.Q.g + B'.Q.g'" + B".Q.g"" + etc., 

et ainsi de suite. La réunion de tous ces termes donnera Vexpres- 
sion de y;, 2, la plus simple a laquelle on puisse parvenir. 

15. La valeur de y;,., donnée par la formule (A) du numéro 

précédent, dépendant de la connaissance de M™, W,°-”, etc. ; il 

est visible que ces quantités seront connues, lorsque Yon aura 

le coefficient de “; dans le développement de Z tout se réduit 

donc a déterminer ce coefficient. On a par le n° 5, 

1 

GCS (a—a'). (a—2’) etc. 

1 

ae, (a’—a).(2’—a") etc. 

1 
oe fgets): (a"—a'). etc. 

— CIC. , 

ZO = — 
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a, a” etc. étant fonctious de * Si Pon fait > Sat eaerCie 1 U0 

différentie expression précédente de Z{? , z fois de suite par rap- 

port a s, on aura avec Péquation précédente , n 4-1 Gquations , 
au moyen desquelles, en éliminant les puissances ind¢éterminées 

1 l 1 . \ , ‘ . on 

Gini > Saar > oliri? etc. , on parviendra a une équation linéaire entre 

dZ @Z: 
ZS, 7, —F+, etc., dont les coefficiens seront fonctions de «, 

(0) 

a', x", ctc., et de leurs différentielles prises par rapport a s; or 
il est clair que a, e’, a", etc. doivent entrer de la méme mani¢re 
dans ces coefficiens que l’on pourra ainsi obtenir en fonctions ration- 
nelles et enticres des coefficiens de l’équation qui donne les valeurs 
de a, a’, a”, etc., et des différences de ccs coefficiens, et par 
conscquent en fonctions rationnelles de s. En faisant ensuite dis- 
paraitre les dénominateurs de ces fonctions, on aura une ¢quation 

linéaire entre Z° et ses différentielles , équation dont les coeffi- 

ciens seront des fonctions rationnelles et entiéres de s. Cela pose, 
considérons un terme quelconque de cette cquation, tel que 

ashe * : 1 : 
k.s".—-—~—, et nommons A, le coefficient de =, dans le développe- 

G 
i 

* . 1 . 

ment de Z{” suivant les puissances de 5; ce coefficient dans le 
(0) 

age développement de &.s". sera 

k.(rteu—m). (rf fe 1) « (PEM 2) sere MAT) Ap pnt 

En repassant ainsi des fonctions génératrices a leurs coefficiens , 

Péquation entre Z “) et ses différences , donnera une €quation entre 

A,> Arava, etc., dont les coefficiens seront des fonetions rationnelles 

de rv, et dontlintégrale sera la valeur de 4,. 

Tl suit de la que Vintégration de toute équation linéaire aux 

différences finies particlles, dont les coefficiens sont constans , 

dépend, 1°. de Vintégration dune ¢quation linéaire aux diflerences 
finies dont les cocfficicns sont variables ; 2°. dune integrale défnie. 
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Lintégrale définic dont dépend la valeur de y;,., dans la formule 
(A) est relative a r, et doit s’étendre jusqu’a r =i-+1. 

Relativement & Péquation aux différences particlles du premier 
ordre 

Ome AV oi De Viet,.as 

4° Bs. cieyy 

on a 
I ZO) pas ‘ — 

: aia se 

on a de plus 
CAB 

B 
gz be 

ce qui donne baht 
Ge OO) 

Li == “(— By 3 

dou Pon tire cette équation différenticlle 

dZ,> 5. (A+ B'.s)—i1.B.ZD; = 

ce qui donne l’équation aux differences finies 

Oo=(r-+1).4.A4— (i 7). B.A,; 

on a ensuite 
WO = Birs 

La formule (A) du numéro précédent deviendra donc 

Yah er B aA chy eneteg ) 

L’intégrale finie étant prise depuis r= o jusqu’a r =7. Cest Pin- 
tégrale complete de ’équation précédente aux différences partielles 
du premier ordre. 

L’équation aux diffcrences en A, donne en lintégrant, 

__ At. (i—1).(i— 9)... ..(i—r 1) B" 
A, aL DI A igh? 

7Z ctant une constante arbitraire ; et le dénominateur étant Punité, 
lorsque r est nul. Pour détermiucr cette constante, on obseryera 
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que le coefficient indépendant de - dans Z® est — HF =; est (—B 
la valeur de A,, et par conséquent de H; on aura done 

ak t.(i—1).(i—2)..... seni 5 eam ing 5 ¢ 
NF {ERTS aa “(By By Voi rt4er 

En passant du fini 4 Pinfiniment petit, la méthode précédente 
donnera Vintégrale des €quations linéaires aux différences infini- 
ment petites partielles dont les coefficiens sont constans, 1°. en 
intégrant une équation linéaire aux différences infiniment petites; 

2°. au moyen une intégrale définie. Mais ce n'est pas ici le licu 
de m’€étendre sur cet ober que jai considcré ailleurs avec étendue. 

On doit faire ici une remarque importante relative au nombre 
des fonctions arbitraires que renferme l’expression générale de 
Yi, Ce nombre, dans la formule (A) du numéro précédent, est 
égal a m; mais il devient plus petit dans le cas ou la valeur de z 

du n°15 ne renfermant que des puissances de 5 moindres que 7, 

la plus haute puissance n’ de - 7a un eee constant ou indé- 

pendant de i, Alors en suivant lanalyse précédente, et détermi- 

nant a son moyen la valeur de roa comme nous avons determiné 
1 5 . pene ° x 

celle de aj em repassant ensuite des fonctions génératrices a leurs 

coefficiens , on parviendra a une formule analogue a la formule (A) ; 
seulement, lintégrale définic, au lieu de s’¢tendre jusqwa r=i-- 1, 
deyra s’étendre jusqu’a r= x/++-1. Celte nouvelle expression de 
Yi,2 5 ne dépendra plus que des 7’ fonctions arbitraires y;,., %i,15 
Vigayee Ji, ar—15 CL tandis que la premicre suppose la connaissance 

des n premiers rangs verticaux de la table (Q) du n° 14; celle-ci 

n’exige que la connaissance des n’ premiers rangs horizontaux de 

la méme table. Ainsi les 7 fonctions arbitraires y., 2, V1, 2, 
Va ary eee Ya—1,2 Ae la formule (A) n’équivalent qu’a x’ fonctions 

icant distinctes. En effet, ’équation proposce aux differences 

particlles, donne y;, ,,au moyendes valeur SURE GoM Footy pli en 

ry Clant un nombre entier. Elle donne pareillement 7, ,,,., au moyen 

de Yiseroy Jierrayee Jieeary et Climinant y,+,,. au moyen de 
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son expression , onaAY; v4, au Moyen de Nirer, 09 Viren iy ey itey, nt—ay 

en continuant ainsi, on voit que expression générale de ¥7;,,, ne 

dépend que des arbitraires y+ ,,65 Vices Vitr,w—13 On peut 
donc , aumoyen des n’ premiers rangs horizontaux de la table (Q), 
former tous ses rangs verticaux qui sont, chacun, des fonctions 
de x’, dans lesquelles z est invariable. 

En passant du fini a Vinfiniment petit, on voit avec évidence , 
que le nombre des fonctions arbitraires des équations aux dillé- 
rentielles particlles, peut étre moindre que le plus haut degré de 
la différenticlle dans ces équations. 

16. Quoique les formules données dans les n* 13 et 14, aient 
une grande généralite, il y a cependant quelques cas qui n’y sont 
pas compris. Ces cas ont licu, lorsque Péquatiun zo donne 

1 . . : e . 

= par une suite infinie, ce qui arrive toutes 
z : 1 

f = en Pexpression de | en ; 

les fois que la plus haute puissance de : est multipliée par une 
x ; 1 . F 

fonction rationnelle de m7 Pour avoir alors Pexpression de ya = 

en termes finis, il est nécessaire de recourir a quelques artifices 
@analyse que nous allons exposer , en les appliquant a l’équation 
suivante , 

1 a b 
Saale ga es (a) 

Cette équation donne 
a 

ria SS 
ionaned A aod: 

S25 
t 

par conséquent 

: Get 2) 

t*, Reims 1 = va 

(G1) 

En déyeloppant le second membre de cette derniére équation , et 
repassant des fonctions génératrices aux coefficiens , on aura l’ex- 
pression de yz, «; car cette quantité est le coefficient de °.¢° dans 
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le developpement de Ia fonction génératrice or} et le coefficient 

v.¢° dans un terme quelconque du développement dusecond membre, 
kant r : tel que 1. Tay, ) CSL. Vo, vary V2, 2 Ctant le coefficient de la fonc- 

tion génératrice w.z, coefficient qui est ici égal a 

NVavr Screamer Oe Vr, pee ieee b Var pat Te C Vr, x/e 

Si Ponao=vy.y,,.,, les coefficiens des termes affectés de z dispa- 
raitront, et alors on aura Vexpression de y, ,, en fonction de 
Yo, ay Yo, zt41y Yo, airay €lc.; Cette expression sera lPintégrale de 
Pequation 

OS VMr41 5 Chat a ae e ‘Ve RU iat ada b ‘Vr+1, 2/7 € ‘Vr, al (d) 

Pour avoir cette expression, z peut ¢tre considéré comme nul, 
puisque Pon ne doit avoir égard qu’aux termes indépendans de z ; 
Pequation () devient ainsi 

1 

oS — — te 

cesl ce que je nomme éguation génératrice de Péquation (4) aux 

différences partieclles. En effet, on obtient cette dernicre equation 
cn multipliant la précédente par w, et repassant des fonctions gé- 
ncratrices aux cocfficiens. 

L’expression que l’on obtient par l’analyse precedente pour Yz, 2 
est une suite infinie. On parviendra de cette manicre a une expres- 

sion finie. Reprenons la valeur de => 

forme 

= et donnons-lui cette 

z ene ab +a.(;—b) | 

i a ae 7) ee 
cae) 

Si ’on développe le second membre de cette équation , par rapport 
: 1 

aux puissances de = — b, on aura 

“ ree (G—ey mex’ .b. a a ao) i ta a ph) =A 

x|° atetw.(c-ab). eae (o-baby. Ge Gaara 
Figs 
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Soit 

pala 

P = x! .b.a7?7-+- a. (c-ab).a*—, 

Vm b?.a*ax'.«.b.(c-ab) a? x C=) (c--aby.a*—*, 

po ee peered dort ees Oa et 
D0 TO 

x! ERY 5. (cab) at 

aS ok Sere Recast ee ge (c--ab)*.a*-*, 
Dean 

CtC.5 

on aura 

V(p—b) +P. toe he VO (Gab) et VO 
Uu 7G r 

ao VP o@'r+H) VU @'+*) aZilagws a) 
17. .U*’ u- ob + ——___— ovecve Ca eediicertondl 
Or Véquation 

Ht hnede 2 as aS ? ; — C — 0 

donne 
1 

wy/ lige Tad 
by ~~ ¢=-- ab 
ts 

partant 

; VG—by APO DY eh VO 
Pe Edel oe pseae” (= a)+ VP (+2) =) ae pS alr G- y | . 

eran oe (cabs et "" (c--ab)* \t e 

Pour repasser maintenant des fonctions génératrices aux ost 

ciens , nous observerons , 1°. que le coefficient de z°.¢’* dans ——{ 12. er 2 

est 72,27; 2°. que ce méme ey dans un terme quelconque, 
l 

tel que u.(7 — bY, ou w.b'. Wo 1); esta". Yous), la carac- 

téristique ‘A des différences s se rapportant a la variabilité de x’, 
et celle variable devant ¢tre suppos¢e nulle apres les différentia- 

tions; 
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tions; 3°. que ce coefficient dans u.(~ —a), est a’ Ar. (2 , la 

caractéristique A se rapportant a la variabilité de x, et cette va- 
riable devant ¢tre supposée nulle aprés les différentiations; on aura 
donc avec ces conditions , 

Vigan wok C+ PO a, Gas re + VO, . 

— aris OO, Y222) abe oe Pod Ae, (222) Se ; 

ete oie yore (222), 

c'est Pinlégrale complete de ’équation (4) aux différences partielles. 
fl est clair que cette intégrale suppose que l’on connait le pre- 
mier rang horizontal ct le premier rang vertical de la table (Q) 
du n° 14. 

17. L’expression précédente de vy, ., offre cela de remarquable, 
Savoir, que les caract¢ristiques A ct ‘A des différences finies, ont 

pour exposans, les variables x et x’. En voici un autre exemple. 
Considerons léquation aux diflurences partielles 

b ’ ; 
o= A” ye, oD Dye, et PN At ye aime tte) 

la caractéristique A se rapportant a la variable « dont Yunité est 
la difference , ct la caractéristique 'A se rapportant a la variable x’ 
dont @ estla difference. L’équation géucratrice correspoudante sera , 
par le numero precedent, 

o=G JHE 02 Go Ga) ee 
Cette equation donne les x suiyantes 

1 1 
poi=t.a—J), 
v a t'% 

uf 
1 1 
pois t.G Sear) ho 
bt a ine 

1 kay? 1 
; 1 = — .( me 

les 
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g>7', 7’, etc. étant les m racines de Péquation 

O= 2" — a." '+ 6.2" *—elC. 
L’équation 

donne 

w u g sa Ne 
seep i t+t—!.4) 

q= 1 ope q 1 

7 ay. | Feet oral CE molt 
-+- etc. 

En repassant des fonctions génératrices aux coefficiens , on aura 

Ge i | 

Ve, Pie ot {5 Soy2'pex— x. i . (a + 2) Yoage(errt etc. }. 

Le second membre de cette équation peut étre mis sous la 
forme 

x+ = me 

G4) CN (Ek) x] 
En désignant donc par la fonction arbitraire («’) la quantité 

x 

q rs P ; 
¢ =) -Yo,z, expression de y,,., deviendra 

pees ( a a (— ee, ® (2'). 

Cette valeur satisfait donc a Péquation proposée aux differences 
partielles. Il est visible que chacune des racines g’, g", etc. , fournit 
une valeur semblable, dans laquelle on peut introduire une autre 
arbitraire. Nous désignerons par ¢,(x'), @,(x'), etc. ces nouvelles 
arbitraires. La reunion de toutes ces valeurs satisfera a ’équation 
proposce , parce qu’elle est linéaire , et cctte réunion en sera V’in- 
icgrale complete qui est ainsi , 
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seni 
20> ( + = (— ae @ (x’) 

Tee 
+( as 7 (— TY /A*.9, (2!) 

+- etc. 

Si Pon suppose « infiniment petit et égal A dx’; si Yon observe 
@aiileurs que 

commie il est facile de s’en convaincre, en prenant les logarithmes 
de chaque membre de cette équation, on aura 

rates — wits aes woe ty d=. a ‘ 

te OF (—gq) (Pe) +e! (—q')*-( GO) ele; 

Cest Pintégrale complete de V’équation aux différences particlles 
{inics et infiniment petites, 

SINGS otha. a (Stee) ‘he ae Las PY x, 2! + etc. 
OR ax? 

Toutes les équations aux differences partielles que nous avons 
examincées jusquici, Wont point de dernier terme indépendant de 
la variable principale. Si elles en avaient, on y aurait égard, et 

Pon intégrerait ces ¢quations par la méthode que nous ayons 

donnée pour cet objet, relativement aux équalions aux simples 
différences , ct qu’il est facile @appliquer aux equations a diflerences 

partielles. 

Théorémes sur le développement en séries , des fonctions de 

plusieurs variables. 

18. Si Yon appliqne aux fonctions de plusicurs variables, la 

méthode du n? 11; on aura sur Ie développement de ces fonctions 

en séries, des théorémes analogues a ccux du un’ 10. Considcrons 
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o ° r , ° 1 ie ° z 

la fonction generatrice uw. l Wo —_ 1 | , et donnons-lui cette 

forme 

u.[Q +-— 1).G +5— ope +5 —1).ceto— ale 

w étant supposé une fonction de ¢, ¢’, ¢’, etc., dans le développe- 

ment de laquelle y, ,, .» eo, est le coefficient de ¢.2'”’.2"*". etc. Ce 
etc 

1 n 

; 5 cl gene RCE coefficient dans le développement de z lao ne | 

A". I, ata ee ©) %', x", etc. Etant supposes varier de Punité dans 

Ve. x’ x’ ee Ce méme coefficient, dans le développement de la 

fonction génératrice 

1 t/t ef By i 

PRM NOL AUT etc +9, xf 

? ’ 

sera 

etc. 7 

les caractéristiques 'A,"A,/"A, etc. se rapportant respectivement 
aux variables «, x’, x’, etc.; on aura donc, en repassant des fonc- 
tions génératrices a leurs coefficiens, 

A + ba a +A. y:2, aa bbe) . GQ—-"A Waa 8", etc.) |", 
Vx, Xx, ett. —— x Hla Ix, x’, a, etc.) > ett.—1 

pourvu que dans le développement du second membre de cette 
équation, on applique aux caractéristiques ‘A ,"A, etc., les expo- 
sans des puissances de /A.7x,2/,2", etc.y "AeYx, x’, x", etc. CLC. 

En changeant n dans —n, la méme équation subsiste encore, 
pourvu que lon change, comme dans les n® 10 et 11, les carac- 
téristiques A, ‘A, "A, etc., lorsqu’elles ont un exposant négatif, en 
intégrales finies correspondantes, les signes = ,'=,"=, etc. étant 
les caractéristiques des intégrales, correspondantes aux caractéris- 
tiques A,’A,"A, etc. des differences. 

Il est clair que 7 ercarcarrs 

de la difference finie n@”¢ de yz, x, x", ex.) x Variant de i, x’ variant 
de 7, x” variant de 2”, etc.; or ona 

n . , , . 

— 1 | est la fonction génératrice 
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1 n 1 i 1 i/ 1 pr —, 

wt. E PYF etc, — | —Ll. [o+ i —1) . € od 7 —1) . G+ i —1) , etc.—1 | ‘ 

en désignant donc par A la caractéristique des différences , lorsqrre- 

x varie de i, «' de i’, x" de x", etc.; et par =, la caractéristique in- 
t¢égrale correspondanic, on aura 

A” oN x, x’, x", etc. = [uA ON ae ASC ete. ° (QA JF 8" etc.) .elc—2 J”, 

= ; 
Pe i a . — => a rrr 

Wx, WIA [Cis Jax, x’, x", Tone HAY, meas ae -etc.—1]"’ 

pourvu que dans le développement du second membre de ces 
équations , on applique aux caractéristiques ‘A, "A, etc., les expo- 
sans des puissances de 'A.7,,, 1, x", etc.) "AsVx, 2',2",ete.5 etC., et que 
Yon change les diifGrences négatives en intégrales. On peut ainsi 

se dispenser @indiquer les arhitraires que Vintégrale finie =" doit 
iniroduire , parce qu’elles sont censées renfermées dans les inté- 
grales que donne le développement de son expression. 

Les deux équations précédentes ont encore lieu ,en supposant que 
dans tes differences "Arye y aan fA Ws. 2, x*,etc,, CLC., w, 2’, a fw 

lieu de varierde lunité, varient dune quantité quelconque @; pourvu 

que dans la diffrence A.y,,7,<,e0, « varie de iw, x' de i'w, 

x" de ia, etc. Maintenant si on suppose @ infiniment petit, les 
differences: Bi Vi 9's en, et, x2" cle) ClO, SC Cllanecront, 1a 

os dy, , dy , 5 

premicre dans dev. (—27*), la seconde dans dx’. Seis), etc. 

De plus, si lon fait 7, i’, 2’, etc. infiniment grands, et tels que 
Pon ait 

rma: aieix taesict' Ji GUC; ; 
on aura 

ae bs (2: Ma an etce 

dn 
(ae Lx, 2, ete. )'= { 1--dx. Cara es = ? 

c étant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Punite. Ou aura pareillement 

(2 “pA Vx. a, etc.) =c ge ? 
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et ainsi de suite ; partant 

dy, x’, ete. ; dy, x’, etc. 
( Fo) + al. ao ») + ete. 

1 

= a. 

TAN © )'x, x', etc. = ic pee. iy ? 

————— 

ee Ce eG se") 7 CES <=) en 

[eS @ : — i} 
wx variant de 2, x’ de 2’, ctc., dans les deux premiers membres de 

ces équations. 
Si au lieu de supposer @ infiniment petit, on le suppose fini, 

ct i iufiniment petit et ¢gal a dx; si Pon suppose encore 7’, z’, etc. 
infiniment petits et respectivement égaux a dx', dx’, etc., on aura 

(AFD. 72,2, ete) = (1D I's, a, ere.) = 1--dx log (aA oJ, 2, ete.) 3 

on aura pareillement 

(a NA Vx, x, Pes —=i-t dy’. log (1 A Vx, x', etc.) ‘ 

etc. 

ps “Vx, x', cle. = 

Waillcurs A". 7x, x,ec. $¢ change alors dans d*. 7z,2/,et.3 ON aura 
donc 

dl". ¥x,.2', 00 (dx1Og(1-F'A 92,2, eve.) dx’ logit’ A . 72,2’, etc. ete. ]"; 

équation qui en faisant n neégatif, subsiste encore , pourvu que l’on 
change les differences négatives en intégrales. Ces divers résultats 
sont analogues a ceux que nous avons trouvés dans le n° 10, rela- 
tivement aux fonctions @une seule variable ; et Yon y retrouve l’ana- 
logie que nous avons observée entre les puissances positives et les 
differences , ct entre les puissances négatives et les intégrales. 

Considérations sur le passage du fini d Vinfiniment petit. 

19. Le passage du fini a Vinfiniment petit, cousiste 4 néeliger les 
diflérences infiniment petites , par rapport aux quantités finies, ct 
géuéralement les infiniment petits @un ordre supérieur, relative- 
ment a ceux dun ordre inf€rieur. Cette omission semble éter a ce 
passage, la rigueur géométrique ; mais pour se convaincre de sou 
enticre exactitude , il suffit de le considérer comme le résultat de 
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la comparaison des puissances homogénes d’une variable indéter- 
minée , dans le développement des termes d’une équation qui sub- 
siste, quelle que soit cette indéterminée; car il est clair que les 
termes affectcs de la méme puissance, doivent se détruire mu- 
tucllement. 

Pour rendre cela sensible par un exemple, considérons l’équa- 
tion suivante que donne l¢équation (q¢) du n* 10, en y faisant 
jes 

a 

Vie 

Ny = ( 1 + dy.) *—1 

A est la caractéristique des différences finies, x’ variant de @, et 
dest la caractéristique des différences, x’ variant de dx’. L’équa- 
tion précédente développée donne, en appliquant conformément a 

Panalyse du numéro cit¢é, les exposans des puissances de dy,, a la 
caracteristique d, 

Se ay dy ete. 
19 dx? 

dy ,, est €gal 9°24 a2-—2r Supposons qu’en développant la fonction 
de x«'-++- dx’, représentée par 72/4. a2) ON ait 

Naty det = Jar Pde! .y!, + dx" .2,,-+ ete. 3 

on aura 

dy. = dx! "+ dx’? 22 ete. ; 

dou lon tire 
d?y = dx'.dy_,--dx'*.dz,,-- etc. 

Développons pareillement 9. a2) Z24ax 5 etc. suivant les puis- 

sances de dx’, et supposons que l’on ait 

Sadat HI dx! 7, + dx’. si ete. , 

Zang det oe Zar “FAX! 02 op etC.; 

on aura Dy = dx! Ve dax!*.s.-4- etc. , 

dz,, == dx'. 2, etc. 5 

partant Dg dx” Fa) te dx? 52, ele. 

Hb dx? zk eles 
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Lexpression précédente de 'A.y,, deviendra ainsi, 

YN ae eee Sat etc. 

a. (ema tete)| 

He dx! . a2. (se Za ete.) 7; (0) 

-+ etc. | 

—+- dx’?.etc. 

dx’ étant indéterminé, les termes indépendans de dx’ doivent étre 

égalés séparément entre eux; on a donc 

! ers r ae 7 
AS 1S 4 Yu FJ at ete. 

Maintenant, 77, est le coefficient de dx’ dans le développement 

de 72/4423 Cest ce que Yon dsigne dans le Calcul diffcrentiel, 

par ae Pareillement 7”, est le cocfficient de dx’ dans le dévelop- 
a 

/ Bt dy’ 
loppement de y%/,,,,; Cest ce que Pon designe par +, ou par 

es et ainsi de suite; en substituant donc dans Péquation précé- 
4 

dente, 72/+2—z au lieu de 'A.y,,, on aura le thcor¢me suivant, 
ae 2 2, 3 a eS) 

Fe ake oe iis ee ES 
132° da" 1.9.5 dx 

Considéré comme résultat de la comparaison des termes indépen- 
dans de dx’, ce théoréme ne laisse aucun doute sur son exactitude 

rigoureuse, et il est visible par Panalyse préccdente , que cette compa- 
raisonrevienta négligerles termes multipliés par dx! et ses puissances, 
relativement aux quantités finies ; cette omission n’6te donc rien a 
la rigueur du Calcul différentiel. Mais on voit de plus, d priori, 
que les termes affectés de la méme puissance de l’indéterminée dv’, 
doivent se détruire mutucllement, ce que Yon peut verifier é pos- 
teriori ; ainsi ce que Yon néglige comme infiniment petit est rigou- 
reusement nul; ensorte que omission des infiniment petits, rela- 
livement aux quantités finies, n’est au fond qu’un moyen facile 
d’climiner les termes superflus qui doivent disparaitre dans le ré- 
sultat final. 

Ce 
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Ce rapprochement du calcul aux différences finies, et du calcul 

différentiel, met en évidence la rigueur des résultats de ce dernier 
calcul, ct doune sa vraie métaphysique ; mais ses applications a 
Pétenduc, a la durée et au mouvement, supposent de plus, le prin- 
cipe des limites. On peut, par un rapprochement semblable, éclair- 
cir divers points de Panalyse infinitésimale , qui ont été des sujets 
de contestation parmi les géométres: telle est la discontinuité des 
fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux diffé¢- 
rences particlles. Ceux qui ont rejeté cette discontinuité, se fon- 

daicnt sur ce que analyse ordinaire des différences infiniment 
petites, suppose que Ics différentielles sucecssiyes d’une fonction , 

doivent ¢tre infiniment petites relativement aux précédentes, ce 
qui n’a point licu lorsque la fonction est discontinue. Pour éclaircir 
cette question délicate, il faut la considérer dans les différences 
finies , et observer ce qui arrive dans le passage de ces différences 
aux différeuces infiniment petites. 

Prenons pour exemple l’équation suivante aux differences finies 
partielles 

(Sern, aM 22,20 Jrniy (Pr, 21s Ya, Js, 2-1) =05 (a) 

son €quation génératrice est, par le n° 16, 

ph( raayhci(s Pysio 3 1¢ 1) i — SI 

et en suivant l’analyse donnée précédemment, il est facile d’en 
conclure que l’intégrale complcte de léquation proposée (a) est 

Jr, =O (wtax’) +) (x—2’), 

@(x+- x’) étant une fonction arbitraire de x-++--x’, et J (x— x’) 
étant une fonction arbitraire de « —x’. Il est facile @ailleurs de 
s’assurer que cette valcur satisfait a la proposée, et quelle en est 
Vintégrale complete , puisqu’elle renferme deux fonctions arbitraires. 

Supposons présentement que dans la table suivante, 

Jo,09 V1,09%s,0, 13,0889 8 Vn-s,09 Yn,o 

Soro Dtir9 Naya, S38, eee Yn—s,1 9 Jays 

bi FR os aa Tee 1) ae ere 2, Oo a—1,29 Jn,29 (Z) 

a) ep el re Se) o. Wh eM ETT eS ‘ep te Ler of.) @CLren s $) inks . 

Jc,0) 11,09 N3,«"2 J3,0 CESS] B= i, a2 J 1, 

10 
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on connaisse les deux premiers rangs horizontaux compris entre 
les deux colonnes verticales extrémes 

M0,09 70,19 Jo,a2 29 Vo, 

Jn,o9 Naj19 Tn, are Vn, wd 

ct que Yon connaisse de plus tous les termes de ces deux colonnes ; 
on pourra déterminer toutes les valeurs dey, , ., qui tombent entre 
ces colonnes. Car si Pon veut former le troisiéme rang horizontal , 
on observera que Péquation (a) donne 

Ve eV 24a 1 pet Vc, ay 

En faisant dans cette derniére équation, x'==1, et successivement 
wos, xs=2,xe==3.....x==n—1, on aura les valeurs de y,,., 
Va,25.V3,0e++Vn—s,s, 00 le troisiéme rang horizontal, au moyen des 
deux premiers rangs horizontaux. On formera dela méme manicre , 
le quatriéme rang horizontal, et ainsi de suite a Dinfini. Mais si Pon 

veut déterminer les valeurs de y,, -, quitombenthors de la table (Z) , 
les conditions précédentes ne suffisent pas, et il faut leur en ajou- 
ter (autres. 

Reprenons J’intégrale 

S20 O(a 2!) lh (e—-x'); 
et supposons que le second rang horizontal qui détermine une des 
deux fonctions arbitraires , soit tel que Yon ait 

| (w—2') = 9 (w—2'); 

Ye, O(x+n') +o («—x’). 

En faisant «’=0, on a %(m)=4.y, ,; partant 

On aura 

Va 2H Vevr oa Vr-z,e 

Il est facile de voir que cette équation satisfait 4 Péquation propo- 
see (a); mais elle n’en est qu’une intégrale particuli¢re quirépond 
ee le second rang horizontal se forme du premier, au moyen 
de Péquation 

Sc ree een y ° + = Ve—15 0° 

Tant que x-+-x' sera égal ou moindre que 7, et que x—x’ sera 
posit ou nul; on aura la valeur de y,,.,, au moyen du premier 
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rang horizontal. Mais lorsque «x croissant, «++ x! deviendra plus 
grand que 7, ou lorsque « — x’ deviendra négatif; il faudra déter- 
miner les valeurs de y42,. ct de yz2,., au moyen des deux 
colonnes verticales extrémes. Supposons que tous les termes de 
ces colonnes soient nuls , et que Von ait ainsi y, , ,,=0 et y,, 2 =0. 
En faisant x nul dans Péquation 

Vii ee alg lene Ve cer 4 ’ 
on aura 

JS —21,0 FHV zt, 0 

En faisant ensuite x= 7 dans la méme équation, on aura 

Ma+z!, t) —— Sore) mere oe 

Si Yon change ensuite dans cette derniére équation x’ en n-+x’, 
on aura 

Van+21, 0S OV 21,0 Var, 05 

en changeant encore x’ dans n+ x’, on aura 

RC ta Rae a ba 

et généralement, on aura 

are+z/,0—— ) z/,07 
Si ? —/J ? 

TG Qf) n-+27,0 Vn—z!, o° 

On powra ainsi, au moyen de ces deux équations, continuer les 
valeurs de y,,-, a Vinfini, du coté des valeurs positives de «x, 

et Pon en conclura celles qui répondent a x négatif, au moyen de 
Yéquation 

9 ee ey aT 

De la résulte la construction suivante. Représentons les valeurs 
de v,, depuis « =o jusqu’a «== 7, par les ordonnées menées aux 
angles d’un polygone dont labscisse soit «, et dont les deux extré- 
mités, que je désigne par 4 et B, aboutissent aux points ou «=o 
et x==n. On portera ce polygone depuis «=n jusqu’a x = 27, en 
lui donnant une position contraire a celle qu’il avait depuis «=o 
jusqu’a x ==7; c’est-a-dire, une position telle, que les parties qui 
étaient au dessus de l’axe des abscisses x, se trouvent au-dessous , 

le point B restant ailleurs dans celte seconde position , a la 
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méme place que dans la premicre, et le point .4 répondant ainsi 
i Pabscisse « == 27. On placera ensuite ce méme polygone , depuis 
x ==2n jusqu’a x==43r, en lui donnant une position contraire a la 
seconde, et par conséquent semblable a la premi¢re, de maniére 
que le point 4, dans cette troisiéme position, conserve la place 
qu’il avait dans la seconde, et qwainsi le point Bréponde a l’abscisse 
x == 3n. En continuant de placer ainsi ce polygone alternativement 
au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses; Iles ordonnées menées 
aux angles de cette suite de polygones, seront les valeurs dey. ,, 
qui répondent a x positif. 

Pareillement , on placera ce polygone depuis x==o jusqu’a 
x == —7, en lui donnant une position contraire a celle qu’il avait 
depuis x= 0 jusqu’a x==n, 4 restant dailleurs a la méme place 
dans ces deux positions. On placera ensuite ce polygone depuis 
x—=—n jusqu’a « ==—27, en lui donnant une position contraire 
ala seconde, le point Bconseryant la méme place, et ainsi de suite 
a l’infini. Les ordonnécs de ces polygones représentent les valeurs 
de y.,., qui répondent a x négatif. On aura ensuite la valeur de 
Fz,2 €n prenant la demi-somme des deux ordonnées qui répondent 
aux abscisses x-+ x’ et x —a’. 

Cette construction géométrique est générale, quelle que soit la 
nature du polygone que nous venons de considérer. Elle servira 
a déterminer toutes les valeurs de y, ,,, comprises depuis x =o 
jusqu’a x==n, ct depuis x’ =o jusqu’a x/—=oo, pouryu que lon ait 
Vo2/=0, Ct n,2/==0, et que Vailleurs le second rang horizontal de 
Ja table (Z) soit tel, que Von ait 

Veh ee Yaris ee eVeor le 

Ona parce qui précéde, 

Ve eS Eh eters + = “Var=tI=n, 0 5 

de plus, | 

— es . ores = SJ 2+2'¢n,9= Yas 09 V2—zi=n, oS Vn 43/,0} 
done 

i 3 ra 
J etn 2° Va—z—2/, oe rs A Pee o— wot) newt 25 

il suit de la que dans la table (Z), le (n--x’)*™ rang horizontal, est 
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le «’"* rang pris avec un signe contraire et dans un ordre renversé ; 
ensorte que le terme 7“ du rang (n-}-x')*™ est le méme que le 
terme (n—r)*™ du x’ rang pris avec un signe contraire. On a 
ensuite 

Ve ) a+r! — x eV say oan C) = . Va—zl—an, e 3 

on a @ailleurs, par ce qui précede, 

JV entrees, e SV z+2', ° ; 

Ve at—an oF Vang zi—z 0 SSO V 21 HV 215 

partant 
Vz, an cl es Prey © ++ tI 2 a ° SV rz, 215 

d’ou il suit que le (27-++x')** rang horizontal est exactement égal au 
ce rang. 

Considerons présentement les vibrations d’une corde tendue , 
dont la figure initiale soit quelconque , pourvu qu’elle soit trés- 
rapprochée dans tous ses points, de Paxe des abscisses. Nommons x 
Yabscisse, ¢ le tems, y,,, Pordonnée d’un point quelconque de la 
corde , apres le tems ¢. Concevons de plus Vabscisse x partagée 
dans une infinité de parties égales a dx, et que nous prendrons 
pour unité; ce qui revient a considérer « comme un nombre infini. 
Cela posé , on aura par les principes de dynamique, 

ddy. + a’ 

(FH )= 5 em Ve Yea 0)5 

a Gtant un coefficient constant dépendant de la tension et de la 
as ; 4 dx’ grosseur de la corde. Si l'on fait ===; on aura dt = =, et y.,, 

a? a é 

deviendra une fonction de x et de x’, que nous désignons par y,, 2; 
or la grandeur de d¢étant arbitraire, on peut Ja supposer telle , que 
la variation de x’ soit égale a celle de x, que nous ayons prise pour 
Punité ; ’équation précédente devient ainsi 

V2, ctr Wa; , 21 = Vr4+1,20°" We eet Ven1, 219 

x etx’ étant ici des nombres infinis. Cette equation est la méme 
que celle que nous venons de considérer ; ainsi la construction 
géométrique que nous ayons donnée précédemment , peut-ctre 
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employée dans ce cas: le polygone dont les ordonnées des angles 
sont représentées par y,,,, est ici la figure initiale de la corde; 
mais il faut pour cela supposer la longueur 7, divisée dans une 
infinité de parties égales a dx. Il faut de plus que la corde soit fixe 
a ses extrémités, afin que lon ait y., 2=0,%n,2==0. D’ailleurs 
Yéquation de condition 

Ve3 ae Vee tay ee iess 

ou, ce qui revicnt au méme, 

M21" 2,0 L(Y a1, om 202, ob 2-1, 0) 

se change en celle-ci, 

dt. (Yat) = 1. det.(Be) ; 
ce qui donne 

D2) —(), 

Or (22) est la vitesse initiale de la corde; cette vitesse doit 

donc étre nulle a Porigine du mouvement. Toutes les fois que ces 
conditions auront lieu, la construction précédente donnera toujours 
le mouvement de la corde , quelle que soit sa figure initiale , pourvu 
cependant que dans tous ses points, Vr4s,0-— 2Vc41,o 2,0 SOit un 
infiniment petit du second ordre, c’est-a-dire que deux élémens con- 
tigus de la corde, ne forment point un angle fini. Cette condition 
est nécessaire pour que l’équation différentielle du probléme puisse 
subsister, et pour que celle-ci 

dYzr 6 ee | 
dt. ee) = E(Yep1, 0 22,0 V 2-1, 0) 

donne (S22) == 0. Mais Wailleurs il est évident, par ce qui pré- 

céde, que la figure initiale de la corde peut étre discontinue et 
formée @un nombre quelconque Warcs de courbes différentes , 
pourvu que ces arcs se touchent. 

Les diverses situations de la corde daus son mouvement , sont 
representces par les rangs horizontaux de la table (Z) ; et comme 
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les rangs qui correspondeut aux valeurs de x’, «!+- 27, x'+-4n, etc. 
sont les mémes par ce qui precede , il en résulte que la corde revient 

on 4n 
oe a gig sae, 

On voit encore par la construction géométrique donnée ci-dessus, 
gue si Pon congoit une suite de cordes liées entre elles, et placées 
alternativement au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses , 
comme dans cette construction ; toutes ces cordes vibreront de 

la méme maniére , ensorte que leurs figures initiales étant Ics 
mémes , leurs figures seront constamment pareilles. On peut méme 
ne fixer que les deux extrémités de cette suite, et laisser leurs 
noeeuds erticrement libres; car les élémens des deux cordes au 
point de leur jonction, étant en ligne droite et également tendus , 
ce point n’a aucune tendance a se mouvoir, et doit conséquem- 
ment rester immobile; ce que ’expérience confirme. 

Cette analyse des cordes vibrantes, établit d’une manic¢re incon- 
testable, la possibilité @’admettre des fonctions discontinues dans ce 
probleme; et l’on en doit généralement conclure que ces fonctions 
peuvent étre employées dans tous lcs problémes qui dépendent 
d’équations a differences partielles infiniment petites, pourvu qu’elles 
puissent subsister avec ces ¢quations et avec les conditions du 
probléme. On peut en effet considérer ces équations , comme des cas 
particuliers d’équations aux différences finies, dans lesquclles on 
suppose que les variables deviennent infinies ; or rien n’¢lant né- 
cligé dans la théorie des ¢quations aux différences finics partielles, 
il est visible que les fonctions arbitraires de leurs intégrales , ne 
sont point assujéties ala loi de continuité, et que les construc- 
tions de ces équations, au moyen de polygones , ont lieu quelle 
que soit la nature de ces polygones. Maintenant lorsqu’on passe 
du fini 4 Vinfiniment petit, ces polygones se changent dans des 
courbes qui, par conséquent, peuvent étre discontinues ; ainsi 
la loi de continuilé mest nécessaire ni dans les fonctions arbi- 
traires des intégrales, ni dans les constructions géomctriques qui 
les représentent. Il faut seulement observer que si l’equation aux 

différenticlles particlles en y,,., est de Pordre z, il ne doit point 

y avoir de saut cntre deux valeurs consécutiyes de ies): dx, ds 

a la méme situation aprés les tems ¢, ¢ ++ 
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ret s étant des nombres entiers positifs, s pouvant ¢tre nul; c’est- 

a-dire que la différentielle de cette quantité doit étre infiniment 

petite par rapport a cette quantité elle-méme. Cette condition est 

indispensable pour que l’équation différentielle proposée puisse 

subsister ; parce que toute équation différentielle partielle suppose 

que les différentielles partielles de y,,., dont elle est formée, et 

divisées par les puissances respectives de dx et de dx’, sont des 

quantités finies et comparables entre elles ; mais rien oblige 

@admettre la méme condition relativement aux différences de y,, z, 

de Pordre n ou @un ordre supérieur. En prenant pour fonctions 
arbitraires, les différences les plus élevées des fonctions arbitraires 
qui entrent dans lintégrale dune équation aux différences partielles; 
cette intégrale ne renfermera plus alors que des fonctions arbi- 
traires et leurs intégrales successives qui sont continues, parce 
qu’en général Vintégrale fds.@(s}) est continue dans le cas méme 
ou la fonction ¢(s) ne lest pas. La condition précédente se réduit 
donc a ce que la différence (n—1)*™ de chaque fonction arbi- 
traire soit continue, c’est-a-dire que sa différentielle soit infiniment 
plus petite. Il ne doit donc point y avoir de saut entre deux tan- 
gentes consécutives de la courbe qui représente la fonction arbitraire 
de lintégrale d'une équation aux différentielles partielles du second 
ordre ; ainsi dans le probleme des cordes vibrantes que nous venons 
de discuter, il est nécessaire et il suffit que deux ¢lémens quel- 
conques contigus de la figure initiale de la corde, forment entre eux 
un angle infiniment peu different de deux angles droits. Il ne doit 
point y avoir de saut entre deux rayons osculateurs consécutifs 
de la courbe qui représente la fonction arbitraire continue dans 
Pintégrale, si ’équation aux differences partielles est du troisiéme 
ordre; et ainsi de suite. 

Considérations générales sur les fonctions génératrices. 

20. Il est souvent utile de connaitre la fonction génératrice dune 
quantité donnée par une équation aux (ifférences finies, ordinaires 
ou particlles; parce que Yanalyse offrant divers moyens pour 
développer les fonctions en séries, on peut ainsi obtenir dune 
maniere fort simple, la yaleur de la quantité cherchée. II résulte 

du 
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du n° 5, que la quantité y,, donnée par Péquation aux différences 
finies 

OAV e bt DV sp tH CoV erases: HP Veen Ve+ns 

est le coefficient de z dans le développement de la fonction 

A+ Butt C.t....... + H.i" 
at? +b. +e... p.t+tq?’ 

4, B,C,....H étant des constantes arbitraires. En effet, si l’on 
compare cette fonction a celle-ci, 

SoA Vr EPY ge Brovees so IO ts oe Ae 2 a i oc 9 5 

on aura , en faisant disparaitre le dénominateur, et en vertu de 
Péquation aux differences en y,, 

A+ Bit Cot... BAO BO (byte y+ etc.) 

+ t*.(c. Vote e-Vi-+ etc.) 

= etc. ; 

en égalant ensuite les puissances homogénes de ¢, on aura les 
valeurs de 7, B, C, etc. aumoyendes 7 valeurs 7, ie -Yn—15 
on aura donc ainsi la fonction géneratrice de y.. 

Si Yon suppose 2‘. y,=y’, on aura y, = A'.y’; et alors 

Yéquation 
OA ef DY spr THe CoVorerrees tg +-Vr405 

OS aA hb eG yy, 5 

ce qui donne en intégrant , 

devient 

ayitby.,, BOOS = GV can = Mux Nuvi etc: ; 

M,N, etc. étant des constantes arbitraires. Par le n° 2, w étant la 

fonction génératrice de y,, celle de vy, est 

u.ti-- A’, i+ BY, t*-+ etc. | 

(1—¢)' 4 

la fonction génératrice de y, ou de la quantité donnée par Péqua- 

11 
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tion précédente en y, est donc 

(ALB .t+C.t?... Ht") thd 11+ B’ thet.) (a.t"+-5.t"—"....+q) 

(i—t)'. (a.t7+b.t? be. 1"... +p.t+q) ; 

Concevons maintenant que a, b,c, etc. soient des fonctions 
rationnelles et enti¢res de z’ de Pordre z, et que 4, B, C, etc. 

soient des fonctions arbitraires de la méme quantité; y, sera fonc- 
tion de x et de ¢’. Enla développant par rapport aux puissances de 
z', nous nommerons y, , le coefficient de ¢’” dans ce développe- 
ment. Cela posé, si on suppose 

a’. titty bi. tb cc’. t'"—*+ etc., a= 

b= al. t™ Dt + cl. tl? +44 etc, 
Cra st" = ClC., 

€tc. 

Léquation différenticlle précédente en y, donnera, en comparant 
les coefficiens de la puissance z'*’*”, Péquation suivante aux diffé- 
rences partielles en y., 2, 

OH. OV, ctart C+ Ja2,c40 tele. 

Wepre Oe 241, vik etc. 
ta rns, 27 Ht etc. 

-- etc. ; 

la fonction génératrice de la variable, ,, de cette équation sera donc 

AtB.t+C.t?...... +H.t"— 

a eb th. tot tt, 3 + ete. 

oR BM oe am SiceeE y c 
+a".t™ 1" -betc. 

+ etc. 

A,B,C, etc. étant des fonctions arbitraires de z', elles donneront 
par leur développement, les fonctions arbitraires qui doivent entrer 
dans lexpression de y,, 2 

On peut encore déterminer les fonctions génératrices des équa- 
tions aux différences finies, dans lesquelles les coefficiens sont 
variables. Considérons pour cela Véquation aux différences 

o= BVA AD 6 Yass KO» Vayss see os al 

= vt. (a’ Vad Verte! “Vira ree = q' oe) 

A AY Poe ws YP Ce PEELS ot Ae ne 
-+ etc. 
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Si ’on nomme wz la fonction génératrice de y,, on aura, en vertu 
de Péquation précédente , 

u.(a “he -- = — aie - 

+4. {u.(a' gee Sacamps £ \ 

2.5, fe. fu.(a" ee } 
+ ctc. 

=A+ Butt Cit... tA, 

4,B,C,.....H ctant des constantes arbitraires qui dépendent 
des valeurs de y., /1)9s5++++J’a—.- En effet, si Yon substitue dans 

cette équation, la valeur précédente de w en série; on voit qu’en 
vertu de l’équation différenticlle proposéc, tous les coefficiens de 
Ja méme puissance de ¢, disparaissent lorsque cette puissance est 
égale vu plus grande que 7; et la comparaison des puissances 
inférieures donnent un nombre rv d’équations qui déterminent les 
constantes 4, B,C, etc., au moyen des valeurs 7., ¥,,+- Yaa 

L’équation différentielle précédente nest intégrable généralement, 
que dans le cas ou elle est du premier ordre, et alors les coeffi- 
ciens de Péquation aux differences finies en y, ne renferment que 
la premicre puissance de x: dans ce dernier cas, on peut obtenir 
la fonction génératrice w par des quadratures. 

21. La connaissance des fonctions génératrices des équations dif- 
ferentielles , donne expression des intégrales de ces équations , au 
moyen de quadratures définies. Reprenons pour cela , Péquation 

WV oY 1 bY aol ee AY se PAY rp Oe ee to toe 

Substituons dans ses deux membres, c*® V=" au lieu de #, c étant 
toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité; et 
nommons U, ce que devient alors uw. En multipliant Péquation par 

Co V—" dar , et intégrant, on aura 

Se AL ae Sh, ~ | 

ot VetVrni0€ V=" etc 

Si Pon substitue pour c™ ’® oe a sa yaleur cos rat VW —1.sin ra, 

few Vw fr | 
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et si Pon prend Vintégrale depuis # =— 7 jusqua wom, 27 

étantla circonférence, le second membre se réduit a 27,v,; ona donc 

ies — .fU. der .( Cos x@— \/—1.Sin xa) 

mais cette formule a Vinconvénient dintroduire des imaginaires 

dont on peut se débarrasser de la maniére suivante. 

Considérons Y’équation 
OS AV et OV rgressecee EV 240 

a Pa Fiat em EC Re e td Hera)5 

Waite ae 

T étant une fonction de ¢ quil s’agit de déterminer , ainsi que 
les limites de Vintégrale. En substituant pour y, cette valeur dans 
Yéquation différentielle en y, , et observant que lon a 

x. it dt. Fm T+ yr*.d.(Z) . 

ce qui fait disparaitre le coefficient variable x; on aura 

el supposons 

ag ; b’ qd’ 

Oo=— Tt la Sloss aenele se 

; d i ie OF q ; +05. [7-(+F Abited +2) ] 

En égalant a zéro la partic sous le signe /, on aura 

4 b q o=T.(a+ reve ot 
d ; Iasi q 

+t. e [ 7.(« + tr? ee ot 2) |. 

Cette équation intégrée donne 7'en fonction de t. Elle est la méme 

que Péquation différentielle en ~ du numéro précédent , en négli- 

geant dans celle-ci le terme indépendant de w. La valeur de 7' est 

donc la partie de w qui est ind¢pendante de ce terme. 
Pour avoir les limites de Pintégrale /¢-?-'.7.dt, on égalera a 

zcro la partie hors du signe /, dans Féquation (A) ; ce qui donne 
b’ / 

—- Tit (aie. vm +5 
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Cette equation est satisfaite en supposant ¢ infini, et ene supposant 
égal a Pune des racines de l’équation 

q 
. 7 . 

Lb 

Oma + 7... 

on aura ainsi 7 +1 limites de Vintégrale /¢-*—'. 7. dé; en mulli- 
plant ensuite chaque intégrale comprise entre une de ces limites , 
et les 7 autres limites, par unc constante arbitrairc; la somme de 
ces produits sera la valeur complete de 4.. 

On peut ¢tendre cette méthode, aux équations a différences par- 
tielles finics et infiniment petites, comme nous le ferons yoir dans 
la seconde partie de ce Livre. 

On voit par ce qui préccde , Panalogie qui existe entre les fonc- 
tions génératrices des variables, et les intégrales définies au moyen 
desquelles ces variables peuvent étre exprimées. Pour la rendre 
encore plus sensible, considérons léquation 

Vea) Leal, s 

T étant une fonction de ¢, et Pintégrale étant prise dans des limites 
déterminées. On aura, x variant de « 

\ 

Ne Vou «flivta ie (+ — 1) . 

et généralement, 7 

Bey SfP ane (3 — 1); 

en faisant i négatif, la caractcristique 4 se change dans le signe 
intégral =. Si fon suppose @ infiniment petit et égal a dx; on atra 

— == 1+ dxJog.>; on aura donc, en observant qualors A’.y, se 
t z 

change dans d'y., 
dye —2 *) Je /Tdtt -(log. 7 : 

On trouyera de la méme manicre, et en adoptant les denominations 
du n° 2, b aa 

ins =STdt.t-* (a Ht peee + =) 
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Ainsi Ia méme analyse qui donne les fonctions génératrices des 
dérivées successives des variables , donne les fonctions sous le 
signe f, des intégrales définies qui expriment ces dérivécs. La 
caractéristique y' n’exprime , a proprement parler , qvun nombre z 
Wopérations consécutives ; la considération des fonctions généra- 
trices réduit ces opérations a des élévations d’un polynome a ses 
diverses puissances ; et la considération des intégrales définies donne 
directement l’expression de y‘.v,., dans le cas méme ou lon sup- 
poserait z un nombre fractionnaire. 

Mais le grand avantage de cette transformation des expressions 
analytiques, en intégrales définies, est de fournir une approxima- 
tion aussi commode que convergente , de ces expressions, lors- 
quelles sont formées dun grand nombre de termes et de facteurs ; 
c’est ce quia lieu dans la théorie des probabilités , quand le nombre 
des événemens que Von considére est trés-grand. Alors le calcul 
numérique des résultats auxquels on est conduit par la solution 
des problémes , devient impraticable , ct il est indispensable d’avoir 
pour ce calcul, une méthode d’approximation d’autant plus con- 
vergente , que ces résultats soni plus compliqués. 

Leur expression en intégrales définies , procure cet avantage, 
et celui de donner les lois suivant lesquelles la probabilité des ré- 
sultats indiqués par les événemens, approche de la certitude a 
mesure que les évyenemens se multiplient, lois dont la connais- 
sance est Pun des objets les plus intéressans de la théorie des 
probabilités. Ce fut a Yoccasion d’un probléme de ce genre, dont 
la solution dépendait de expression du terme moyen du binome 
élevé a une grande puissance, que Stirling transforma cette expres- 
sion dans une serie trés-convergente : son résultat peut ¢tre re- 
gardé comme une des choses les plus ingénieuses que lon ait 
trouvées sur les suites. Il est surtout remarquable, en ce que 
dans une recherche qui semble n’admettre que des quantités algé- 
briques, il introduit une quantité transcendante, savoir , la racine 
carrée du rapport de la circonférence au diamétre. Mais la mé- 
thode de Stirling, fondée sur un théoréme de Wallis, et sur l’in- 
terpolation des suites, laissait a desirer une methode directe qui s’éten- 

dit a toutes les fonctions composées d’un grand nombre de termes 
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et de facteurs. Telle est la ineihode dont je viens de parler, et 
que j’ai donnée d’aboi d dans les Mémoires de Académie des Sciences 
pour Pannee 1778, et ensuite avec plus @’étendue, dansles Mémoires 
de la méme académie, pour Pannce 1782. Le développement de 
cette méthode va étre Pobjet de la secoude Partie de ce Livre, 
ct complettera ainsi le Calcul des fouctions génératrices. 

Les séries auxquelles cette ictiiode conduit, renferment le plus 
souvent, la racine carrée du rapportde la circonference au diameétre ; 
ct Cest la raison pour laquelle Stirling la rencontrée dans le cas 
particulier quwil a considéré ; mais quclquefois elles dependent 
autres transcendantes dont Je nombre est infini. 

Les limites des intéegrales définics que cette méthode réduit en 
séries convergentes , sont, comme on yicnt dele voir, données par 
les racines Pune equation que Pon peut nommer éguation des limites. 
Mais une remarque trés-importante dins cette analyse, et qui 
permet de Pétendre aux fonctions que ji theorie des probabilités 
préscnte le plus souvent, est que les sérivs auxqiclles on parvient, 
ont également lieu dans le cas meme ou, par des changemens de 
signe dans les cocfficiens de Péquation des limites, ses racines de- 
viennent imagimaires. Ces passages du positit au négatif, et du 
réel a Pimaginaire, dont les premicres applications ont paru, si je 
ne me trompe, dans les Mémoires cités, m’ont conduit dans ces 
Ménioires , aux valeurs de plusieurs intégrales dcfinies, qui offrent 
cela de remarquable, savoir, qu’elles dependent a-la-fuis de ces deux 
transcendantes, le rapport de la circonfcrence au diametre, ct le 
nombre dont le logarithme hyperbolique est Punitc. On peut donc 
considérer ces passages, comme des moyens de dccouvertes , 
pareils a Vinduction dont les géométres font depuis long-tems 

usage. Mais ces moyens, quoique employés avec beaucoup de preé- 
cautions et de réscrve, laisscut toujours a desirer des dcemonstra- 
tions de leurs résultats. Leur rapprochement des méthodes directes, 

servant ales confirmer eta fuire voirla crande géuéralite de lanalyse, 
et pouyant par cette raison, intcresser les géometres ; jai insiste par- 
ticuli¢rement sur ces passages qu’Euler considérait en meme tems 
que moi, et dont ila fait plusieurs applications curieuses, mais qui 
wont paru que depuis la publication des Mémoires cites. 
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SECONDE PARTIE 

THEORIE DES APPROXIMATIONS DES FORMULES QUI SONT 

FONCLIONS DE TRES-GRANDS NOMBRES. 

SPS FS SSF FB BF BFP FP BPP PPP PP BBD DD BP DBD DB BP BODAO AA 

CHAPITRE PREMIER. 

De Vintégration par approximation, des différentielles quit 

renferment des facteurs élevés a de grandes puissances. 

22. Ox vient de voir que l’on peut toujours ramener a l'intégration 
de semblables différentielles , les formules données par la théorie 
des fonctions génératrices. Nous allons donc nous occuper d’abord 
avec étendue , de approximation de ce genre d’intégrales. 

Silon désigne par w, u’, wu", etc. et @, des fonctions quelconques 
de x, et par s, s’, s", etc., de trés-grands nombres; toute fonction 
différentielle qui renferme des fonctions élevées a de grandes puis- 
sances, sera comprise dans le terme ?dx.u'.u'.u'”..etc. Pour avoir 
en série conyergente, son intégrale prise depuis «== 0 jusqua x=, 
on fera 

Td 1s? eee in 
P.w.u’.w’.etcr.=y; 

et en désignant par ¥ ce que devient y lorsqu’on y change x en 4, 
on supposcra 

Tim Lae; 

io) 
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e elant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Punité. On aura ains. 

¥ 
t=log—. 

Bf 

Si Pon considere » comme unc fonction de ¢ donnée par cette 
equation; on aura, cn supposant dé constant, 

dx ie ddx 3 aa 
aoa O 0. + + - ot cle., 

é devant “tre supposé nul apres les différentiations, dans les valeurs 
dx uiddx 

de 7 pr? etc. On a gencralement 

1 dx 
ae da 3 

gx 1 1 
Fie — er) +d. 

dt dt° “dt 

la caractéristique différentielle se rapportant a tout ce qui la suit, 
et dt pouvant varier dune manicre quelconque dans le second 
membre de cette équation; de plus, si Pon différentic ?expression 

eae : rie d: 
precedente de zen y, et si Pon désigne — ial par v, on aura 

d 
dt =~; on aura donc 

a"  U,dwidwWie. dd 

a eet 
dx étant supposé constant dans le second membre de cette ¢qua- 
tion. Ainsi, en nommant U ce que devient v lorsqu’on y change 

ae 

di" 
au méme, at=o, sera égal a 

x en 6; la valeur de =~ qui répond a «= 6, ou, ce qui reyient 

Uh dd Ov met UL, 
aya ye, 

on aura donc 

U dU. 2. Ua 
w=) + Ut + ae oe Say ae O+etc.; 

Vou Von tire 

dU 1LU.dU 
dx ae U.dt 1¢ +. eee U?-- ete.) 5 

13 
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par consequent 

Ww 4 aU.d fydx = UY .fat.cm (+ .t+ ont + ctc.). 

Si l’on prend V’intégrale depuis ¢==o jusqu’a ¢ infini, on aura géné- 
ralement 

fia topo ste arn a Og 
partant 

ea d.U.d.U.dU fydx= UY. (1+ eS + etc.) ; 

Yintégrale relative a x étant prise depuis x= 4 jusqu’a la valeur de x 
qui repond a ¢ infini. 

Nommons Y’ et U', ce que deviennent y et v lorsqwon y change 
x en 6’; on aura pareillement 

dU’ ‘aed Oi 3 ite anU sala 0. Syd 8 “Gp pete.) s 

Vintégrale relative a x’ étant prise depuis « 6’ jusqu’a la valeur de x 
qui rcpond a ¢ infini. En retranchant donc ces deux équations Pune 
de autre, on aura 

dU dd a-U4.0.adU 
fydx= OF. (: eae a ar = Ee) 

; A) 
dU’ d.U'.du’ doa Und: ( / / 

—U'Y'+ Se pea Nar Ri aS eerie etc.) 

Vintégrale relative a x Ctant prise depuis x= 4 jusqu’a x= 4’, 
ensorte que la considération de ¢ disparait dans cette formule. Si 
6 et 4’ étaient primitivement renfermés dans y, il ne faudrait 
faire varier que les quantités 8 et 6’ qu’introduisent dans U et U’, 
les changemens de x en @ et 6’ dans la fonction v. 

La formule (A) sera tres-convergente, si v ou — ue est une 

tres-petite quantite; or y ¢tant, par la supposition, égal a 
Oo Ua x CLC, OU a 

v= - Ag 
sdu 3/du' Soe he 

ide ade Mie gd oe 
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Ainsi dans le cas ot. s, s’, 5”, etc. sont de tres-grands nombres , 

uv sera fort petit; et si l’on fait - =a, ¢étant une fraction trés- 

petite, la fonction v sera de Vordre a, et les termes successifS de 
la formule (A) seront respectivement des ordres a, 2, #3, etc. 

Cette formule cesserait @étre conyergente, si la supposition de 
« = @ rendait trés-pctit le dénominatcur de expression de v. 
Supposons, par exemple, que (xv —a)“ soit un facteur de ce dé- 
nominateur ; il est clair que les termes successifs de la formule 

(A) sont respectivement divisés par (6—a)”, (@—a)’*t", (ba)*4?? , 
etc., et deviendront tr¢s-considérables , si § est peu différent de a; 

la convergence de cette formule exige done que (6—a)”, (6’—a)” 
soient plus grands que @; elle ne peut conscquemment étre em-~- 

ployée dans Vintervalle ou («—a)* est égal ou moindre que «; 
mais dans ce cas , on pourra faire usage de la méthode suivante. 

25. Si ’on nomme Y ce que devient y lorsqu’on v change x 

en a; il est visible que (w—a)” clant un facteur de —- 7 Olle, dy 
dx y sf 

d.log — 

ce qui revient au méme, de —->-; (x—a)“*" sera un facteur 

de log > Soit donc 

GS Reet 2A ee 
ca 

SS aes, SS ee 
I 9 

(set ——loxyy 
on aura 

xma-+tul, 

y ne devenant point infini, par la supposition de x= a. Si Pou 
cas . Le PO? 

désigne ensuite par U, —;— , > 

dv? a. % : \ # (yer ey 

tr es etc., lorsqu’on y change x en a apres lcs difftrentia- 

tions ; on aura, par la formule (p) du n° 21 du second Livre de /a 

Mécanique céleste , 

xaatU.t+ 

, etc. ce que deviennent v, 

hal fete rs St ig oe 
ements 3. ant + etc.; 
Fa eiarea 
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ce qui donne 
yet : A Baie 

ffi Y fiom (U+ SE t+ ee 
12 2eda 

Oe ge ete.) (B) 

cette formule pourra étre employée dans tout Pintervalle ou x 

différe trés-peu de a; elle peut conséquemment servir de supple- 

ment a la formule (A) du numéro précédent; mais au lieu d’étre 
ordonnée, comme elle, par rapport aux puissances de a, elle ne 

I 

est que par rapport aux puissances de e“~*’; car il est visible 
I 

que dans ce dernier cas, uv n’est que de lordre at’. 
2 r 

Pour déterminer plus facilement les quantités U, a etc.., 

supposons 

log Y¥—log y= (x — oe .[ A+B .(x—a)+C.(x—a)*+ ete.]. 

Nous aurons, en changeant x en a aprés les differentiations , 

pees da’ Nog y 

ye ee Can) ee 

gp AE a Jog y 
mcrae 

ee oe (e--2) da 
etc. 

Nous aurons ensuite , quel que soit r, 
r 

v= [A+ B.(x—a)+C.(x—a)’+ etc.] “*'; 

@ou il est facile de conclure en développant cette expression de v’, 
et nommant Q.(x—a)'~ le terme de ce développement, qui a pour 
facteur (w—a)—’, 

ida Si 

1IBISe a» (SD ee 

La formule (B) ne présente plus ainsi d’autres difficultés que celles 
. , e , ° . , Su qui résultent de Pintégration des quantilcs de la forme frdto 

et Pon a géneralement , 
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Met (ny OK) n—op—i_, (n—#)- (nr —1) nF u—2 ° 
fe —t t —.t sie? ata WC Camara | ge or) ny | 

jerisd re ee eee) ptr | 

(ur )™ - / 
Bs 

n—p).(n—24—1)...(n—ru— +1) .n—ru—r —t 
- a ee Aah raise : 

w+)" 

r étant égal au quotient de la division de 7 par u+-1, sila division 

est possible, ou au nombre immédiatement inférieur, si elle nel’est 
pas. La détermination de Pintégrale /ydx dépend done des intégrales 
de cette forme 

M+I M+ +I aes at pat a 
fut.c > Jtrdt.c Boffo dtc 

Il n’est pas possible d’obtenir exactement ces intégrales par les 
méthodes connues; mais il sera facile dans tous les cas, avoir 
leurs valeurs approchees. 

24, Nous aurons principalement besoin dans la suite, de la 
valeur de /ydx, prise pour tout l’intervalle compris entre deux 
valeurs consécutives de x, qui rendent y nul; nous allons consé- 
quemment exposer les simplifications dont cette valeur est alors 
susceptible. La variable vy ayant ¢te supposeée, dans le numero pré- 

w+1 

cedent, égale a Y .c_, il est visible que les deux valeurs de x 
M+l 

qui rendent y nul, rendent également nulle la quantité x: ‘ 
ce qui exige que “+1 soit un nombre pair, et que Pune des 
valeurs de «x réponde a t= —oo, et autre a to ; Y est donc 
alors le maximum de vy, compris entre ces valeurs. Soit z-+-1 = 27; 

ai 

si ’on prend l’intégrale fC aes gms , depuis t==— o jusqu’a 

t==0o, sa valeur sera nulle; car il est clair que les ¢lémens de 
cette intégrale , qui répondent aux yaleurs négatives de t, sont 
égaux et de signe contraire a ceux qui répondent aux mémes 

: arp Pe, an —t* , : 
valeurs prises positivement. Lintégrale /¢ .dt.c est egal a 

ete my} . 1g a . . 

aft” dtc , cette derniére intégrale €tant prise depuis ¢ nul 
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jusqwa ¢ infini; et dans ce cas, on a par le numéro précédent, 

i (on—2i-+1). (2n—4i+1)... -(gn—2ri+1) so ta”
 

a a 

ry étant égal au nombre entier du quotient de la division de n 

par i. Soit donc, en prenant les integrales depuis ¢ nul jusqu’a 

¢ infini, 

fist tated 

gaa Hehe 
ko = ft.dt.c’, 

— 2 

kO = ft.dt.c , 

: . a 
kG-) — die dt. Cc : 

la formule (B) du numéro précédent deviendra 

mmc: ua dot (aie 

Sy du= 2k. ¥. {Utz aa and eee ee 
d?. v3 3 di+2, U73i+3 

ip canes ES Scouse qua 3 ators). ax 

G) 1.2,dx* © 21° 1.2.3....(a1-42).dx** 
2k ioe Sah 3. (21-43) ditt®, Uiit3 wt Li 

fike® *199.3. ons (Gio) dat : 

( d?'!-, U2i-3 wp Bld) dii-, Ui 

(i—1) 1.2.35...(2I—2) .dx* ar *1.2.5...(4i—2) Rf oa 
--2k nel (xi—1) ; (dina) dei? . Ue + one ; 

LE ecuide lal Od 25 cOi—3) ae : 

Cette formule est la somme d’un nombre i de suites différentes , 
décroissantes comme les puissances de a, puisque U est de lordre 

Tt 

a”, et multipliées respectivement par les transcendantes k, k, etc., 

quil est, par conséquent, important de connaitre; mais il suffit 
pour cela @cn connaitre un nombre égal au plus grand nombre 

: : t 
entier compris dans rz 

Considérons pour cela, la double intégrale 

Sfds.dx.c~ SOF"), 
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les intégrales étant prises depuis s et x nuls jusqu’a leurs valeurs 
infinies. En Vintégrant @abord par rapport a s, elle se réduit a 

dee ot 

1+ x”? 

mais cette derni¢re intégrale est — => m etant un nombre quel- 
n,sin — 

7 

conque enticr ou fractionnaire, on a donc 

Sfds.dx. ELS eater 
Pe th 

n.8in — 
i 

Intégrons maintenant cette double intégrale, dabord par rapport 
ax. En faisant sx"= 2", elle devient 

= jdi.c-" e 
I 

srt 

et si ’on fait s== z”, on aura 

nifdt.ce— ft .dt.cm"= 
wT 

 *? 
7.sin' = 

n 

les intégrales €tant prises depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini. Si l’on change 
n , . . 

ndans ——, cette équation devient 

e% (r—1)*. # 

; (=) ? 
sin 7 

7 

et si dans cette nouvelle équation, on change ¢ dans 7—’, on 
aura 

a 
ils 

Q ~ io) | Wey aero 

n?.ft—*.dt.cm" fl. dt.c—? = ——__— _-, (T) 

T 
: (=) 

Sin . 
Tu 

On aura, au moyen de cette formule, eny faisant n= 27, toutes 

les valeurs de k, A,.....-40™, lorsque Pon en connaitra la 

moitié, si i cst pair, ou la moitié moins un demi, si 7 est 

impair. 
En faisant n==2 et r==2, cette formule donne ce résultat 
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remarquable 

UG a — a VS 

25. On peut en vertu de la généralité de analyse, étendre Ices 
résultats précédens , au cas ou ¢ est imaginaire. Considérons l’in- 
tégrale fdx.cos rx.c—?*’, prise depuis x nul jusqu’a x infini. On 
peut la mettre sous cette forme 

5 file eben VITAL, file omer VF; 
Lintégrale /dy.c-e2"+r=- V=" est égale a 

sooth cee). 
C ie are ae 

Si lon fait eny 
ry —! 

t=—axv— Vv y 
2a 

elle devient 
r?2 

ja 
- — fdt.cH": 

o8 3° r i. . 5 : LW ae ° O. Yr eg aE 

ici Vintégrale relative a ¢ doit étre prise depuis t= — — 
a 

jusqu’a ¢ infini, parce que ces deux limites répondent a » nul et 
& x infini. 

En faisant 7 négatif dans cette formule, on aura lexpression 

de l'intégrale /dx.c-”**—"*V=1; mais dans ce cas, les limites de 

Pintégrale relative a ¢ sont t= sae et ¢ infini; la réunion de 

ces deux int¢égrales est donc égale a 
r? 

§a> 
Cc 

fdt.c—, 
a 

Vintégrale étant prise depuis == — oo jusqu’a t = %; car la pre- 
mitre intégrale ajoute a la seconde, ce qui lui manque pour former 
Ja moitié de Vintégrale prise entre les deux limites infinies; or 

r? 

oq e fA a Ga ° ® cette derniére intégrale est * 3 AZ on a donc 

Va 
Sdx.COS rx.c7V2? == Mg 

2a 

L’analyse 
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L’analyse qui vient de nous conduire a ce résultat, est fondée sur 
le passage du réel a Vimaginaire; car on y traite les intégrales 
relatives a ¢ et priscs entre deux limites, dont une est imaginaire 
et Pautre est infinie, comme si ces limites étaient toutes réelles. 
Mais on peut paryenir a ce résultat de la manicre suivante. 

Nommons y /intégrale /dx.cos rx.c—**, prise depuis » nul 
jusqu’a x infini; on aura 

d' ° 
_ = — fudx .sin rx. c~2*" 

} ° 

= —,.SsIn rx .c7 2? — 
2a 

COS int wes 

on aura donc, en prenant lintégrale depuis x nul jusqu’a x 
infini , 

L'intégrale de cette équation est 
r? 

Y=Bc ; 

B étant une constante arbitraire que Pon déterminera en observant 
que r ctant nul, ona 

SY med MeN AO as 

Cette dernicre intégrale est, par le numéro précédent, —-; donc 
_ vi, 

; par conséquent 

eae hae fdx.Cos rx .c~?*** = ——., ; 

ce gui est conforme au résultat trouvé ci-dessus par le passage 
du réel a Pimaginaire. 

En différentiant 27 fois par rapport a 7, on aura 

rz 

a a V2 Va don ae 
yon ’ —arx? fatdx COS 1e.c Tere ; 

le sisne +-ayant licu si w est pair, et le signe —si 7 est impair. 
lJ 
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Cette derni¢re équation différentiée par rapport a r, donne 

a® 

fa dx. Sik 1X. CTU XL? — coats ape Cc 4 . 

En intégrant une fois par rapport ar, expression de fdx.cosrx.c~?"*’, 
onaura 

dx.sin rx Vo “TA 
a —.C7UV x? == fdr.c 44 , 

x 2a 
r? 

2 ; : ; Sey Ge) has ee 
Lorsque a est nul, = devient infini , et Vintégrale ip —. c %* prise 

depuis 7 nul, devient +. Wz; donc 

dx.sin rx re 

ip a ae a 

26. On peut de la conclure les valeurs de quelques intégrales 
définies singuli¢res auxquelles j’ai été conduit, comme on le verra 
dans la suite , par le passage du réel a Vimaginaire. 

Considérons la double intégrale 

ff2dx.ydy J? U+2*) cos rx, 

les intégrales étant prises depuis x et y nuls jusqu’a x et y infinis. 
En lintégrant d’abord par rapport a y , elle devient 

fee 

1+ x 

Intégrons-la maintenant par rapport 4 x. On a par le numéro 
précédent, 

Sax. COS 7rx.c“I°** = —F. ¢ 

ce qui donne 
r? 

Sfaydy  dx.cos rx.c7Y* +74) = Vif ne 

Il sagit maintenant d’avoir cette derniére intégrale prise depuis y 
nul jusqu’a y infini. 

Pour cela, donnons-lui cette forme , 

ta \s 
c .fdy.c CF Ms 
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r €lant supposé positif, la quantité C=) aun minimum qui 
of 

ef eee eae ae ; 
repond a 7 = ver ce qui donne 27 pour ce minimum ; soit 

donc 

YH Pb Verb or; 

vy devant s’étendre depuis y =o jusqua y = %, z doit s’étendre 
depuis <==-- 9 jusyiia z==00. Cette valeur de y donne 

En prenant les intégrales depuis z==— c jusqu’a z==x, ona 

if = a | eg ae 

age VR Vea 2 
on a donc 

Bye aye az 

Sdy.c ( 2y Vaijpbnaligs scarp cag a3'5 tobe ald) 

partant 

pail pe ee aye SY =—; 

On aura géncralement par la méme analyse, Pintégrale 

prise depuis y nul jusqu’a y infini, ct par conscquent aussi dans 
les mémes limites , lintégrale 

n 
Ss —ax— — 

2 a Si Zdx.¢ = 

a et b étant positifs. Cela pos¢é, on aura 

f 25 oF 
[[2y dy Ax O08 TX 0 PE) = — 

ar? 

on a donc 
AL COSTE. 

i-+- PA ac 
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En différentiant par rapport ar ona 

xda.sin rx - 

eaeie er ae” 

de Ja il est facile de conclure la valeur de l’intégrale 

(a+bx).dx.cos rx 

m+anc+-x? ” 

prise depuis « = — °° jusqu’a « infini, le dénominateur n’ayant 
point de facteurs réels en x du premier degre. Si Pon fait 

xm—ntea’. Vn — nr’, 

cette intégrale devient, en supposant 

a—bn _ , 

Vim— n? 

(a’+bx’).dx’ [coa(rx’. V m—n*).cosrn- sin (rx’. VW m—n’). sin rn} 
saci paca Rie Beard ss. asda be Tis Paula alegre a Ee OTS 

Cetteintégrale doit étre prise comme celle relative a x, depuis « =— oo 
. terete : Tintcaral atdx!.cos (rz. Vm—n) F 
jusqu’a «’ == 00; or Lintegrale | ————~{—, — prise dans 

e 

ces limites, est nulle; parce que ses ¢lémens négatifs détruisent 
ses élémens positifs correspondans; il en est de méme de linté- 

dx’ .sin(rx’. Y m—n’? eee ert a i ’ grale VE a, la fonction intégrale précédente se ré- 

duit donc a 

J [a’.cos rn.cos (rx’. VY m—n*) +. sin rn.sin (ra’. Ym —n?)]x’. da’ 

(ea at ae ee 

On a par ce qui précéde, 

Oe piCOsk re Vm—n*) — me .cmt Vin 
1-2 

En differentiant cette expression par rapport a 7, on a 

/ U ‘ / baa Sa eee a’dx’. sin (rx Vim n itt Poe ear 
1+ x? ; 

ona donc 

if. (a+bx).dx.cos rx 

m-bsnx-pa* (a',cos7m-+- b. sin rn).%.c7" Vin—nr, 
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On trouvera par la méme analyse, 

if (at+bx).dx.sin rx 
moe oe (6. Cos rm—a!.sin rn). .emh Ven, 

Si Pon différentie la premicre de ces deux ¢quations, /—1 fois 
par rapport am, et ensuite 2s fois par rapport a 7, on aura l’ex- 
pression de lintégrale 

xs.dx. (a+bxr).cos rx , 

[SACRE RST ee AEE 
Maintenant JZ et N-étant des fonctions rationnelles ect cnticres 
de x, le degré de la premiere c¢tanl supposé plus petit que celui 

de la seconde, et N étant suppos¢é wavoir aucun facteur récl du 
premier degré ; on pourra, comme on sait, décomposer Vintégrale 

mM Wy : 
tx dx . cosrx, en differens termes de la forme (7); on aura 

done généralement lexpression de celle integrale deéfinie. 

On aura de la méme manicre, la valeur de lintcgrale 

{x lx. sin ‘5 jabs TX. 

27. Reprenons maintenant Ja formule (B) du n° 25. Le cas de 
w—+-1= 2 ctant le plus ordinaire, nous allons exposer ici les for- 

mules qui y sont relatives. La formule (B) devient dans ce cas, 

& dat feet tale 

a Cea dx et 1.2° dx : : 
(parse yVnfdice™. ee ie, ; (d) 

ici Pona 

ti—f t= Vlog Y— logy, v= Viog ¥ —logy’ 

¥ ctant le maximum de y, ct a étant la valeur de x qui corres- 
; : dU : 

pond a ce maximum; U, ~~, etc. sont ce que deviennent v, 

* etc., lorsquon ‘y change x en a. Cette formule donne, en 
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Vintégrant depuis t= 7' jusqwa t= 7", 

Prien Oi 120 dé. U> 7s 
frst pyilet aoe Wi 1434. dx + etc.) ./at.c t 

J 32000" 

dw idk os eins d?. Us 
te =o Pau Ee Per 1.2,.dx7 ris 3.dx> rete.) ; (c) 

y | WE TUR DO Tee, eaosay ti 
eee pa aes Pp ee a : 

af ( dx ae ade 12.0500" +b etc.) 

Vintégrale /dt.c—” étant prise depuis ¢== T jusqu’a ¢ = 7", et Pin- 
iégrale /ydx étant prise depuis la valeur de x qui convient at=T7', 
jusqu’a celle quiconvient a t= 7". 

Si Pon suppose 7 = — % et Z’ =o, on aura géneralement 

TS Cale Os Lelie ia O; 

Ona dailleurs par le n° 24, /dt.c~* =z; la formule précédente 
devient ainsi 

= gh: eth bis | ea) d‘.U® 
fyde= VV .(0-+}- a te aya + etc.) (d) 

Yintégrale fydx étant prise entre les valeurs de x qui rendent 
y nul, et Y étant le maximum de y, compris entre ces valeurs. Les 
différens termes de cette formule se détermincront facilement par 
le n° 23, ct ’on aura 

« devant étre changé en a, aprés les différentiations. On a 

d’.log y — ey 2m ; 
Bg 

la supposition de x = a fait disparaltre dy ; on aura donc 

d?. log Vos ddY 

ies Romer vs hte 

ddY 
Y et —— ctant ce que deviennent y et S =, lorsqu’on y change x 

en a. Ainsi, en ne considérant dans la Sikahe (d) que le premier 
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terme de la série, on aura a trés-peu prés 

3 

Vor. Y? 
S=——] 

Lydse \/ ddY 
de® 

Cette expression de fydx sera dautant plus approchée, que les 
facteurs de y scront ¢levés a de plus hautes pulssances. 

La formule (c) renferme lintégrale indéfinie fdt.c—” prise depuis 
i= 7 jusqu’a tT"; ce qui revient a la prendre depuis to 
jusqu’aux limites 7 et 7’, et a retrancher la premicre intégrale 
de la seconde. IJ n’est pas possible dobtenir en termes finis, l’in- 
tegrale prise depuis ¢ nul; mais on Pobtiendra dune manieére fort 
approchée , si Z' est peu considérable , par la série suivante : 

ie ger 1 T’ 1 7% 
fd aie ioe ae a caseat 5 eempera t oe ee a ete: 

Cette série a Pavantage @étre alternativement plus petite ou plus 
grande que lintégrale, suivant que Von s’arréte a un terme positif 
ou négatif. Ce genre de s¢ries que on peut nommer séries-limites , 
a ainsi Pavantage de faire connaitre les limites des erreurs des ap- 
proximations. On a encore 

UCL IEE, at ( Pe ee op oe Sh ete): 

Ces deux séries finissent toujours par étre convergentes, quelle 
que soit la valeur de 7'; mais leur convergence ne commence qu’a 
des termes éloignés du premier, si 27 a une valeur considérable ; 
il convient donc de ne les employer que pour des valeurs égales 
ou moindres que quatre. Pour de plus grandes valeurs , on pourra 
faire usage de la série suivante, qui donne Ja valeur de Vintégrale 
f{dt.c~¥ depuis t= T jusqu’a ¢ infini, 

pay c 1 ee ion} 

or Orapten mar t ate) fier = 

Cette série est encore une série-limite. En la retranchant de 
1.7, valeur de l'intégrale /dt.c—” prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ in- 
lini, on aurala valeur de l’intégrale prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢= 7. 
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Mais la série a l’inconvénient de finir par étre divergente : on obvie 

a cet inconvénient , enla transformant en fraction continue, comme 

je Vai fait dans le dixiéme Livre de la Mécanique céleste, ou jai 
, . a ° , r . ° 

trouve qu’en faisant g = szz, ona, Vintégrale étant prise depuis 

t==T jusqua Vinfini, 

fat.c-*= iF Mit 3 dft.c = St 3 

1 Sedat 

1+ By 

1+— 
ee ia 

5q 
Lich arete 

Pour faire usage de cette expression, il faut réduire la fraction 
continue 

en fractions alternativement plus grandes et plus petites que la 
~ 4 on . 1 1 

fraction entiére. Les deux premieres fractions sont F arene les 

num¢érateurs des fractions suivantes sont tels, que le numérateur 
de la fraction 7 est égal au numérateur de la fraction (i—1)"*",, 
plus au numerateur de la fraction (i—2)"*, multiplié par (<—1).¢ ; 
les dénominateurs se forment de la méme maniére. Ces fractions 
successives sont 

fer kl bead 1 + 5q Saba wi 
1? 1+q? 1-459? 1-4 6qg-+-3q?? 1--109g-- 15q°” 

Lorsque g ou =; 3 sera €gal ou moindre que -, ces fractions don- 
j 

neront @une manicre prompte ct approchée, la valeur de la 
fraction enticre. 

28. On peut facilement étendre lanalyse précedente aux doubles, 
triples , etc. intégrales. Pour cela, considérons la double intégrale 

{(vdxdx', y étant une fonction de x et de x’, qui renferme des 
facteurs 
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facteurs élevés a de grandes puissances. Supposons que lintégrale 
relative a «' doive étre prise depuis une fonction X de « jusqu’a 
une autre fonction X’+ X de la méme variable. En faisant 
== X + tX’, Vintésrale {ydxdx' se changera dans celle-ci, 

fyX'.dx.dt; Vintégrale relative a t devant ¢tre prise depuis to 
jusqu’a ¢== 1: ou peut donc réduire ainsi Vintégrale fydy.dv' a des 
limites constantes et indépendantes des variables qu’elle renferme. 
Nous suppeserons qu’elle a cette forme, et que Vintégrale relative 
a « est prise depuis x = 6 jusqu’a «=a, et que l’intégrale relative 
aw! est prise depuis x'=4! jusqu’a x/=@'. Cela posé , en nommant 
Y ce que devient y lorsqu’on y change x et «' en 6 ct 6’; on fera 

Pe Ve Ces 

eh supposant ensuite 

woeO+u, c= V+’; 
pa Y ; : 

on réduira logis: dans une suite ordonnée par rapport aux puis- 

sances de uw et de w', et Yon aura une équation de cette forme 

M.iutM'.ust+r, 

dans laquelle AZ est la partie du développement en série, de 

log Io} qui renferme tous les termes mulltipliés par w, et JZ’ est 
iy 

Yautre partie quirenferme les termes multipliés par w’, et qui sont 
ind¢épendans de w.On partagera Pequation precedente , dans les deux 
suiyantes : 

Nie te Mt St 

d’ou Pon tirera celles-ci, par le retour des suites, 

Wee Nal .- UW geaN aleny 

NV étant une suite ordonnée par rapport aux puissances de ¢ et de 
i', et N’ étant uniquement ordonnée par rapport aux puissances de ¢! 
et étant indépendante de ¢; ces deux suites sont trés-convergentes, 
si y renferme des facteurs trés-eley¢s. Maintenant on a dx. da’ 
=du.du'; de plus ona 

du = (SS 7): dt-+- e a) a 

dia (5) albes 

14 
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mais dans le produit dw. du', la différentielle du est prise en fai- 

sant w’ constant, ce qui fend t’ constant, ou dt/ = 0; 0n a donc 

ded\ 
dus (SS dts 

par conséquent 
Tt d. a / 

du dul = (S). (=). dt. de 5 
ce qui donne 

fide idigeeey} SE -). Cae a): dt.dt'.c—~t—". 

Tl est facile @intégrer les divers termes du second membre de 
cette Equation , puisqu’il ne s’agit que dintégrer des termes de la 
forme /t".dt.c—+. 

Si l’on prend lintégrale relative a ¢’, depuis ¢’ nul jusqu’a Zz’ in- 
fini, et que Yon nomme Q le résultat de integration; on aura 

ok Mei ee 6) 

Vintégrale relative a x’ étant prise depuis x’ = 4’ jusqu’a la valeur 
de x’, qui répond a ¢’ infini. Si Pon change ensuite dans Y et Q, 
8’ en @’, et que ’on nomme Y’ ct Q’, ce que deviennent alors ces 
quanttés ; on aura 

CE — Wn APS O48 

Pintégrale ¢tant prise depuis x! = @"' jusqu’a la valeur de x’, qui 
repond a ¢! infini. 

En nommant R ct R' les intégrales /Qdt et /Q'dt prises depuis 
¢ nul jusqu’a ¢ infini; on aura 

Jydx.dx'=YVR—Y'R’, 

Vintégrale relative a x’ étant prise ‘depuis x! = 6’ jusqu’a x! = a", 
et Pintégrale relative a x ¢tant prise depuis «6 jusqu’a la valeur 
de x quirépond a tinfini. Si dans ¥, R, ¥’, R', on change 4 dans a, 

? zr f . et que Yon nomme Y,, R,, ¥;, R; ce que deviennent alors ces 

quantités ; on aura 

fyda dz sy =< Rs— Vakss 



DES PROBABILITES. 107 
/ 

Pintégrale relative a a’ étant prise entre les limites 6’ et @’, ct 
Pintegrale relative a x étant prise depuis x= @ jusqu’a la valeur 
dc a qui répond a ¢ infini; on aura donc 

fydedet aa VR =Y'R = Y,R,+ ae 

Vintégrale relative 4 x clant prise entre les limites 0 et w, ct 
Pintégrale relative a x’ étant prise entre les limites 6! et a’. 

Cette tormule répond a la formule (A) du n° 22, qui n’est rela- 
tive qu’a une seule variable; elle a, comme elle, ’inconvénient de. 
ne pouvoir s’étendre aux intervalles voisins du maximum de y. 
Il faut , pour ces intervalles , employer une méthode analogue a 
celle du ny 23. Ainsi, en supposant que dans Vintervalle compris 
entre @ et @, y devienne un maximum relativement a x, ensorte 
que la condition de ce maximum ne fasse disparaitre que la diffe- 
rentielle de y, prise par rapport a x; on fera 

oe i ee Se 

¥ étant la valeur de y qui convient a ce maximum et a x’ = 4’; 
et si dans lintervalle compris entre les limites des intégrations 
relatives & x et a x’, y devient un maximum ; on fera 

ements. 

Comme nous aurons besoin principalement dans la suite, de 
Pintégrale /ydx.dzx' prise entre les limites dex et de x’ qui rendent 
y nul, nous allons discuter ce cas. 

Considérons Vintégrale /ydx.dx', y étant une fonction de x, x’, 
qui renferme des facteurs éleyés a de grandes puissances. Si Pon 
nomme a, a’ les valeurs de x, x’ qui répondent au maximum 
de y, et que ’on nomme Y ce maximum; on fera 

aay . orien. 

en supposant ensuite 

xsath, a’ma'+4; 

: : Y , 
on substitucra ces valcurs dans la fonction log af et en la déve- 

loppant dans une suite ordonnce par rapport aux pwissances et 
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aux produits de 4, 6; on aura une équation de cette forme 

M.0 +- 2N.66'+- P.6%= 2? -+- 2’. 

Cclte cquation peut ¢tre mise sous la forme 

M. (+5; OY + (PF Om t+ 2; 

on fera donc 

: mee 25 'p 
t= §. oy Dieciees ea gayerr ee 

Fn différentiant ces équations, on aura des différentielles de 
cette forme 

dt = L.db + I. d3', 

dt = L'.d§ + I'.d'. 
Mainlenant on a 

frdxsdge=a fy day; 

dans le produit dj.d6’, d§ est pris en supposant 6’ constant , et 
alors on a 

di= L,.dd: 

ensuite d¢' doit étre pris en regardant ¢ constant, dans le produit 
dt.dt'; alors on a 

o= L.di + J. a, 

di = L'.d§ +- I'.dd’; 
ce qui donne 

2 Grey Set 
ae ERSTE cd ; 

on a donc 
dt.dt' = d§.d'.(LI'— L'I); 

parce moyen, l'intégrale /yd6.@6’ est transformée dans celle-ci, 

UBC te ee 
Yar 

Le dénominateur LI’ — L'T est une fonction de 4 et de 6’ que l'on 
rcduira en fonction dez ct de z’, au moyen des valeurs de ¢ ct de t’ 
en @ ct 6’, On obtiendra ainsi Vintésr ale precedente dans une suite 
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de termes de la forme /". 2”. dt.di! .c—v—t ; les intégrales étant 
prises depuis ¢ et ¢' égaux a — oo, jusqu’a leurs valeurs infinies posi- 
tives. Ces intégrales sont nulles, lorsque ’un des deux nombres n 
et n! est impair ; et dans le cas ovils sont tous deux pairs, n tant 
gal a 27, etn’ a ai’, on a 

: i De ORO ERD EL OR ae eas Ce Ca ee ee ee 
Q' 2" 

Si les puissances auxquelles les facteurs de y sont élevés, sont 
ircs-grandes; alors ona, a trés-peu prés, 

a) ddY ) ddY ) 

dx* dxdx’ des 
Mi =, 2N=——>—; P=—-—>) 

ddY dd¥ ddY\ », ddy ddy =) (<=): (Ss) étant ce que deviennent (32), Cane 

d Pe air et (2) lorsqu’on y change x et x’ ena et a’; Vintégrale /ydx.dx! 

deyient ainsi a fort peu prés , 

oe 
—————— 

//dd¥\ fddY\ 7 dd¥ <> 

eS) oa —(a7) 
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Cet Baal: 

De Vintégration par approximation , des équations linéaires 
aux differences finies et infiniment petites. 

29. Ox a vu dans le n° a2, que les intégrales des équations 
linéaires aux différences entre une variable s, dont la ditfGrence 
finic est supposce constante , et une fonction y, de cette variable , 
peuvent ctre mises sous Ja forme y,=/x'. @dx, % clant une fonc- 
tion de x de la méme nature que la fonction génératrice de Péqua- 
tion proposce aux differences, et Pintégrale étant prise dans des 
limites déterminées de x. En supposant s un trés-grand nombre , 
on aura par Yanalyse préccdente , une valeur trés-approchée de 
cette inlégrale , et par conséquent de y,. Mais cettc méthode d’ap- 
proximation Ctant trés-importante dans la théorie des probabilités , 
nous allons la développer avec étendue. 

Considérons Péquation aux différences finies 

S= 4.7, + B.A.y,+C.A’.¥,+ etc, (1) 

A,B,C, cte. ctant des fonctions rationnelles et enticres de s, 
auxquclles nous donnerons cette forme : 

A= ata.s + a%.5.(s—1) a .s.(s—1).(s—2) + etc., 

B= b+ 6.8 + b.5.(s—1) + b6.8.(s—1).(s—2)+ ete., 
C= e+ &.g+ &.5.(s—1) + &.s.(s—1).(s—2) + ete., 
Cle, 

A.y, cst la différence finie de y,, s ctant supposé varier de Punité ; 
A’. y,, ’.4,, etc. sont les seconde, troisiéme, etc. différences 
de y,; ct S cst une fonction de s. Cela posé, représentons y, par 
fxe.Qdx, ® ctant une fonction de x quil faut déterminer , ainsi 
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que les limites de Vintégrale. En désignant x‘ par dy, on aura 

Avy, fy (x—1).¢dx, Ar.y,=fSy.(x—1)*.edx, etc.; 

on aura ensuite 

d.dy ; d>. dy 
S. 0 =e. a $.(s—1).2 oa dat? Cte: 

Yéquation (1) aux differences, devient ainsi 

dy. [a+b.(*a—1)+e.(x—1)*+etc.] 

ae » [a +-b™ . (ae —1) + &©.(x—1)? + ete. ] 
SSH /0dxx Bieayest | . 

UN ay faP4-b «(a —1) +e .(a —1)*- etc.] 

+ etc. 

Au lieu de faire y, égal a /xc'.¢dx, on peut le supposer égal a 
fc—*.gdx; alors on a 

Ay; fc-* .(c*—1). dx, A*.y == fc~.. (c—*——1)*. 0dx, . ete: 

De plus, si Pon désigne c—* par dy, on aura 

; a. 
ey et ae x etc. ; TSE oe ey —_—_—. 

9 Se ee re, SC — dx 

en mettant donc les coefficiens de l’équation (1) sous cette forme, 

Amat a%.s + a%.s* + etc, 

Bb + 3.5 + .s* + etc., 

C= ec # &.s + &.5° + etc., 

etc. ; 

cette équation prendra la forme 

dy. [at+b.(c-*—1) +e.(c-*—1)*+ etc.] 

pai e: .[a O) 4. BO, (ce —1)+e : (c-*—~1 )*-+- ete. ] 

A iy (TIA oe 
Z Re 4y [a@4-B, (om#—1) pe (e212) Het] 

_ re 
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En représentant généralement y, par /dy.edx, les deux formes 
que Péquation (1) prend daus les suppositions de dy=2' ct de 
dy = c~*, seront comprises dans la suivante 

S=/odx. (M. dys Nie PS ee. T+ etc), 

M,N,P,Q, etc. ctant des fonctions de x indépendantes de la 
variable s, qui n’entre dans le second membre de cette équation, 
qu’autant que dy ct ses differences en sont fonctions. 

Maintenant, pour y satisfaire, on intégrera par parties, ses diffé - 
rens termes; or on a 

d. dy = me 
i errs. .No.dx=dy.NO —/Sy.d(NO), 

d’. dy d*.(Po) d.d d.(Po9) ‘ 

CIC. ; 

Yequation précédente devient ainsi 

d.(No) | &.(Pe) _ 4. (Q¢) S= fdy.dx.(Me—— 4 SP SISO +. etc.) 

+ C-bdy.(Ne — S72) 4 SCO _ etc, ) dx 

oe eo +S. (Pe— TS + ete.) 
GPR OS +2 . (Qo — etc.) 

+ etc., 

C ctant une constante arbitraire. 

Puisque la fonction ¢ doit étre independante de s, et par con- 
sequent de dy, on doit égaler séparément a zéro, la partie de cette 
equation, affectée du signe /; ce qui partage vénhation précédente 
dans les deux suivantes , 

d.(N abel I, Ane 

OF Ue a ih ee a + ecte., (2) 

Ss= 
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S=C+ dy.(No— HEY 4 £00) otc.) 
Gh. pee: (Po — SG oi) : (3) 

+52 . (Q9 — etc.) 
+. sie 

La premicre de ces équations sert a déterminer la fonction ¢ ; et la 
seconde détermine les limites dans lesquelles Pintégrale (Ay .¢da: 
est comprise. 

On peut observer que l’équation (2) est Péquation de condi- 
tion qui doit avoir lieu, pour que la fonction différenticlle 

dd d?.d 
(at. dy +N. wb P.Y + etc.).edx 

soit une différentielle exacte, quel que soit dy ; et dans ce cas, 
Vintégrale de cette fonction est égale au second membre de léqua- 
tion (5); @ est donc le factew en x seul qui doit multiplier 
Péquation 

o= M.dy + N.Y 4 P.O + ete., 

pour la rendre integrable. Si ¢ était connu, on pourrait abaisser 
cette équation d’un degré; et réciproquement, si cette équation 
était abaissée d’un degré, le coefficient de Jy, dans sa différen- 
tielle divisée par J/dx, donnerait une valeur de @; cette équation 
et ’équation (2) sont conséquemment liées entre elles , de manicre 
qwune intégrale de Pune donne une integrale de lautre. 

La valeur de @ étant supposée connue, on aura celle dey, au 
moyen dune intégrale définie. L’intégration de léquation (1) aux 
différences finies , est donc ainsi ramenée a lintégration de |’é- 

quation (2) aux différences infiniment petites, et a une intégrale 
définie. 

Considérons présentement l’équation (5), et faisons Vabord —. 
diay" Palle Si Yon suppose que dy, 3%, 2, etc. deviennent nuls, au 

moyen @une méme valeur de x, que nous désignerons par / , 
et qui soit indépendante de s; il est clair qu’en supposant C nul, 

15 
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cette valeur satisfera a P’équation (3), et qu’ainsi elle sera une des 
limites entre lesquelles on doit prendre Vintégrale /Sy.edx. La 
supposition précédente a lieu visiblement, dans les deux cas de 
dy = x' et de dy =c—*; dans le premier cas, léquation x =o, 
et dans le second cas, Péquation xo, rendent nulles les quan- 

ihe d2 3. 
lités dy, : a ae al 

fey.¢dx, on observera que ces limites devant étre indépendantes 
de s, il faut dans ag ae (3), égaler séparément a zéro, les 

etc. Pour ayoir d’autres limites de Pintégrale 

coefficiens de dy, +. etc.; ce qui donne les équations suivantes, 

Ce Ne = ss aD ao Eaelc, 

eet 

o= Qo — etc., 

etc. 

Ces équations sont au nombre i, siz est Yordre de Yéquation 
différentielle (2); on pourra donc éliminer, a leur moyen, toutes 
les constantes arbitraires de la valeur de 9, moins une; et Ponaura 
une équation finale en x, dont les racines seront autant de limites 
de lintégrale /Ay.¢dx. On cherchera par cette équation, un nombre 
de valeurs différentes de x, égal au degré de l’équation différen- 
tielle (1). Soient g, g‘, g®, etc. ces valeurs ; elles donneront 
autant de valeurs différentes de 9, puisque les constantes arbi- 
traires de ?, moins une , sont déterminées en fonctions de ces 

valeurs. On pourra ainsi représenter les valeurs de @, correspon- 
dantes aux limites g, g, g™, etc., par B.A, BOAO, B.A, etc.; 
B, B®, B®, etc. étant des constantes arbitraires; et Pon aura 
pour la valeur complete de y,, 

J:=B.fSy d.dx>-B fy WO .dxe +B. fSy IO .dx + ete.; 

lintégrale du premier terme €tant prise depuis « = hj jusqu She oa 
celle du second terme étant prise depuis «= h jusqu’a x= g“, et 
ainsi du reste. On déterminera les constantes B, B™, etc., au 
moyen dautant de valeurs particuliéres dc y,. 
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_Supposons maintenant que dans l’équation (3), Sne soit pas nul. 

Si Pon prend lintégrale /S'y.dx depuis x == h jusqu’a x égal a une 
quantité quelconque p; il est clair que ’on aura C= 0, et que S sera 
ce que devient la fonction 

dy.(No— oe etc.) 

se ae P?—etc.) 

+ etc. , 

lorsqu’on y change x en p. Ainsi pour le succés de la méthode pré- 
cédente , il est nécessaire que S§ ait la forme de cette fonction. Fai- 
sons, par exemple , dy = 2x’, et 

Sap’ [IM 66 + 1% 05. (s—1) + IO 15. (s—1).(s—2) + etc]; 

cn comparant cctte valeur de § a la précédente, on aura 

Z7= NO — eens etcs 

I) .p = P9— etc., 

etc, 

x devant ¢tre changé en p dans les seconds membres de ces équa- 
tions dont le nombre est égal au degré de Véquation différentielle 
(2). On pourra donc, a leur moyen, déterminer les constantes arbi- 
traires de la valeur de 9; et si l'on désigne par 4, ce que devient 
?, lorsqu’on a ainsi déterminé ses arbitraires, on aura 

imho 

De la et de ce que I’équation (1) est linéaire, il est facile de con- 

clure que si § est égal a 

p [I+ M.s+M.s.(s—1) + etc.] 

pi [A+ .s+-2.s.(s—1) ++ ete.) 

-+- etc. 

En nommant V’, etc. , ce que devient  lorsqu’on y change succes~ 
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sivement p, 7,2, etc., en p,, Z,, f°, etc., en p,, etc.; on aura 

Ye fal dx +fx'.f'dx+ ete.; 

la premiére intégrale étant prise depuis x = fh jusqu’a x =p, la 
seconde étant prise dcpuis «=f jusqu’a x =p,, ctc. Cette valeur 
de y, ne renferme aucune constante arbitraire; mais en la joignant 
a celle que nous avons trouvée précédemment pour le cas de S nul, 
on aura l’expression complete de y,. 

30. Supposons maintenant que lon ait un nombre quelconque 
d’équations linéaires aux différences finies entre un pareil nombre 
de variables y,, 7/, 7;, etc., et dont les coefficiens soicnt des fonc- 

tions rationnelles et enti¢res de s. Faisons alors 

Vif OUI Vere ae dis) ye fap dts, Etc; 

ces diverses intégrales étant prises entre les mémes limites déter- 
minées et indépendantes de s. Nous aurons 

Angee (0! (a1) 0d > Atay en fe fr) Cdr...» CLC. 

Aig} efx (ae—1) .0'da4.. A*. 7, = fe.(a—1)* 0 da, etcas 

etc. 

Les équations dont il s’agit, pourront ainsi étre mises sous les 
formes suivantes , 

S= faisdrs Saas die ANS (a f'nn de, Hetek 

S, S', S", etc. étant des fonctions de s seul, etz, z’, 2", etc., étant 
des fonctions rationnelles et enti¢res de la méme variable , et de 
x, ©, ', o”, etc., dans lesquelles 9, ', etc., sont sous une forme 
linéaire. : 

Considérons d@abord léquation 

Size, fades 
ona 

pe Z bs AZ SY) pe Zp Sh) as 7 te,; 
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la caractéristique A des differences finies étant relative ala variable s, 
et Z , A.Z, etc. étant ce que deviennent z, A.z, etc., lorsquwon y 
suppose s=o. On aura donc 

S= fui .dx.(Z+s.0.Z +=, a+.Z-Lete.., 

SiPon fait a’= dy, on aura 

dad pfinreehelacd | 
sae. , s.(s—1). c= x 2, eice: 

Péquation préccdente devient ainsi 

d.d econ es Z d?.d S= fie (Z.dy +e.0.2.5% += SY + etc.); 

dou !’on tire en intégrant par parties, comme dans le numéro pré- 
cedent , les deux équations suivantes, 

d.(x.A.Z) , d?.(x*.A?. Z) 
Ce ee (a) 

= d . (x?.A*.Z) S= C+ dy.(x.a.Z——S-7-2)+ etc.) ' 

d.dy /x?.L*. Z A 

bree seem TEN) 
+ etc. 

C étant une constante arbitraire. L’¢quation 

Saari tee; 

raitée de la méme manicre , donnera 

se ad(eiAsZ) (GI Gooey Ne AD | ' 
o=Z'— aoe + aR rn en a CC. (a’) 

7 ae. A*. 2) 
S=C + dys(x.h-Z'— Se etc.) 

2 2 (t') 

abe be és “y ye ee ae — etc.) ; 

-- etc. 

les équations S" = fx’. 2"dx; 8S" = fx'.2"dx, etc. , produiront des 

équations semblables, que nous désignerons par (a), (O\\(a") 

(b"); ete. sare 
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Les ¢quations (a),(a'), (a’), etc. détermineront Ices variables 
2,9’, o”, etc. en fonction de x; et les équations (0), (') , (0"), etc. 
détermincront les limites dans lesquelles on doit prendre les inté- 
erales fx’ .zdx, fx'.2'dx, etc. L’une de ces limites est =o. Pour 

avoir les autres, on supposera d’abord S, S’, S", etc. nuls; les 

constantes C, C’, C", etc. seront par conséquent nulles dans les 
équations (5), (b’), etc., puisque la supposition de x =o rend nuls 
les autres termes de ces équations. En égalant ensuite s¢parément 
oe, a d.d sere drpecer a zéro , les coefficiens de dy, “5~, etc. dans ces mémes équations, 
on aura les suivantes , 

Ponlecnahe sien) 
o> xrA.Z—- Teer +etc., 

96 NG 
== —etc., 

ey 

etc. ; 

dat. Ate Z> ioe Vary CO Ce asi -+etc., 

get Dore ze : 
Os — eic., 

1.2 

etc. ; 

etc. 

On éliminera, au moyen de ces équations, toutes les constantes 
arbitraires, moins une, des valeurs de ¢, 9’, 9”, etc., et Pon ar- 

rivera a une équation finale en x, dont les racines seront les limites 
des intégrales {x’.odx, /x'.'dx, etc. On déterminera autant de 
ces limites qu'il est nécessaire , pour que les valew's de y,, 7/, etc. 

soient completes. 

Supposons maintenant que S ne soit pas nul, et qu’l soit 
égal a 

Pll 15 +1. 5.(s—1)+ etc. ]. 

En faisant C=o dans léquation (4), et en y mettant x’ au lieu de 
dy, on aura 

DP LIFE. s IO. 5. (s—)-bete. | == x" 1¢ A.Z— TGA 2) Letc.) 

sat. f 

+ etc 

Ae, 

poe" 
_ etc. ) 
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dou Von conclut d’abord « = p, ensorte que les intégrales /x'.ddx, 
fx'.¢'dx, etc., doivent étre prises depuis x=o0 jusqu’a x =p. La 
comparaison des coefficiens de s, s.(s—1), etc., donnera ensuite 
autant d@équations entre 7, 7, etc., et les constantes arbitraires 
des expressions de 9 , 9’, etc. L’égalité a zéro de ces mémes coeffi- 
cicns, dans les équations (b'), (6), etc., donnera de nouvelles 
cquations entre ces arbitraires que lon pourra ainsi déterminer 
au moyen de toutes ces equations. On aura, par ce procddé , les 
valeurs particulicres de y,, qui satisfont au cas ou S', 8", etc. 
étant nuls , S ala forme que nous venons de lui supposer, ou, plus 
généralement , est égal & un nombre quelconque de fonctions de 
la meme forme. 

Pareillement, si ’on suppose que S, 8", etc. étant nuls, S' est 
la somme d’un nombre quelconque de fonctions semblables , on 
déterminera les valeurs particulitres de y,,.7;, etc., qui satisfont 

ace cas, ct ainsi du reste. Enréunissant ensuite toutes ces valeurs, 
a celles que Pon aura déterminées dans le cas ou S, S’, etc. sont 
nuls ; on aura les expressions complctes de y, , yj, etc.. corres- 

pondantes au cas ou S, S’, etc. ont les formes précédentes. 
Il est facile @étendre cette méthode aux équativus aux differences 

infiniment petites, ou en partie finics, et en partie infiniment 
petites , et dans lesquelles les coefficiens des variables principales 
et de Jeurs différences, sont des fonctions rationnelles de s, que 
Yon peut toujours rendre entiéres, en faisant disparaitre les déno- 
minateurs. Si on désigne, comme ci-dessus, par 7, y, , etc. , les 

variables principales de ces équations , et si Pon fait 

Ped CAL an Vi sme OL a elle; 

on aura 

! dy, \ 
qo Ju’. odx log x ; <%= fx'.odx.(log. x)*, elc. ; 

A.y, = fx'.(x—1).0dx, Ary,=fx'.(x—1)*.Pdx , elc.; 
clc.; 

ay), pica l a ja Je dx. log x, ete. ; 

cle. 
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Les équations proposées prendrent ainsi les formes suivantes , 

S fx! 2d LettS Saf ne Cele 

En les traitant par la méthode précédente, on déterminera les 
valeurs de @, 9’, etc. en fonctions de x , etles limites des intégrales 
[xe Gk fo Uk FCCC. 

En faisant 

Deg CTE Od iy ine eral CF . Cid ye Sto 

on parviendrait a des équations semblables. Dans plusieurs cir- 
constances , ces formes de y;, y;, etc. seront plus commodes que 

les précédentes, 

31. La principale difficulté que présente lapplication de la mé- 
thode précédente, consiste dans Pintégration des équations diffe- 
rentielles linéaires qui déterminent 9, 9’, 9", etc. en x. Les degrés 
de ces é€quations ne dépendent point de ceux des équations aux 
differences en y,, y;, etc.; ils dépendent uniquement des puissances 

les plus élevées de s, dans leurs coefficiens. En ne considérant 

donc qu’unc seule variable y,, ’équation différentielle en @ seia 
dun degré égal au plus haut exposant de s, dans les coefficicns 
de Yéquation aux différences en y,. L’équation différenticlle en 9 
ne sera ainsi résoluble généralement que dans le cas ou ce plus 
haut exposant est ’unité. Développons ce cas fort étendu. 

Représentons l’équation différentielle en y, par Ja suivante , 

o=V-+s.T, 

V et T &tant des fonctions linéaires de la variable principale y, 
et de ses differences, soit finies , soit infiniment petites. Si Yon fait 

Ce —oe dy SOGX 5 

dy étant égal a x’, ou a c~*; elle deviendra 

o=fodx.(M.dy + N.=) ; 

iT et N etant des fonctions de x; 0 .ra donc, en intégrant 

par 
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par parties comme dans le numéro précédent, les deux équations 
sulyantes , 

o=>M.9— 

o=C+NO. dy. 

La premicre donne en l’intégrant, 

M 
H Swe 

pees ie - 

Hf étant une constante arbitraire. Supposons C nul dans la seconde 
équation; «=o ou x=oo sera lune des limites de lintégrale 
Séy-¢dx, suivant que Pon prend x‘ ou c—* pour dy. On déter- 
minera les autres limites , en résolvant l’équation o= No@.dy. 

Appliquons a cette intégrale, la méthode d’approximation du 
n° 25. Si Pon désigne par a, la valeur de x, donnée par l’équation 

o=d.(NQ.dy), 

d.( No) 

Ae, 

et par Q, ce que devient la fonction N?.dy , lorsqu’on y change 
x en a; on fera 

No.cy =Q.c-, 

ce qui donne 

t= Vlog Q—log (Ne) —log dy. 
log dy est de ordre s; si ?on suppose s trés-grand, et si lon fait 

-= a, @ sera un trés-petit coefficient. La quantité sous le radi- 

cal prendra cette forme ey x , X étant une fonction de x — a 

ei de a; on aura donc, par le retour des suites, la valeur dex 
en ¢, par une série de cette forme, 

pack a* fied. AO. Bee sit be etc, 

Maintenant, y, étant égal a /dy.odx, si Yon substitue dans cettc 
=f 

intégrale, au lieu de 9.dy, sa valeur Q , elle deviendra 

Q. if = .c~#; et si dans ae on substitue pour x, sa valeur pré- 

16 
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ccdente en #, on aura y, par une suite de cette forme, 

2 fl 3 o 
=? Qfdt.cH 8h IW? ta. t+ a? b+ ete), 

les limites de Pintégrale relative a ¢ devant se déterminer par la 
condition qu’a ces limites, la quantité N@.dy, ou son équivalente 
Q.c—*, soit nulle; d’ou il suit que ces limites sont t==-—oo ct 
¢t==00;0n aura donc par le n° 24, 

y=e.Q.e(I+ tea. OLE ae OTS? a, J+ etc.). 

Cette expression a lavantage d’étre indépendante de la détermi- 
nation des limites en x, qui rendent nulle la fonction NO.dy ; 
ensorte qu’elle subsiste dans le cas méme ou cette fonction, éga- 
Iée a zéro, n’a point de racines réelies; elle subsiste encore dans 
le cas de s négatif. Cette remarque analogue a celle que nous avons 
faite dans le n° 25, et qui tient, comme elle, a la généralité de 
Vanalyse , est tres -remarquable en ce qu’elle donne le moyen 
d’étendre la formule précédente , a un grand nombre de cas aux- 
quels la méthode qui nous y a conduits , semble d’abord se 
refuser. : 

Cette formule ne renferme que la constante arbitraire H, et 
par consequent, elle n’est qu’une integrale particulicre de l’équation 
différentielle proposée en y,, si cette Equation est d’un ordre supé- 
rieur a Punite. Pour avoir dans ce cas, l’intégrale complete, il 
faudra chercher dans l’équation o=d(N@.dy ), autant de valeurs 
différentes de x, qu’il y a d’unités dans cet ordre. Soient a, a’, 
a’, etc. ces valeurs; on changera successivement dans l’expression 
précédente de y,, a ena’, a’, etc., et H en A’, A", etc.; on aura 
autant de vateurs particulicres qui renferment chacune une arbi- 
traire , et dont la somme sera l’expression complete de ¥.,. 

Quand les coefficiens de la proposée en y, renferment des puis- 
sances de s supérieures a l’unité ; on peut quelquefois décomposer 
cette equation en plusieurs autres qui ne renferment que cette pre- 
mi¢re puissance. Sil’on a, par exemple , léquation 

ie ae ye 
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AL ctant une fonction rationnelle et enticre de s; on mettra cette 
fonction sous la forme 

g.(s+b).(s +b’). (s-+b" 5 

G+A).6 +f). 6 +f"). Ww Ye oO o io) 
~ 

on fera ensuite 

pigeagy (S40) sz (s+b').2/, etez; 

Lae (Stf)-t , the (obft, ete. 

Il est facile , par ce qui précéde, de déterminer z,, ¢,, etc. en in- 
tégrales definies , et de réduire ces intégrales en séries conyergentes, 
lorsque s est un grand nombre. On aura ensuite 

/ 
___ 254%, etc. 

JAF etc. 

Dans plusieurs cas ou Véquation différentielle en 9 étant d’un ordre 
supéricur au premier, ne peut ¢ctre intégrée rigoureusement, on 
peut déterminer @ par une approximation trés-convergente ; en 
substituant ensuite cette valeur de @ dans lintégrale /x'.gdx, on 
peut obtenir d'une maniére fort approchée la valeur de cette 
intégrale. 

32. L’analyse exposée dans les numéros précédens, s’étend encore 
aux é€quations a différences partielles, finies et infiniment petites. 
Pour cela, considérons d’abord !’équation linéaire aux différentielles 
partielles dont les coefficiens sont constans. En désignant par y, ,, 
la variable principale, s et s’ étant les deux variables dont elle est 
fonction; et représentant cette équation par celle-ci, Yo, V étant 

une fonction linéaire de y,,, et de ses différences partielles; on y 
supposera 

Vi ETTORE TL 

@ étant une fonction de x; alors P’équation Y= o prend cette 
forme 

Oe (Ie oe” Ode, 

M étant une fonction de x et de x’, sans s ni »'. En égalant donc 
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M a zéro, on aura la valeur de x' en x, et cette valeur substituée 

dans Vintégrale fx’. x'”.¢dx, donnera l’expression générale de y, ,,, 

dans laquelle @ est une fonction arbitraire de x ; les limites de 

Vintégrale étant indépendantes de x, mais (ailleurs arbitraires. Si 
Péquation proposée o= V/V, est de Pordre 7, il faudra, au moyen 
de Péquation M70, déterminer un nombre 7 de valeurs de x! 
en x. Lasomme des n valeurs de /x'.x'”.¢dx qui en résulteront, 
et dans lesquelles on pourra mettre pour ¢ des fonctions arbitraires 
différentes de x, sera expression complete dey, ,.. 

Il résulte de ce que nous avons dit dans la premicre partie de 
ce Livre , que Péquation #70 est Péquation génératrice de ’équa- 
tion proposée Vo. 

Considérons présentement léquation aux différences partielles 

o=V-+s.T+s'.R, 

dans laquelle 7, 7, et R sont des fonctions quelconques linéaires 
de y,, et de ses différences partielles , soit finies , soit infiniment 
petites. Si Pon y suppose, comme ci-dessus , 

Set Bete BN ek 

x’ étant une fonction de x quwil s’agit de déterminer. On aura une 
équation de cette forme 

o=fx'.x .odx.(M+N.s+P.s'), 

M,N et P étant des fonctions de xv et de x’, sans s ni s’; or ona 

Ax ae yt o> Oe ee, BS s‘dx’ 

dx Seo (G+ 55); 

donc si on détermine ’ par cette équation 

on aura 
} rv. itieh: 

2 AlN ote) eA oo 

par oe unt: si Ton désigne x’.x’” par dy, et si Pon suppose 
que Yon a substitué dans Wet N pour x’ sa valeur en az, 
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on aura 

d.o ) = foasx.(M.dy ++ Nx <2). 

Cette équation intcgrée par parties , comme dans les numéros pré- 
cédens , donne les deux suivantes, 

d.(Nx.@) . 

(ee 

Om Nx.9.dy. 

o=HWo— 

La premiere détermine @ en x, et la seconde donue les limites de 
Vintégrale (dy .odx. 

Cette valeur de y,,, ne renfermant point de fonction arbitraire , 
clle Vest qu’une intégrale particulicre de ’équation proposée aux 
differences partielles. Pour la rendre complete, on observera que 
Pintégrale de Yéquation 

qui détermine x’ en x, est x’ =Q, Q étant une ionclion de z, 
et dune constante arbitraire que nous désignerons par uw; en re- 
présentant donc par |, uue fonction arbitraire de w, P’équation 
proposée aux différences partielles sera satisfaite par cette valeur 
deny: 

Vou Hffei Q! dax.du; 

Vintégrale relative a x étant prise entre les limites déterminées par 
Véquation o—= NQ.dy, et Vintégrale relative a w étant prise entre 
des limites quelconques. Cette valeur de y,,, sera donc lintégrale 
complcte de ’équation proposée aux differences particlles , si celle- 
ci est du premier ordre; mais si elle est dun ordre supérieur, il 
faudra, au moyen de l’équation o= N@.dy, déterminer autant de 
valeurs de x en w, quil y a @unités dans cet ordre. La réunion 
des valeurs de ¥,,, auxquelles on paryiendra, sera Pexpression 
complete de 9,1 
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CHAPITRE IIL. 

Application des méthodes précédentes , a approximation 
de diverses fonctions de trés-grands nombres. 

P arMi les diverses fonctions auxquelles ces méthodes peuvent 
s’appliquer, je vais considérer les produits des nombres , les déve- 
loppemens des polynomes, et les différences infiniment petites et 

finies des fonctions, ces diverses quantités étant celles qui se pré- 
sentent le plus souvent dans lanalyse des hasards. 

De Vapproximation des produits composés d’un grand nombre de 

facteurs, et des termes des polynomes élevés a de grandes puissances. 

33. Proposons-nous d’intégrer l’équation aux différences finies 

O= (s+1).Y.— ier 
Silon y suppose 

6 eet [SOULS 

on aura, en désignant x’ par dy, 

fo) = fod. (1 —2). dy -+3.52] ; 

dou Von tire en intégrant par parties, suivant la méthode précé- 
dente, les deux équations suivantes, 

o=0.(1—x)— ead. 

== er ZC. 

v) 

La premiere ¢quation donne, en l’intégrant, 

CS ef .ce"5 
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et la seconde donne, pour dcéterminer les deux limites de Dinté- 
grale (x .odx, 

— s+ 1 —z,. 
6 Sav a: a 

ces limites.sont par conscquent x =o et x= ow. Ainsi Pon a 

Ngee A of ME os 

Pintégrale ctant prise depuis x= o jusqu’a x infini, et _4 étant une 
constante arbitraire. 

Pour avoir cette integrale en série , on déterminera, conformé- 
ment a la méthode exposée dans 1 see ne EN valeur de"x, qui 
rend x’. c¢ ' un maximum ; cette valeur a s. On fera dante sul- 
vant la figeieae citée, 

so ns tt 
DO Cmee aS a Cnn Gmrees 

En supposant «==s-++-§, cette équation devient 

6\s : 
( +=) fee Nie 

68 64 

partant 

v= — s.log G+ *) +6 a 

ce qui donne par le retour des suites 

f — etc.; 

3 

= t= cles Past. V/28 3.0 + = 

par conséquent 

dx = di= dt. V35.(1 += =; tet.) 

la fonction fxc'.¢dx.c—* deviendra donc 

Cer yOl.Coe o V0.0 + SK ae + 5 tetc.). 

Lintegrale relative @ x devant ¢tre prise depuis x nul jusqu’a x in- 
fini , ’intégrale relative a ¢ doit ¢tre prise depuis t= — oo jusqua 
1:00. En intégrant comme dans le n° 30, on aura 

=. Ses ce kl «ae ae. N= Ass +2 ei V20-( + st ete.). 
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On peut déterminer fort simplement le facteur 1 ++ —— ++ etc. 

de cette manicre. Désignons-le par 

B C 
1+ <r yt ete.; 

ce qui donne 

= 4.98 F307, Vin. += ale c bete.). 

En substituant cette valeur de y, dans Péquation proposée 

Sri (S41) %s5 
on aura 

(a “ Da i an @ ot ay tet. ar + + -+-etc., 

ou 

é rap sie Eee reed 
ge ee 

or ona 

LAr HOH) Cte) 
=— + | 12.5 12, — ete. 

+ etc., 

Q+2 “Bes = tele). (—pa+ aa ete.) = Fp Fre 

I 
iT ey Hele: 

On aura donc, en observant quec *'*° =1——, 
oS 

— etc.; 

ce qui donne, en comparant les puissances semblables de ~, 
és 

1 
B=s5> C=; etc. ; 

donc 

S+i 0; 1 
ger “< Var. Ce 12, gc es = bete.). 

Ce 
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On déterminera la constante arbitraire 4, au moyen dune valeur 
particulicre dey, ; en supposant, par exemple, que s étant égalap, 
on ait y,=Y>; onaura 

ce qui donne 

par conséquent , 

ee Vs total an 1 1 

willie © Heroes Tt Q+istagatets). @ 
Voyons maintenant de quelle nature est la fonction y, Pour cela, 

il faut intégrer l’équation aux différences finics 

Vint (S#1) fs 

On trouve facilement que son intégrale est 

Yi V.(o+1).(u-2).(u +3)... 08 

on aura donc, en comparant cette expression a la formule (g), 

(#-+1). eae (A+5)..... s 

sthe Varta tame te) 
Ya deict 3 (7') 

Si Pon fait ~== 0, on aura f/x“ dx.c—*=1; partant 

eo. setae ee ag. (: +o ta + etc.). 

Si on fait «==, m étant moindre que 7; on aura 

sas = : 

s’ étant un nombre entier ; ainsi 

Rati ay SS PS (cee) aC he), 
17 
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orona 

Crete O45 +2) Gem ae Fete) 
” op LEE MP) 4 ete, 

ons 

Ona dailleurs, en faisant « = ?” 9 by] 

™m ™ 
= ——J 

™. 

fe" dec = — ofc" dx .c~*=n m. ft*—'dt.c—", 

Vintégrale relative a ¢ étant prise depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ infini. En 
substituant ces valeurs dans la formule (g’), elle donnera 

, 72 I 
s+ —+- er n?—-- 6mn + 6m? 

ress’ bee Cae ae 1¢ ; etc. ) 
- Vv 7k: 12.n°s" a y 

= fim dtc" pee gS”. 

ensorte que la valeur approchée du produit des termes de la 
progression arithmetique m, m-+-n, m-+-27, etc. dépend des trois 
transcendantes c, w et /t"—'dt.c—*". 

Si dans cette €quation on fait pour plus de simplicité n==1, ce 
° . ut! 1 & 

qui change men, etsi?onobserve que /¢ dt.c—t= a fe dicm; 

on aura 
(i-y).(2+p)....(s'b ye) 

1+ 6p + bu eee, 
a gt? TROIS CLAS 7 Oe NL RES NO et 

fads cst 

En changeant » dans —, on aura 

(1—M).(a— uw). 266 (s'— p) 
1— 6u+ 62 

aap ned a = — acs Tacs ie tc.) 

[CPU CZ 

£n multipliant ces deux équations , Pune par lautre, on aura 

sl2t¥ 6-2) Oey, € Lig Lia 1 - ee + etc. ) 

(1). (1). (sp) 
: ah x jes dt (ombalis ae 
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L’équation (7') du n° 24 donne 

n fer dtc" fl dtr ss ABtes Ba> 
. fr—1 i 

sin x 
n 

ftdt.c ft “dt.c = A eng 
sinew? 

En faisant n ==1 et wx=r—i,ona 

on a donc 

sin}. p(1—p).(4— ono stp) (a — SE “Fete. ).s!—¥ "00, 

Si lon fait ~ infiniment petit, cette équation donne 

vei Ne hare Laer a € — ait ip eau 

divisant donc léquation précédente par celle-ci, on aura 

4 ; (Br Le ie Vi 

SsInBaA=pyT.(1—p ).G —+).G =< ). “a —!).(a —+-+etc.). 

Si lon fait s’infini, on a pour expression de sin 9, ¢ étant égal a x7, 
le produit infini 

elf). (amined CPN Tie Ew; 
expression de sin ¢ est ainsi décomposable dans une infinité de 
facteurs; ce que lon sait d’ailleurs. 

En supposant @ imaginaire et égala 9’. Y—1, sin 9 devient 

ot ct 
az ona donc 
2V¥— 

- . ' ¢ 42, g’? 

cic? == 20 1¢ +2). € + 2). (1 + 2) ce 

9”? oe” : 

me +2). G+ A. +ete.); 

et en faisant s’ infini, on voit que c*’—c—* est égal au produit 

infini 

29’. € i+). ( tte as els 
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On aura, par un procédé semblable , le produit continu de facteurs 

dont le terme général est une fonction rationnelle enti¢re ou frac- 

tionnaire de s. Mais expression a laquelle on parviendra, pourra 

contenir d’autres transcendantes dépendantes dintégrales définies 

de la forme /x"dx.c—*. 
On peut observer ici que ces produits ¢tant mis sous la forme 

fx'.edx; leur différentiation par rapport a la variable s, presente 
une idée claire, et alors on a pour cette différentielle, /a’.¢dx.log x. 

Les expressions de y, données par les formules (g) et (q’) du 
numéro précédent , ont encore lieu suivant la remarque du 
n° 50, dans le cas ou s et » sont négatifs , quoique dans ce cas, 
Péquation 

Oss sce s 

qui détermine les limites de Vintégrale définie qui représente la 
valeur de y,, n’ait pas plusieurs racines réelles. Si dans la for- 
mule (gy) du numéro précédent, on change s dans —s, et « dans 
—vp, elle devient 

Pear hy eal Bee ee, Oe Se ) V—1.c V2 a a <oea etc. 
eS 12.58 

eae (iy. sae , 
e . at 

¥ étant la valeur dey, qui répond a s = —wy. Toute la difficulté 
pipligsid, OSE , dx.c A : ; 

se réduit a intégrer f ~~ Pour y parvenir, il faut suivre le 
x 

méme procédé dont on a fait usage pour réduire en série, l’inté- 
> o-#.d grale / ——-™. On fera donc 

x 

L—ULboa.V—1, 

—y. etant Ja valeur de x donnée par !’(quation 
ct 

oO ——; 
zt 

on aura ainsi 

— a?) rg VAST f- da .c~®: v= 

ee Spe Von 
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Lintégrale relative & x devant s’étendre entre les deux limites qui 

rendent nuile la quantité =, il est clair gue Vint¢grale relative 

a @ doit s’étendre depuis @==— & jusqu’a @ =o; enréunissant 
Se. V7 Vo 

(yo. Vay" ~ (ut-@. Y —1)4 
pondent aux mémes valeurs de a, affectées de signes contraires , 
on aura 

donc les deux quantités - qui ré- 

POP Ce mink AeceelD in gh coat ed 
[Fe a Views fie: (pea? )% 

ah ca)" (pa. VY S11" (ube. (/ S73) | 

(pr + 3?) 

Pintégrale relative a @ étant prise depuis @=o jusqua w=. 
Si lon développe les quantités sous le signe /, les imaginaires 

disparaissent , et il ne reste qu’une fonction réelle que nous dé- 
signerons par Qd@ ; on aura ainsi 

+-\/—1. sin Com 

partant 
Cam —#. Yon. (: ———— + a _— — etc.) 

ae Ses : 

Voyons présenfement quelle fonction de s est y_,. Pour cela, 
reprenons I’équation primitive 

Y= 

OF (81) Jr S14} 
en y changeant s dans —s, et faisant y_,= w,, elle devient 

O = (s—1).u-b U-15 

équation dont Pintégrale est 

eins Ge ena oa ir gaa 
Bf). (24+)... .5 (s—1) Tay Ss) 

Y étant comme ci-dessus , égal a y_,. Si Pon compare cette ex~ 

i= 
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pression de y_, a la précédente , et si Pon observe que s—% 

est un nombre entier, et qu’ainsi Pon a (—1)*” *“=1; on aura 

Ss 1 

paced a= Braet ween ack aes Seine oe) 
(+1). (42)... (S—1) e— Ly Cae : 

En divisant les deux membres de cette équation par s, et les ren- 
versant ensuite, on aura 

(ue). (lbs) -(H+8)- 8. (ab + ete.) Qader 

Si ’on compare cette équation a la formule (g’) du numéro pré- 
cédent, on a ce résultat remarquable , 

Odin A 3 (0) 

fa¥dx.c-*’ 

Je suis parvenu a cette équation générale , dans les Mémoires de 
PAcadémie des Sciences pour année 1782, par l’analyse précé- 
dente , fondée , comme on voit, sur le passage du réel a Pimagi- 
naire. En faisant successivement dans Q, w==1,u—=2,u==35,elc., 

on aura les valeurs d’un noinbre infini d’intégrales définies ; ainsi 
dans le cas de #=1 , ’équation (O) donne 

_ (coso@+a.sin@) ae 
1 + @ c 

formule que j’ai donnée pareillement dans les Mémoires cités. Cette 
formule et toutes celles du méme genre , peuvent se verifier par 

les formules du n° 26; car on a par ce numero, 

de.cos@m 7 — (a.da.sin @ 

i reo a l+a? ° 

Nous obseryerons ici, comme dans les Mémoires cités, que fe 

> 

Tl dhe Gm 

ai 

étant écal a tt ./Qd@ ;ona, cu: iut»stituant au lieu de /Qda, 
—1 

sa valeur donnée par l’équation (0) , 

fFe ono \o igs =a om (—1) 7k +: 
es SE gE aee eos te 

Tacaeee fotdx.cm= ar A aero 



DES PROBABILITES. 135 
la premiére intégrale ¢tant prise entre les deux valeurs imaginaires 

de x qui rendent nulle la quantité —, et les deux autres inté- 
aC! 

grales ¢tant prises depuis x nul jusqu’a x infini; ce qui donne un 
moyen facite de transformer dans celles-ci, les intégrales if dx .sin a: 
- fas. xt 

al 

54. Considérons maintenant léquation générale 

O= (a'+ b's).¥,4.:—(a+bs).y, 
Si on fait 

elle prend cette forme 

O= (1's 1)-y41.—(n-+s). py, 

ait at eae 

nous aurons, en intégrant par parties, 

O=2'.0.(x—p) 
+ f{x'— [edx.(n'x—np)+ (p—x).de), 

Cette équation donne pour déterminer 9, la suivante, 

Supposons 

o=(n'x—np).edx-+-(p—x).do; 

d’ou lon tire en intégrant, 

Q= A.x".(p—x)"", 

A ¢tant une constante arbitraire. On aura ensuite pour déterminer 
les limites de Pintégrale , Péquation 

Om x'.0.(p—x), 
ou 

o= ITS, (p—axy)yrim, 

Ces limites sont donc x ==o0 et x=p, sin-+s et n'-+--1—n Sont 

des quantités positives. Ainsi l’on aura, en prenant Pintegrale dans 
ces lunites : 

0 yes A fetede. (pay 
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On déterminera la constante .7, au moyen d'une valeur particu- 
licre de y,.Soit y cette valeur; on aura 

[4 

Actes te itn? hoor ee a eee ° 

n--u—1 n’—n > 
Vx .dx.(p—2x) 

n-pS— 
ye 

peal IE TET TAOS: nn 
je oe .dx.(p— x) 

par conséquent , 
a: om (p—zx)" ro 

Intégrons présentement Péquation proposée aux différences en y,. 
Son intégrale est 

— (ate). (neti) cece renee (n+s—1) spe 

PO a beet) (ape 2)eececseee (n’+s) VurP 

Dans cette expression, comme dans toutes celles formées de pro- 
duits, les facteurs du numérateur ne commencent que pour la 
valeur de s qui rend le dernier facteur égal au premier, ce qui a 
lieu ici lorsque s est égal a w +1; il en est de méme des facteurs 
du dénominateur. Pour la valeur de s égale a ~ , le numérateur etle 
dénominateur se réduisent a Punité qui est censée les multiplier 
Pun et lautre. Si’on compare les deux expressions précédentes 
de y,, on aura 

(n+p) .(n+u+1).....(n--s—1) fm gee for at .dx.(p—x)" 
Ei) Gl euck2). a) P OT re Gg 

Faisons p—.2« = pu*; le second membre de cette équation de- 
viendra 

n—2n'+r n-+s—r 2 
smp fu .du.(1—u?) 

P an—an’+1 n+u—I ? 
fu .du. (1—u?) 

les intégrales étant prises depuis u == 0 jusqu’a w==1, parce que 
ees limites répondent aux limites x=p et c=o. On a donc 

an’—an+r1 (tu). (ntebi)...(nps—1) fu .du.(a—u") 
WURD. Puts)... @bs) = eh CTR NK PT cae 

N=-ps—I 

Supposons 71 = {, n'=o et #=1; si Pon obserye que 

fdu. Vi—u' = i7; 

on 
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on aura 

(s+1).G+2).....25 bes O55
 

— .fdu. (—u*) ’ 

Le premier membre de cette équation est le coefficient du terme 

moyen ou indépendant de a, du binome (< aa a) on aura donc 

au moyen des méthodes précédentes, ce coefficient, par une ap- 
proximation rapide, lorsque s est un grand nombre. Pour cela, 
nous ferons 

ce qui donne 
umVie 

et 

fau.—w)—*=fdu.c 
Supposons 

Vi —e- =e’ tf e.g. Bp at.g@, th a3.g. t+ etc. ]. 

En prenant les différences logarithmiques des deux membres de 
cette équation, on aura 

143a.q,. P4-5a?.g@. thtga3.g@).S+etc.  at.ca* | 

tag. Sta? .g® Padi. gO.vbetc. ~ pupa? 

et ce dernier membre est égal a 

a? as 
I— 2-1 —— ft — ae aa etc. 

Fi 1.2 tad ae a 

: ar et ee ) 
et — = etc. 
ZC mimes eSy Bl 

On aura donc cn comparant cette quantité au premier membre , 
et réduisant.au méme dénominateur ; |’équation générale 

(21-3) qt —)) wee Ci—s) ea G=3) 

1.2 MTEC.) a 
a3 4! 

ae =Dent 

a eet aceiaes, 

O = 21.qgO — —— 

g® étant égal a Punité. Si Pon fait successivement dans cette équa- 

tion, imm1, im=2,i=3, etc.; on aura les valeurs successives 9°, 
18 
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q™, g™, etc.; et Jon trouvera 

2 C 1 2) anmams Qe) ss z» ete. 
co 

On aura ensuite 

—} = —t od 3 , 
fau.(i—u’) ‘sea fdt.c [1 5a.g.t-5a%.g.th-+7e g®.t& ete. }. 

Lintégrale relative a w devant ¢tre prise depuis wo jusqu’a u=1, 
Vintégrale relative a ¢ doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infint ; 

on aura donc par le n° 27 

se {e001 ne ts 
a ag BD hee are hae 

fau.a—w) tat, Von. 

5 ee E a5. g@ete. 
partant 

1.3 pag) pas (1), a (a) 
(s+1).(s+2). isk Dt siesta Tye iilceais el prea aat 

ig te TR, ae mest GSE 4 5b gf ete. 

Ainsi Yon aura par unc suite trés-convergente, le terme moyen 
: 7 : 1 * 

ou indépendant de a, du binome G -b a) : 

On parviendra plus simplement a ce résultat, par la méthode 
suivante , qui peut s’étendre a un polynome quelconque. 

55. Nommons y., le terme moyen ou indépendant de a, du bi- 
1 as . e A . , 

nome G + a) , ou, ce qui revient au méme, le terme independant 

de c**V—, dans le développement du binome (c” ST or Vg ‘Wie 
SiPon multiplie ce développement par dw, et qu’on Vintégre depuis 
x nul jusqua @ = i 7; il est facile de voir que cette intdégrale 
sera 5 7.y,, ct qu’ainsi on a 

m2 fer. (OV 4 Vy, 
En effet, en développant le binome renfermé sous le signe /, ct 
substituantau licu de c#*"V—", sa valeur coszra=k YW —1.sin2ra, 
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on aura le terme moyen du binome, plus une suite de cosinus 
de angle 2@ et de ses multiples; en les multipliant par dw, et 
les intégrant, cette suite se transformera dans une suite de sinus 
de langle 2@ et de ses multiples, sinus qui sont nuls aux deux 
limites a =o ct @= 47. Il ne restera ainsi dans Pintégrale que 
le terme moyen du binome, multiplié par +7. Cela posé, si lon 
substitue au lieu du binome c7V—!-- ¢—*V—", sa valeur 2.cos@ : 
on aura 

oth 

= -/d@.( cosa)"; ‘ss = 

en supposant sin @ = uw, on aura 

2925+ 

Aa — .fdu.(1—u*)—*, 

Yintegrale étant prise depuis w= 0 jusqu’a w=1; ce qui coincide 
avec ce que Pon a trouvé dans le numéro précédent. 

. r . e Ll 5 

Considerons maintenant le trinome ¢ i a) , et Nommons y, 

le terme moyen ou indépendant de a, dans le développement de 

ce trinome. Cc terme sera le terme indépendart de c#*V—', dans 

le développement du trinome (c7V='-++1 + c-7V—); on aura 
conséquemment , en appliquant ici le raisonnement qui précéde , 

y= ~.fdw.(1-+2.008 aw)’; 

Vintégrale étant prise depuis a = o jusqu’a @w =z. La condition 
du maximum de la fonction (1-+-+2.cos@)' donne sina =0 ; 
ensorte quc les deux limites de lintégrale, @=0 ct @=7, re- 
pondent a des maxima de cette fonction ; on partagera donc linté- 
crale précédente dans les deux suivantes , 

fdw(1+2.cos@)', (—1)./da.(2.cos@—1)'; 

la premicre de ces intégrales étant prise desuis @ nul jusqu’a la 

valeur de @, qui rend nulle la quantité 2.cos a +1; et laseconde 

intégrale étant prise depuis @ =o, jusqu’a sa valeur qui rend nulle 
la quantité 2.cos@—1. 
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Pour obtenir la premiére intégrale en serie conyergente, om 

fera 
(rb 2.08 em)! as 3% orth 

1 . 
en supposant # = -—, extrayant la racine s de chaque membre, et 

développant cos @ et c~*?, on aura I ) 

Batt 4 
5— @* + — — ete. == 5 — Sats —et¢.; 

d’ou lon tire par le retour des suites, 

L = al? < 
Bet. V3 (1 —F +ete.); 

partant, 

Sina . oe 
fd@ .(1+2.c0s w) = evil. .G —_— a tetc.). z 

L’intégrale relative a ¢ doit ¢tre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ in- 
fini ; on aura donc 

Sete 1 ae 
fd@ .(1+2.c0s @) = "Tarps 

w Ss 

3 

16.5 pis etc.). 

On trouvera de la méme manicre 

ag Var 
fd@ (2 »COS @—1) = nye € = is oo), 

on aura donc 

3st: 3 (—1)! 5 
yeaa Gag hele.) ee mr aa ete.) 

s étant supposé un trés grand nombre, cette quantité se réduit a 
Zs+ 

=. Cest expression fort approchée du terme 
Os [sr 

. r : 1 = 

moyen ou indépendant de a, du binome € —- 1 a) ° 

ires-peu prés a 

On déterminera de la méme manicre, le terme moyen dun po- 
lynome quelconque, élevé a une trés-haute puissance. Supposons 
Vabord le nombre des termes du polynome, impair et égal a 27-+1 ; 
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et représentons ce polynome par 

1 a+ mare abba. ha La". Coa 

En substituant c7V—! pour a, ce polynome devient 

I 2.COS@ -+- 2.COS 2@.....-+- 2.COS 2@; 

. fon 
sin oO 

2 
sata 3 la puissance s du po- 

: on+1 Ss 
sin ( ——— ).@ 

2 

sini @w : 

Le terme moyen de cette puissance, est le terme indépendant de 
a, dans son développement en cosinus de langle @ et de ses 
multiples. On aura évidemment ce terme, en multipliant la puis- 
sanve par dw ; en prenant ensuite Pintegrale depuis @ =o jusqu’a 
w==7,eten la diyisant par 7. Ce terme est donc égal a 

: an-+-1 K 
sin ( ——— }.@ 

oO 1 
- fda. — 
oF sin; @ 

; an-+1 
sin ( 3 ).@ 

La condilion du maximum de ——-——~—— donne léquation 
sini@ 

or cette fonction est égale a 

lynome est donc 

tang (= ).@ = (2n-++-1).tangia. 

Il y a depuis @ nul jusqwa @=7, plusieurs maxima alternative- 
ment positifs et négatifs. Le premicr répond a @ nul et donne 

sin (7). : 

eS il (> ies 
sin; @ ( nt ) 

Pour avoir l'intégrale précédente , depuis ce maximum jusqu’au 
F A) 
ee ae ae 

poimt ou eer est nw, ce qui a lieu dabord lorsque 
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@ = ———, on fera 
37 1 

4 on—-+-1 Ss neu a 
Bae ee ee Se ee — $ cae, = (27-+1)'.c 

En prenant les logarithmes, et réduisant en série relativement 
aux puissances de @, la fonction 

=") 
-@ 

s.log oS Sipe. i 
on aura 

Bl sea? etc. == 2; 
ce qui donne 2 

dt.Y 6 
dw == wr EN a -+- etc. ; 

Vintégrale précédente devient ansi 

embry Pt ory ee 
nl. aS 

Elle doit étre prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini; car a Porigine, ou 

lorsque @ est nul, ¢ est nul; et a la limite, ou@w <= Ur est 
on-+ 1 

infini ; cette intégrale devient donc, en ne considérant que le pre- 
mier terme, et négligeant les suivans qui sont, par rapport a lui, 

1 

de Yordre => 

(oan+1). oar. 

Vn.(at 1).257 

Le second maximum est négatif, et répond a une valeur de 
(“*)., comprise entre {7 et 27. En effet, Péquation du 

maximum 

tang (= =). @=(2n-+-1) tangia 

donne 

tang € es *) a > mate 
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o «font r : : Ainsi ETE \.@ elant ‘ompris dans le second maximum entre 

‘ AM 1 
% et a7, tang ic. zs ).@ surpasse 7 ; par consequent (Cs ne ).@ 

Surpasse 7—+-ia; i est donc compris entre 57 et2 7. petitition 
precédente du maximum donne 

an +4 
—sin -@ 

oO on bs 1 

sin 3 @ “y/aoee w@ + (20 +1). sintl@ 

C» dernier membre est plus petit que 

on+ 1 

one i sinit@ 
——_—_).4.— 

2 ie 

a 

zy" ne surpassant pas ia, il est facile de s’assurer que 
sin iw 

a 

nest jamais moindre que sa valeur qui répond a @=7, et qui 
, be he} . . , , 

est egale a - ; le second membre dont il s’agit, est done généra- 

lement plus petit que 

FP 

im ct2%, ce membre sera plus ai que = aaa 1).$; ainsi la’ 

sin nt .a 
a) 

puissance s de , he surpassera point (227 -+1)'.(2)'; 
sin i @ 

elle sera donc, lorsque s est un trés-grand nombre , incomparable- 
ment plus petite que laméme puissance correspondante au premier 
maximum , ct qui est égal a (22-+ 1). 

On verra de Jaméme manicre, que le troisitme maximum est 
an se 

compris centre cx =). ow, cl Chee et Cid CC 

: (= i 1 ) 
sin aaa & 

maximum, la puissance s de panigh SEE ees pass eaas 

(2u-e1)'.(3)); que le quatrieme maximum est compris entre 
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(2D) moet (=). @—= 2m, et qua ce maximum, 
2 2 ‘ 

(P).< 
gin @ 

2 

sing @ 
la puissance s de -ne surpasse point (27-+1)'.(44)', et 

ainsi de suite. 
Maintenant, si a partir de Pun quelconque de ces maxima, 

on fait 

sin ().< s sin ().n : 
2 mie a0 707) 

sin i@ if Sin sins I] 7 ? 

TI étant la valeur de @ qui correspond a ce maximum ; ct Si 
Yon fait 

— I. @a—Il-+a'; 

on aura en prenant les logarithmes des deux membres de l’équation 
précédente entre @ et ¢, 

s.log sin (=). (I1+-2r’) =~ 5.log sin 3 (I+ ) 

=s.| log sin (“). Il — log sin; n | — t. 

En développant le premier membre de cette équation suivant les 
puissances de @’, la comparaison de la premiere puissance donnera 
Vabord Véquation du maximum 

tang (== =.= (2n-+1). tang +0 

En ne considérant ensuite que la seconde puissance de @’, on aura 

tn.(n+1).s@?=t; 
ce qui donne 

odt 

Yn. (n+ 1).2: 9s? 

in vas 

7 5 fie. (2Ge): ee = 
n 

- & sin ( 

prise entre les deux limites entre lesquelles — 

dw' = 

Vintégrale 

ty 
ay AAS ETI 

sIn zw 

de 
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de part et Wautre du maximum de cette fonction, est donc a trés- 
peu prés 

an = 

2, 

VY an.(u--1).s7 : oh eet Tce 

Cette expression a géncralement lieu pour les intégrales relatives 
a tous les maxima qui suivent le premier; seulement il faut n’en 
prendre que la moitié relativement au dernier qui correspond a 
i= 7. Il résulte de ce qui précede, que cette expression par 
rapport au second maximum est moindre , abstraction faite du 
signe, que 

2 2\s. 

a ea, , 

que relativement au troisicme maximum, elle est moindre que 

2 2\s. 

Viratie? : 

et «ainsi de suite. Lorsque s est un trés-grand nombre, ces quan- 
utés décroissent avec une extréme rapidité, et elles sont incom- 
parablement plus petites que la quantité relative au premier 
maximum, et qui, comme on la vu, est 

(on#1)'. Vay ‘ 

Y 2n.(n+1) (n-b1).97 se 

on peut donc n’avoir égard qu’a cette dernicre intégrale, et l’on 
voit que cela est rigoureux dans le cas de » infini; car léquation 

aan ; an-+1 or+1 
de condition du maximum, donne alors (7). 1=( - m, 

sin ). II 
2 

sin } II 

lorsque II est zéro, ce qui répond au premier maximum. 

Sile polynome est composé dun nombre de termes, pair ct 
égal a 27, tel que 

r étant un nombre entier, ce qui rend fini, excepté 

n—3 YY 

eG as ae Sapecbhataet he 
ae a 
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en y substituant c7V— au lieu de a, il devient 

2M—?1 

2.coSi @—+ 2.COS2.@.....-+ 2.008 ( \.@, 

sin no sai, Ce polynome clevé a une puissance enticre et positive, 
in-@ 

ne peut avoir de terme moyen ou indépendant des cosinus de ; @ 
et de ses multiples, qu’autant que cette puissance est paire; repre- 
sentons-la par 2s: alors le terme moyen sera 

sin n@\?5 1 
de .(= 1 3 

w §1n 7 @, 

Vintégrale étant prise depuis @ nul jusqu’a w= zm. Cette intégrale 
se compose de diverses intégrales partielles relatives aux divers 

: : sin naw ; : 
maxima de la fonction = 3 mals on s’'assurera facilement, par 

2 

lanalyse précédente , que toutes ces intégrales , lorsque 2s est un 
trés-grand nombre, et lorsque n est plus grand que lunité, sont 
iucomparablement plus petites que celle qui est relative au premier 
maximum qui correspond a @w nul; et alors on trouve a treés-peu 
pres le terme moyen de la puissance 2s du polynome, égal a 

caapsl PO MOA, we 
V(an—1). (an+1).s7 

En rapprochant ce résultat, du précédent, on voit que si ?onnomme 
généralement n’ le nombre des termes du polynome, et s’ la puis- 
sance a laquelle il est élevé ; le terme moyen du développement sera, 
lorsqwil y en aun, 

oe V3 . 
cape 

n?—1\, 
ie 

2 

et pour qu'il y ait un terme moyen, (n’—1).s’ doit étre un nombre 
pair; c’est-a-dire que l'un ou Pautre au moins, des nombres n’ —1 
cls’, doit etre pair. 

06. Lanalyse précédente donne encore Ic coefficient de a=? dans 
Je deyeloppement du polynome 

(a a. pa a... ba +a’); 
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car en faisant a= c?V—, ce coefficient est égal a 

laters 

= fd@.(cos le == \/—1 . sin lar). 
Saarinees = 

Vintégrale élant prise depuis @ nul jusqu’a @ =7. En effet, si ’on 

multiplie le polynume par a! ou c¥ “7 V—, le seul terme qui a 

pour facteur c=/*V—', devient indépendant de @, et subsiste 
dans Vinlegrale précedente, ou par Pintégration il se trouve multi- 
plic par 7. U est clair que Pintégration fait disparaitre la partie 
imaginaire de VPintegrale précédente ; car cette partie donne dans 
son dévcloppement , des sinus de Pangle @ et de ses multiples, 
sinus cui devienuent nuls aux limites de Vintégrale qui se réduit 
ainsi a 

Hey )2 

- ~ file cos la. ane 

Pour integrer cette fonction, on fera comme ci-dessus , 

; (=) s 
sin es 

_& 

Geveie 
=(2n+1)'.c7 

En prenant les logarithmes ct développant par rapport aux puis- 
sances de @, on aura par le retour des suites pow @, une expres- 

sion de cette forme, 

t.Y/6 a 
=> 1 (1 F etc. ); 

® Vin.(n+ Ln S ‘ ae ); 

ce qui transtorme lintégrale précédente , dans celle-ci 

(ipa ae 60s | a EV Bee 1-5. 40-+ ete.) 
Seta Vernal) s if Vn.(n+1). s ( /? 

Pintégrale ¢tant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢infini. On peut facile- 

ment  Pobtenir par le n° 26, et Yon trouve, en wayant cgard quia 

son premier terme, pour sa valeur, 

_@ntiy. V3 
Vn. (n + 1) .25% 

alt 
sow n(n-+1).s, 
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C’est la valew cherchée du coefficient de a+’ dans le déyeloppe- 

ment du polynome, lorsque sa puissance s est trés- élevée. 

Cherchons maintenant la somme de tous ces coefficiens , depuis 

cclui de a~ 'inclusivement, jusqu’a celui de a! inclusivement, /€tant 

un grand nombre, mais d’un ordre inférieur a s. Pour cela, nous 

observerons que lon a par le n° 10, 

1 a — = ————__,_—_,., — 
y1 dy a. (ey \ M PORERES 2H Pe ee + ete. 

bs ve 1 (dy or = aN +3: ae etc. 

dou lon tire par le numero cite , 

> 9 tant Vi fy:.dl— A tea ce 7 + ete. -+- constante. 

En prenant lintégrale depuis le terme correspondant a Z nul in- 
clusivement, on aura la somme des valeurs de y; depuis cette 
origine jusqu’au terme y; exclusivement. La constante arbitraire 

sera égale alors ai.y,— 4 ae —etc.; ainsi la somme des valeurs 

de y; depuis 2 nul inclusivement jusqu’a y, inclusivement, sera 

dye ward 
Sviedl byob tant de Tm Se + ete. 

Supposons maintenant 
a? 

dani RV Sos Nese ney 
Vn. (n-+-1). 257 : 

alors les différences de ; seront successivement d’un ordre infé- 
rieur les unes aux autres; en ne considérant donc que les trois 
premiers termes de la série précédente, on aura 

Syd ey bE 
pour la somme des coefficiens des termes du développement de la 
puissance s du polynome, depuis 7 nul inclusivement jusqu’a Z in- 
clusivement. En doublant cette somme, ct en retranchant de ce 
double, le terme y,, on aura pour la somme des coefficiens , depuis 

Vis 
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celui du terme Boras shapdarite a a~' inclusivement, jusqu’a celui du 
terme correspondant a a' inclusivement, 

Bis 3 ys 
(enti). V6 — emg 

E n.(n-F 1) es un n.(n+I).s 

amen (n-++1).sx (ja = reais 

57. Nous avons supposé dans les exemples précédens , que les 
équations aux différences en y,, n’avaient point de dernier terme ; 
donnons un exemple une équation jouissant d’un dernier terme , 
et pour cela, considérons léquation aux différences 

ts P= Sib (SA) Sune 
En faisant 

Nea Odes 
on aura 

P= r'.9.(1 +2) —fx'.[(x+-1).do + (i-+1).9dx); 
ce qui donne @abord pour déterminer ¢, ’équation 

(1+ 2).dO0+(i+1).¢dx=0; 

dou Pon tire en intégrant, 

Ta 
A étant une constante arbitraire. Ensuite on a 

pHr.e.(ite), 
; Anas 

P= Opa 
ou 

dou Von tire . 
x=p, A=(1+p); 

ensorte que ae dv 

rm-tey fgiestin 
Vintégrale étant prise depuis x =o jusqu’a «=p. En ajoutant a 
celte valeur de y,, cclle-ci 

as de 
B. (1+p)! Jo 
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lintégrale étant prise depuis x nul jusqu’a x infini, et B étant 

une arbitraire ; on aura pour lintégrale complete de la proposée 

x L dx 

y= B. fA Sa + 01 =p) [a 

expression que lon peut mettre sous cette forme 

ai—'.dx xu dx 
Wed Gx) —(1i-+-p)’. Q-payri? 

la premiére intégrale ¢tant prise depuis x nul jusqu’a x infini, et 
laseconde ¢tant prise depuis «== p jusqu’a x infini. 

Maintenant, Vintégrale de la proposée 

p= I er oo (s— DRY ss 

1.2.5....(s—1) L.(i—1). oe Se Be 

i eel) ema ied Pct (Q—. oe ee P’); 

est 

Q étant une arbitraire , et = étant la caractéristique des différences 

finies; ensorte que la fonction >,——~“"— (Me Aesuenieeh Sere es 
ITS OA -p 

égale a 
Bs = 1.(i—1).(i—2). (i—s-++2) aie 

l+-ip-+ sProaes Sis ene ee eaerye aease Te t, 

cest-a-dire, a la somme des s premiers termes du binome (1-+p). 
Si on compare cette expression de y, a la précédente , on aura 

ee eas / 

Z Jon apa — (tp) apa 
ee Ct l.(i—1).. ee 

Te tuEet ek cases (Q—=. fans P’). 

Si lon fait s =1 dans cette équation, et si lon observe que le pro- 
duit 1.2.5....(s—1) se réduit alors a Punité, comme on I’a vu 
dans le n° 54; on trouve aprés les intégrations B’=Q: ainsi B’ 
etant une arbitraire, cette équation se partage dans les deux 
suivantes , 

1SBAOR..<: teh). ee fe 
U.(i—1).... (i—s+1) ary (-bx)? 

M09. Oe 6. hS—1) He (eel). hal Peels = git aa 
(R=. - Gosh) a Pr = (1+ p)' a haat 
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dou l’on tire 

. fen ) . (i x dx 

5 r.(i—1 : 1.(i—1)....(1—s-++2) ae (ise Der 

Rabiereayt ol? ee wma seh p= (skp). ae 

Q+x)* 
haa rf , , e ° . ) . . Pintegrale du numerateur ctant prise depuis «= p jusqu’a x infini; 
ct celle du dénominateur ¢tant prise depuis x nul jusqu’a x infini, 
Lorsque s etisont de grands nombres, il sera facile de réduire ces 
deux intégrales en series convergentes, par les formules des 
n° 22 et 25, On aura ainsi la somme de s premiers termes du 
binome cleve a une grande puissance, par une approximation 
d’autant plus rapide , que cette puissance sera plus haute. 

Si Pon effectue les intégrations, ’équation précédente devient 

; 1.(i—1) , L.(i—1).(t—2)....(i—s+2) 

cc St ee ines eee oats ec — ‘Pes, 

(—s-++1) (i—s+1).(i—s+2) De 

= (ip): Tr : eect 1.2 * (-+p)+ 
3 (ia—s+1)....(i—1) pe : 

“Es UEORO TG Ay (s—1) ° Q+p)7 

Le second membre de cctte équation est une transformation de 
la somme partielle des termes du binome (1 +p)‘, transformation 
qui peul elre utile. 

De lVapproximation des différcnces infiniment petites et finies , 

trés-élevées , des fonctions. 

58. Considcrons unc fonction quelconque de z, que nous repré- 

sentcrons par ¢(s). En y changeant z en «+ ¢, désignons par 

y, le coeflicient de ¢ dans le développement de cctte fonction ; 

nous aurens 
d’.g (2-+1) 

oF = 1.2.0....58.Y;, 

¢ étant supposé nul aprés les differentiations; et comme on a 

Ad Cah — pe , en supposant ¢ nul; on aura 

d’.@ (2) Fp 2S Ve 
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Ainsi la recherche de la différence s‘"* de @(z), se réduit a déve~ 

lopper la fonction @(z-+ ¢) en série. 

Supposons que cette fonction de tsoit une puissance d’un polynome 
de ¢, que nous représenterons par 

(a+bt+ct*+etc.)”. 
En exprimant par 

VoPyrtbyYal ive bunt ete., 

son développement en série; on aura, en prenant les differences 
logarithmiques , 

(b+ act etc.) — —-¥r + 2Yn-t... bt sys. Pete. _ 

at bt-+ch—petc. yotyr-ttyrl..... + y;.t+ ete.’ 

Multipliant en croix, et comparant les termes multipli¢s par ¢’—’, 
on aura 

0.8.¥,4-b.(s—1).y2, be. (S—2).% 2" etc. 
= .b.y,-. + 2M.c.y,-s-¢ ele. 

Représentons par /x'—'p.dx, Pexpression de y,; cette equation 
devient 

ens ci Set d vhs po do .(a-+2 + S-betc.) 
oma’.(a+> +5 -+betc.).9 fie. ie ores 

En égalant s¢éparément a zero , la partie de cette équation , affectée 
du signe intégral, on a 

b b omde.(a +2 + bete.) + mode.(= + %-petc.); 

ce qui donne en intégrant, 

b U 
e=4(a+ 2+ + etc.) : 

A ctant une constante arbitraire. La partie de équation précé- 
dente » hors du signe intégral, donnera ensuite pour déterminer 
les limites de Vintégrale, 

fo) =a'.(a 2 St be = ete.) 

ces 
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ces limites sont donc xo, et x égal aux diverses racines de 
Péquation 

b 
omati+ s+ete. 

On aura donc par les méthodes précédentes, et par une approxi- 
mation trés-prompte, les coefficiens des puissances trés-élevées de 
t, dans le développement en scrie de la puissance 

(a+bt-+ ct?+ etc.)", 

et par conséquent on aura les différentielles trés-élevées de la 
puissance 

(a'+-b'z+c'z*ete.)”, 

qui se change dans la précédente, en changeant z dans z-t¢, et 
faisant 

a=a+ J'z+ c's + etc., 

b= 0D! + 2ac'z + etc., 
c==c' +etc., 

etc. 

Appliquons cette analyse a un exemple. 
z Ctant le sinus dun angle 4, on aura 

ar 4 ad 1 

dz} dz! VY 1 — Zz,” 

Pour avoir expression du second membre de cette équation, nous 
observerons que l’on a, par ce qu’on vient de voir, 

d 1 
da Ae: RO ae “SeVsy 

y,¢tant le coefficient de ¢ dans le développement de [a—(z-h#)*]—*. 

On aura ensuite 

a 1\7>_ 2 
i= A fx .dx.[i—(e++) | ‘ 

les limites de Vintégrale étant données par léquation 

2 -G+)]. 
20 
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Ces limites sont 
1 1 

0 i —— (0) ames 
1+2? y) 

Comme a trois valeurs, expression dey, prend cette forme, par 
le n° 29, 

yA fo-'.de.[1—(a++) | peer yor [1{=++ Oa a 

A et 4' étant des constantes arbitraires, et Ja premicre intcgrale 

C= 
LZ 

4 RO < = . fer 1 . 93 pests ‘4 

étant prise depuis 2 =— Trg Jusqu’a x= 0, et la seconde étant 
. . . \ 1 : . 

prise depuis #= 0 jusqu’a « = ——. Si l’on fait 
P= 2 

z pies + ee 

p< % 

L’expression précédente de y, devient 

oo faa saeneh +B’, dz See 

(az) 

la premicre intégrale étant ze, i depuis w= o jusqu’a @ égal a 
Yangle dont le cosinus est —z, et la seconde étant prise depuis 
ce dernier angle jusqu’a @#==7. Pour déterminer les arbitraires 
B et B’, on obseryera que 

] Z 

bet es Me : 

d’ou il est facile de conclure 

oS ge Sg =e 
7? 

partant 

OF ier f[d@ .(z-+Ccos a)’, 
7,.(1—2?) 

Pintégrale ¢tant prise depuis @ =o jusqu’a @=7. En prenant cette 
intégrale, et observant que 

fda. Cos. a= — ~~ .fd@ .(c7V=1 a oe V—1)s" 

eae es Fe 1.5.5..+.(2r—1) 
pee te SO ot; 

eA es ec aa, eel iy w.4.05.5542F 
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on aura 

pe ets ol Seve) rade gs, lax (See Ve Su(s-—¥) (s—=9)2($=-3)._ 

pee eS ee a es oy tt) 23.5 61). 9). (5-3). 4)- 05) = 
“2 ea Gee Ars See is ase 

cette expression est fort composce , lorsque s est un grand nombre ; 
mais alors on peut obtenir sa valeur d’une mani¢re fort approchée , 
en appliquant a Pexpression de y, sous forme d’intégrale définie , 
les méthodes exposcées ci-dessus. La fonction sous le signe intégral 
ayant deux maxima, Pun a Porigine de lintéegrale, et Pautre a son 

extremité , nous la décomposefons dans les deux suivantes, 

1 
US remmrereraret [ /d@ .(z+ cos w)'+-(—1)'.fd@.(cos@—z)']; 

(tz?) 

la premicre intégrale étant prise depuis @ nul jusqu’a @ égal a 
Pangle dont le cosinus est — z, et la seconde intégrale étant prise 
depuis 2 nul jusqu’a @ égal a Pangle dont z est le cosinus. Soit 

2 a, et faisons 

(z++ cos @y=(itz)y.c : 

on aura en prenant les logarithmes et réduisant cos @ en série, 

om? ast a 

IDs € Trae mupy = rahi 

d’ou il est facile de conclure 

a.(2— w= at. V2.(0-F2)-(1— ee tH ete.); 

on aura aiusi, en observant que Vintégrale doit ¢tre prise depuis 

¢ nul jusqu’a ¢ infin, 

fd@ .(s-++c0s @) = ei (sez)? = oe 20—) + ctc.), 

En changeant z dans — z, on aura 

Oya 5 (2+. 

Sd@. (cos w—z)' = Ewan (1—s) oS ip , + cte.); 
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partant id, 
1 a.(2 Z 

— : —.(i— + etc iis (1—z)° 72. Yasm 8 ) (6) 

ee ): fuse (a = sie hit etc. ) 

(+z) 32. Yasw 

dans le cas de s trés-grand, cette expression se réduit a fort peu 
prés a ce terme trés-simple , 

1 
$e: 

Citt so 2. Vase 

Si Pon multiplie Pexpression (6) dey, par le produit 1.2.5...+s, 
produit qui par le n° 33, est égal a 

tae uC Fis Var Ga + = + etc.) 

en aura a trés-peu pres 

ad. <= 
(oe ee Ve es ee et 
ea er aes cre i° 

dz dz (aa? 

39. Lorsqu’une fonction y, de s peut étre exprimée par une 
intégrale détinie de la forme /x’.¢dx, les differences infiniment 
petites et finics d'un ordre quelconque 7, seront par le n° 21, 

an. 
a == /x'.Pdx. Oe x), 

A’ .y, = fx’. Odx.(a2—1)*. 

Si au lieu d’exprimer la fonction de s, par Dintégrale /x'.eda, on 
Pexprime par lintégrale /c—'*.@dx, alors on a 

OY! — (1). fx". ode c=, 
ee oe 

A’.y,=fOdx.c—* .(c~7— 1)". 

Pour avoir les intégrales n*™*, soit finies, soit infiniment petites , 
il suffira de faire n négatif dans ces expressions. On peut observer 
quwelles sont generalement yraies, quel que soit x, en le supposant 
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méme fractionnaire ; ce qui donne le moyen d’avoir les différences 
et les intcgrales correspondantes a des indices fractionnaires. Toute 
Ja difficullé se réduit 4 mettre sous la forme d’intégrales définies , 
une fonction de s; ce que Pon peut faire par les n° 29 et 30, 
lorsque cette fonction est donnée par me équation linéaire aux 
differences infiniment pclites ou finies. Comme on est principale- 
ment conduit dans Panalyse des hasards, a des expressions qui ne 
sont que les differences finies des fonctions, ou une partie de ces 
différences ; nous allons y appliquer les mcthodes précédentes, ct 
déterminer leurs valeurs en séries convergentes. 

40. Considérons d’abord la fonction * En la désignant par y, , 

elle sera déterminée par l’équation aux différences infiniment petites 

dy, ; 
Oa sas. H+ LY; 

Si on suppose dans cette équation , 

Vi OO dk 5 TOPS Jy 

elle deviendra 
: ddy 

om fodx.(i.dy+x.3 ; 

d’ou Lon tire en intégrant par parties , conformément a la méthode 
du n° 29, les deux équations 

Oo = 1D a oF Pie 9 

Om LOLA Vs 

La premiere donne en l’integrant, 

= Aix, 

A étant une arbitraire. La seconde équation donne pour les limites 

de Vintégrale fo-. @dx, x == 0 et «=o. On aura donc dans 

ces limites, 
1 Be 2 
i= Af Oil hubs 



158 THEORIE ANALYTIQUE 

Pour déterminer la constante 4, nous observerons que s ¢tant 1, 
le premier membre de cette équation se réduit a Punité; ce qui 
donne 

cE ae fad eae? 
partant 

i ghecleternd 2 Heceat | ogame 

si falda. c=" 

on aura donc par le numéro précédent 

Be rd deed hoe aed Con bes Wha 

aa a 
lesintégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
x nul jusqu’a x infini. 

Pour développer cette expression en série , supposons 

eh e=* (ot — 1 ean her ei "cas 

a étant la valeur de x qui répond au maximum du premier membre 
de cette équation. Si lon fait x==a-+ 4, on aura, en prenant les 
logarithmes de chaque membre, et en développant le logarithme 
du premier , dans une suite ordonnée par rapport aux puis- 
sances de 6, 

h.f?-- h' .B +1". 64+ ete. =; 

les quantités a, h, h’', h", etc. étant données par les équations 
suivantes : 

Cc — 

i—l n Cx” n Cm S 
i — —-. = = ) 

3a? 2° cu 4#—} a 9° \c-t—1/) ? 

t—1 n Cue n CueaNS n ct \3 
— ae ee ( =. (—— 

3a3 ae 6° cA 2 pe a 3 c=)? 
pes eet ies qn LONE ae n CaN 

4at 94 co gee ae a c =i ee Are 4 \cmt—mey )? 

etc. ; 

on aura donc par le retour des suites, 

5 = ten ieee obits (Sh — 4hh") De ); 

bat Niearabsyihet Gusrige oak A, tn he 
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et cette suite sera d’autant plus convergente, que le nombre z 
sera plus considérable. En substituant cette valeur de @ dans Ja 
fonction /79.c-", et prenant Vintégrale dans les limites t22:— 0 
et t=, limites qui correspondent aux limites x =0 et x==0, 
on aura 

ones c—’*.(c7*7—1 )* 

1 Sn SPIEL = 15h’2—1 ahh! 
ome OL, ALG ee —1i)". ve a: ote SS eh ae aaa etc.), 

On a dailleurs 

[iy os me ; DT ak ott de 

et lorsque z est trés-grand, on a par Ic n° 52, 

1 

Valdes Van-(a ++ etc.) ; 

ev diyisant donc lune par autre, Iles deux valeurs de 

fideo (oman) et fade .c*; 
on aura 

a 15h*— 1ahh" 
: (5) Gum ce (e~7—1)" 1 ~{- ee a etc. 

= V ahi fi eiane Laer 
122 

Pour ayoir la difference finie nde la puissance positive s‘; 
il sutit, par le n° 50, de changer dans cette équation z dans —z, 
et Pun aura 

TAC A". sx (s-en)i—n.(seen—1)- EY) (s+ n—2)mmete, 

( alae esr ts =.(i+ 151? — rail! eos + —-+etc.);(#) ee za i628 121 

a? (c*— 1)” 

a,1,v,7', etc. étant données par les equations 
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i-+1 Wace 
SS See 

a c— 1? 

i+1 n Be n ce NS 

Fea 2a* 2. +25 ), 

vos i-+-1 n cen (oe 7 n ( ct y 

Aare 3a? Re we 2° \ct—1 POOLE ct 1)? 
. S a 4 queen u+1 a Le =)-5. ( —) n ( c 

oe 4at* 2 +d. Comme cm asec C— 1 

etc. 

La série (u') cesse d’étre convergente , lorsque a est une trés- 

petite fraction de Yordre - -; car il est visible que les quantités 

1, 1', 2, etc., formant alors une progression croissante, chaque terme 
de la série est du méme ordre que celui qui le précéde. Pour dé- 
terminer dans quel cas a est trés-petit, reprenons léquation 

d’ou lon tire a trés-peu prés , dans la supposition de a trés-petit , 

_ tp-i—n 
nae: 7 

s4--— 

2 

ainsi ‘a sera fort petit toutes les fois que i— mn sera peu considé- 

rable relativement a s + -. Dans ce cas, on déterminera A’. s' 

par la méthode suivante. 

Reprenons l’équation 

dx 
sg OT, (c-t— 2)" 

A’. an 
Paes ss ? 

gris’ 
dans laquelle se change la formu) («), lorsqu’on y fait i négatif 

ct 



DES PROBABILITES. 161 

ct égal a —7. On peut mettre la fonction (c~*—1)" sous cette 
forme 

wee x ay 
ee ie 2 —C 

— ie n 1 ge 1 act R 

ace ee ( Be ETE ntete.) 
>a lagen. seen reas n.(6n—2) Fe =(—1)".¢ a. p25 teagan ++ ete.) ; 

on aura donc 

+=).2 at 
[Sae. (c7— —1)" = (—1)" [Ss ———. sels _) (Ga -betc.). 

Si ou fait 

(s ole =) Nes 

on aura généralement 

ve (+4): ok NEE, 

or on a trouvé dans le n° 55, par le passage du réel a Vimaginaire, 

fie =295 = Soe 
partant on aura 

A". s'= (i—n-+1) .(i—n-+2)..« si(s + =). 

( -+-(i—n). (i—n—1) Brees. © 

a4. (s+2) ee 
-+(i—n).(i—n—1) .(i—n—2) .(i—-n—3). << 

ete, 15.16.24.(s +2) 

Cette série scra trés-convergente, si i—~z est peu considérable 

relativement a s+ = 5 elle peut ailleurs étre employée dans le 

cas ou z est fractionnaire , comme il est facile de s’en conyaincre. 
Quant au produit (i—n-—--1).(i—n2+ a)iceity il est: facile de 

Pobtenir en série conyergente, par le n° 92. 
21 
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La formule précédente est une application trés~simple de 

Péquation : i 
( J, oe oe a n 

A*.y,==\c GS ye ds 

que nous avons donnée dans le n° 10; car en développant le 

second membre de cette équation, et faisant y,==s'‘, on obtient 

directement cette formule que nous avons conclue des passages 
du réel a l'imaginaire ; ce qui confirme la justesse de ces passages. 

41. Les formules (p/ ) et (u”) des numéros préccdens , sup- 
posent n ¢gal ou moindre que 7. En effet, si lon considere Pex- 
pression 

GEC. don 
af copra! (c7~7—1)” 

ait 

dont le développement a produit ces formules ; on voit que les limites 
des intégrales du numérateur et du dénominateur ¢étant déterminées 
par le numéro précédent, en égalant a zéro le produit des quan- 
lites sous le signe integral , par x; ces limites seront toutes ima- 
ginaires, lorsque z sera plus grand que 7; au lieu que dans le cas 
ou i sera moindre que 7, les limites de lintégrale du numéra- 
teur seront réelles , tandis que celles du dénominateur seront 
imaginaires; il faut donc alors ramener ces derniéres limites a 
Pétat réel. Pour y parvenir, nous observerons que lon a gene- 
ralement 

A. 

i tr — fr Ga < fx dx.c— - (1-1). r=) Tae he (i-+r)’ 

Si Pon fait dans cette expression, i negalif et égal a — r— =, 

m Ctant mvuindre que n; on aura 
m 

OS pam oes Ge a 2 (—y* fa" dx.cm? de om 

Sees pen 
or ona par le n° 52, les intégrales étant prises depuis x nul jusqu’a 
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( +7).@+" * ie SO 

Salat i ay ra 

c infini, 

ee i tant ici positif : c’est Pexpression de [Fs ~ dont on doit faire 

usage dans le cas que nous examinons ici. si Porateltoo ee ts 
on aura 

mL mL 

71 Roioare aes 

mat A CUE Ge | Pie Oe ae ell, CO fl dt ees 

et ’equation (T ) du n® 24 donne, en y changeant r dans m-++1, 

rn fU—"—"dt.o-" «fi *dt. cmt = 
sin —.* 

7 

OLeCwn: (—1)'4) 

let lestvob omnia) ord 
sin —.w. fx'dx.c~* 

n 

vli aura donc 

d’ou Lon tire, en substituant cette valeur dans l’expression pré- 
cédente de -A*.s‘, 

(—1)'*". sin = 

A. ‘= ——_— 
w 

d. I" 
Thor Aas 8 feo. (oa) Ce) 

les intégrales ¢tant prises depuis « nul jusqu’a «x infini. 

Le provedé qui vient de nous conduire a cette équation, est 
fondé sur les passages réciproques du réel a Pimaginaire ; mais 
on peut y parvenir directement par lanalyse suivante qui confir- 

mera ainsi la justesse de ces passages. 

ate uty dx .¢—* Z 5 q ; : 
Si l'on prend lintégrale af —=ar— depuis «= @ jusqu’a » infini ; 

on aura, en faisant i =r-+—, la fonction 
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m vate: m m a 
ash — — — etc. (—1)’. Cc Sa n = (1 hs 

4 B).(04 8) te™ see ee +7). (e+ 

gece Gay Nak eee acts pee Ca 

TE C48). G43) 
or on a généralement, lorsque @ est infiniment petit , 

—_—_ = 0, 
TST us 

f étant zéro ou un nombre entier positif; car sion développe c-s* 
en série, et que lon désigne par &.a’.s? un terme quelconque de 
cette série, on aura 

kai Deseo == 0; 

En effet, si g surpasse f, ce terme devient nul par la supposition 
de « infiniment petit. Sig est égal cu moindre que f, g-+r—/f sera 
égal ou moindre que 7, et par conséquent, il sera plus petit que 7; 
ct alors, par la propricté connue des différences finies , A*.s1*'-* 

- : ay it eon ota ar.c *. (=F }" 
sera nul. Il suit de la que A far) ou f— 

se réduit a 

dx .c7* 
1 A T+ 

( 1) A" .S ale m 

ae 

m m zi 
seit —-)\ (oto lee, . at 
(+7) ( 5) 

Vintégrale étant prise depuis x nul jusqi’a x infini. Si Yon fait 

3/3 

ee 

—— = 5 ; oS 

les integrales €tant prises depuis x ct x’ nuls jusqu’a x et x’ infinis ; 
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on aura donc 

dx’ .c72 
cet) Vistet ee Th ict 

a rhs 
me A". 

Axe 05 '* (Canny 8 x 

of a SS BG +7). (2 Yee ee 

S ‘“ m m , “dace, —zt 

En substituant pour (: +7) i (2 +7), ...2, 8a valeur SEES, 

Sa fo dx.cm? 
et observant que V’on a par ce qui précede , 

™m ™. 

nN ae Rink n wv 
— fx! © dixie fx" dx. = —_—_,} 
nm pee Tae 

sin —,7 
7 

on aura la formule (p’”). 

Siz est un trés-grand nombre, on aura par le n® 32, linté- 
erale fx'dx.c~*3 on aura ensuite par ce qui précéde, lintégrale 

i Ee COLES (tata pie Regt é poe ; 
a ——— +; ——; ainsi on obticndra, par une scric trés-conyer- 

gente , la valeur du second membre de la formule citée. 

Seas . . m . 
Supposons z infiniment petit, 7 sera nul, et >, Sera une fraction 

infiniment petite, on aura donc 

. m7 nv . 
sin —.%=—.% ==i17 , 

7 il 

sid an (—— =A" log s; ; 

Ja formule (#”) donnera ainsi 

—sz 

Arlogs==— [ : palo 7=—1)* 
~” 

expression que Pon réduira facilement en scrie convergente , lors- 
que mz est un grand nombre. 

42, On a souvent besoin , dans l’analyse des hasards, de ne 
considérer dans expression de A".s‘, que la partie dans laquelle 
les quantités élevées a la puissance z sont positives. Nous allons 
déterminer la somme de tous ces termes. Pour cela, reprenons 
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la formule (#”) du numéro précédent. Si ’on y substitue au lieu 

de A". s‘, sa valeur 

(s+-n)i—n.(s-+-n—1)'+- aot) .(s-+-n—2)'— ete. ; 

et si Pon y change ensuite s dans — s; on aura, en ne continuant 
les deux séries du premier membre de [equation suivante, que 
jusqu’aux termes dans lesquels la quantité élevée a la puissance 7, 
devient négative, et observant que le signe + a lieu, si 7 est pair, 
et le signe —, si 7 est impair, 

Ce [ es) — n.(n—s—1)'-- — (1—s—2 )'— etc. | 

sk (—1)![ sn. (sa) 29. (s—2)ete. | 
_ i). nt Rf po Ea aN tal : 
== +———.. sin— .fx' dx.c ° pare e(c —1) . 

Si Pon change dans la derniére intégrale , « en— 2x'.\/—1, elle 
devient, apres toutes les réductions , 

: Bact , 5 : ; —— oe 
a" (—=2) * fal. dx’. [cos (2s—n). c'—/—1 Sin (2s—n).2'}. (4); 

Vintégrale relative a x’ étant prise depuis x’ nul jusqu’a x’ infini. 
On aura donc 

(ie [ (2—s)—n .(2—s—1)' So .(n—s—2)'— etc. | 

ck(—1)!.[ sn. (say SOY (sa) ete. | () 

= eo 2—!,(—1) ? . sin = ede aS dx 

x [cos(2s—n).c'—/=1-sin(2s—n).a'). O22), 

Supposons r—=n—1, ce qui donne i =n— 1+, et comparons 

separément les parties réelles et les parties imaginaires de l’équation 
precedente. On a 

m 

(a eaenanyic ae (1) 1"; 
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or ona 

1 = 008 ala + Y—1.sin 2/7, 

Z¢tant un nombre entier; on aura donc 

™ 

(a)" ene 2 lma alm 
+ Ve sin 

™m 

Les valeurs correspondantes de (—1)” sont 

cos (2/-+1). Se sin(2/-++-1). =. 

Maintenant (1) devant étre supposé égal a Punité, dans l’équa- 
2lmar 

tion (0), il faut choisir 7 de manicre que cos pune +\/—1.sin 

soit 1, ce qui exige que lon ait 

olma 
= 2/7, 

f €tant un nombre entier que nous pouyons supposer nul ; 

alors on a 
mm 

sd ——S . mar 

(—1)" =cos a + Y=1-sin—; 

mais ona 
nm 

se(—a jek (mn) (ay 
la partie imaginaire du premier membre de ees se (0) est donc 

—Y=i.sin =, [ sin. (1) cee i(o— —2)—ete. |. 

Déterminons la partie imaginaire du second membre de Péqua- 
tion (0). On a 

(—1)'t2-" co (—1)"—? = 1 

on a ensuite 
n+i 

+r+i 

(—1) 2 Se V3)” 

a cause de r==n—1 et deimn— 1+ -; or on a par ce qui 
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précede , 
72 

i — vs 
(—1)””=cos “ok. esi 

ai 
ve 

on aura donc, pour la partie imaginaire du second membre de 

Péquation (0), 

mr 
sin —— ue 

21L 

Seamitoes oe m sn NE 
ge ey Se " cos{ (2s—n).a' 7% B ore eae 

a 

Si Pon égale cette fonction a la partie imaginaire du premier membre 
de cette équation; si on observe de plus que 

Fiteg (a +7). (2 pe) ak fie” die o-* 

=(+ ™).(2+2). ink, 

en faisant 4= /i"+"™ dt.c—, Vintégrale étant prise depuis ¢ nul 
jusqu’a ¢ infini; enfin, sil’on suppose 2s— n =z; on aura 

n.(n—1) es eee \ Pree me n—1I-- 

(n+z) 2 —n.(n+z—2) a eee (n+-z—4) * etc. 

m m m Web 
(G+7).@+2 eee lrena) eke (n—142 

™m 

sees Ce es F ' m sin a’ \" 
=— ae dx! .cos (za! — ™). ( a ve (p) 

Dans le premier membre de cette formule , la série doit étre 
continuce jusqu’a ce que l’on arrive a une quantité négative élevée 

a la puissance 7 —1 + =, z ne surpassant point 7; dans le se- 

cond membre, l’intégrale doit étre prise depuis x’ nul jusqu’a x’ 
infini. 

La comparaison des parties réelles des deux membres de léqua- 
tion (o) conduit au méme résultat; et d’ailleurs, elle prouve que 
pour la coincidence des deux résultats tirés de la comparaison 
des quantités réelles entre clles et des quantités imaginaires entre 
elles, il est necessaire de supposer , comme nous layons fait, f==o. 

On 
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On peut encore parvenir a la formule (p), au moyen de l’équa- 

tiun suivante, 

i.[ (2-+2,n)—@(z, n)] = (n-+2z-+2).0'(z-++2, 7) +(n—z).9'(z, 2), 

@'(z,) étant le coefficient de dz dans la différentielle de 9(z, 7), 
ct @(z, 7) étant égal a 

(72 + z)'—n.(n--s— 2)’ OR) (nope —h)— GIc. ¢ 

tous les termes dans lesquels la quantité élevée a la puissance i 
est négative, devant étre rejetés, et z ne surpassant point x , 
ensorte que la quantité élevee a la ptiissance 7, ne surpasse jamais 
an. En résolvant cette équation aux différences infiniment petites 
et finies, par la méthode du n° 30, et determinant convenablement 
les constantes arbitraires , on parvient a la formule (p ). 

Nous allons maintenant donner quelques applications de cette 
formule , qui vont nous conduire a plusicurs théorémes curieux 
analyse. 

Supposons m nul, alors on a 

, —. fyn-em—1 =F pee hme ft dt.c~" = - 

la formule (p) devient ainsi 

(n-fayron. (ne mayig ORY (poms t—'— ete, 
Tear Bice Teesra. 

; , (sina\s 
__ fade’ 008 22! ( = ) 

ona 

sin /\" _ ue TE sasg eee Se ); log ( z Y's=n. log get x etc. }; 

ce gui donne 
/ 

sin x” Fix" nx'4 
oe Nee es (1 — 75 rete.); 

on aura donc, par le n° 26, en faisant z= Wn; 
22 
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fix COsez . a 5 = ee 
ees d / ees Doss -(1—6r?-+5r4)-Fetc. | 

(n-+-7 Yn)"-—n,. (ner VY n—2)" 2G— SBE ath Ve n—Z4)"—'—etc. 

=a aaah Scenes ta Tee NY 
la série de ce dernier membre devant étre arrétée aux puissances 

des quantités négatives. 
En différentiant cette équation par rapport a 7, on aura, avec 

la condition de exclusion des puissances des quantités négatives , 

ES 

= 

Sila esata [Loti i=2 (n-+r Aebeaee
 - iy ae VV n—4)"~— etc. a 

=—3r. vies cir, sa 

En continuant de différentier ainsi, on aura les valeurs des diffé- 
rences inférieures , pourvu cependant que le nombre de ces diffé- 
rentiations soit fort petit relativement au nombre x. On peut 
observer que ces équations subsistent, en y faisant 7 négatif; car 

cos zx’ ou cosx'rn est le méme dans les deux cas de r positif 
et de r négatif. 

On peut, en intégrant successivement l’équation (g), obtenir des 
théoreémes analogues sur les différences finies des puissances su- 
périeures a ~, en excluant toujours les puissances des quantités 
négatives. Ainsi on a, par une premicre intégration, 

(brVinytmn. (nprVn—a) C=) (np rViemdy ete. 
Mae aelac one 

3 —ir 
=f far.c { 

=C+ 5 [ far. cr a —r).c "pete. | 20.1 

On déterminera la constante arbitraire C, en faisant commencer 
. ¢ ae! 

4 avec r,lintegrale fdr.c * te et en observant qualors 7 étant nul, 
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le dernier membre de lequation se réduit a cette constante: Dans 
ce cas, le premier devient 

he i—t1 
n" — 1.(n—2)" ++ — os .(n—4)" — ele. 

Mais on a, comme on sait, sans lexclusion des puissances des 
quantités négatives, 

n'—n.(n—2)"+elC....4an.(2—n)"s= (—7)"== 1.2.5. ...2.2", 

le signe supérieur ayant lieu si ~ est pair, et Ie signe inférieur si 
n est impair. Dans les deux cas, on voit que la somme des termes 
dans lesquels les quantités élevées a la puissance 7 sont négatives , 
est égale a la somme des autres termes; ona donc, avec l’exclu-~ 
sion des puissances des quantités négatives, 

ny i. (n—1) ip AA ~ vane 
Tam 1. (10 —= 2)" —-——- . (12 — 4)"— CLC. 1.2.5... 2°75 

ce qui donne C= $; par conséquent, 

nd. —— 
(n+ r Vn)"—n. (nr Vn—2)" 4+ — yah V n—4)"—etc. 

rs 

Meso. =a 

[3 prey aS Te 
a aa (eet [ far. Bs plies, ; ete. |. 

En intégrant de nouveau cette expression, et d¢terminant conve- 

nablement la constante arbitraire, on trouve 

ul © 

n. v— 
(n-+-r Vn nj '—n. (n+ ny/aieen) Bead Vn n—Z4)"+'—etc. 

Na Fee ewes! Cr Be is Vi 

é —ir —i; = Ve [ farce 1 5r)} | 
+ 5r. 

43. On peut étendre les mcéthodes précédentes a la détermina- 
tion de la difference n* dune puissance quelconque d’une fonc- 
tion rationnelle de s. Il suffit pour cela de reduire par la méthode 
du n° 29, cette fonction a la forme /2’.pdx. Mais ona yu qwalors 
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on parvient pour déterminer @, a une équation diffeérentielle dun 
degré égal au plus haut exposant de s dans cette fonction, et qui 
le plus souvent n’est pas integrable. On peut obvier a cet in- 
conyénient , au moyen de multiples intégrales, de la mani¢cre 
suivante. 

Considéerons généralement la fonction 

1 

(sp). Cs+p’)’.(s +p’). ete 

Si dans Vintégrale fx'"dx.c~°t?'*, prise es a nul Py a 

infini, on change (s-+p).x en x’, elle devient —— rey a MY Fe Sheol bs a 

la nouvelle intégrale étant prise dans les limites qui la précédent. La 
comparaison des deux intégrales donnera 

Se pes fe: opens 
(sp)! Sui da. c— 

> 

fl suit de la que 
1 

Gp) EP). tp’) ete 
fae ia ele Oke, Ge Ox 1 ete. Ce Pe ge ore are ter rere) 

a [edn TC fe ae Oe ee OU ee ES ? 

toutes les intégrales étant prises depuis x, x’, x", etc. nuls jusqu’a 
leurs valeurs infinies ; on aura donc 

1 
a ger aN er a re 

(s-tp)'.-+p’)’.e 
feds) etc.dgz.danete.g 020 0 — te —s(eraltere.) | (g-a—sl ete; bet Nee 

fOr Me Cf Ae Cee ete: 

On réduira facilement en séries convergentes, par la méthode du 
n° 40, le numerateur et le dénominateur de cette expression; et si 
Yon ofaiive dans ces séries, les signes de 7, i’, ctc.; on aura la valeur 
trés-approchée de 

A*.(s-+-p)'. (s-+p’)”.etc., 

n,i,v, etc. étant supposés de trés-grands nombres. On trouvera 
par le numero cité, 
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A".(s-+p)'.(s+-p’)"” etc. 
1 i/-+-1 

(=) ’ (7) -etc. CO+P)-a+G+p’).a/+etc,—i—i/ etc, : oon 

myc Geen Picts Vrete. nid, dass ni etre ete. \ 
~ (etta’Fete. et 1) (—£ ~ (cats Fete Bie —). etc. 

a, a’, etc. étant déterminés par les équations 

I+ 1 Cre Tete 
(6 2 Geielien wrertonan 

, : 
v+) t+1 F 

a a rag eet 

U" i+1 ii 
a’ —— a =p Sig & ? 

etc. 

Le cas le plus ordinaire est celui dans lequel les exposans 7, #’, 
i’, etc. sont égaux, ct s-+p, s+ p’, etc. forment une progression 
arithmétique. On peut obtenir alors, par la méthode suivante , la 
différence finie de leur produit élevé a une haute puissance. 

Considérons la difference A*.(s.s—1)'. Si Pon fait sa=s/+-+, 
elle devient 

i 
n ¢/ai ale ING LS 1¢ qs3)° 

En développant cette fonction en série, ona 

i.(i—1) 

Ie Daas 

Les formules du n° 40 donneront la valeur approchée de chacun des 
termes de cette série , et ’on voit, par ces formules , que 7 et i étant 
de trés-grands nombres, A".s*'—* est dun ordre moindre de deux 
unités, que A".s*; dou il suit que chaque terme de la série précé- 
dente est dun ordre inferieur d’une unite , a celui qui le précéde 
ce qui montre la convergence de la série. 

On arriverait au méme résultat en résolvant par approximation, 

Péquation différenticlle du second ordre en @, a laquelle conduit la 

méthode du n° 29. Lorsqu’on suppose 
a7 —i 

(s"—~) =a /Co Oars 

4 

A’. 5/2 Fi 7: A’. g/t 3 oA" 6 774 etc, 
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Is. for “f0dtias (s*—5) fom * . xpdx. 

En faisant disparaitre s’ des coefficiens de cette équation, par la 
méthode citée , dans les termes affectés du signe intégral; égalant 
ensuite a zéro , la somme de ces termes, et supposant ensuite dans 
Yéquation différentielle que Pon obtient ainsi, @ égal a une suite 
ascendante par rapport aux puissances de x; on aura une Série 
convergente. On aura ensuite 

At. (s"—2) fer". (ay. Qdx ; 

dou lon tirera une valeur en série de an(s! -— z) , et dans laquelle 

il suffira de changer le signe. de z, pour avoir la valeur de 
n lo 1\' 

an (=): 
Cette maniere de résoudre par approximation, l’équation diffé- 

rentielle en @, et que nous avons indiquée a la fin du n° 30, peut 
servir dans un grand nombre de cas ou cette équation n’est pas 
intégrable exactement. 

Remarque générale sur la convergence des séries. 

44, Nous terminerons cette Introduction, par une observation 
importante sur la couvergence des séries dont nous avons fait un 
si fréquent usage. Ces series convergent trés-rapidement dans leurs 
premiers termes; mais souvent cette convergence diminue et finit 
par se changer en divergence. Elle ne doit pas empécher lusage de 
ces séries, en n’employant que leurs premiers termes, dans lesquels 
la convergence est rapide; car le reste de la série, que l’on né- 
glige, est le développement d’une fonction algébrique ou intégrale , 
trés-petite par rapport ace qui précéde. Pour rendre cela sensible 
par un exemple, considérons le développement en série, de l’in- 
ee fdt.c—”, prise depuis t= T7' jusqu’a ¢ infini. On a, par 
e n° 27, 
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cts) it CO cee a ( aaa t Ti gs get ete. ). 

Cette série finit par ¢tre divergente , quelque grande que soit la 
valeur que Pon suppose a 7’; mais alors on peut employer sans 
erreur sensible , ses premiers termes. En effet, si Pon considére, 
par exemple, scs quatre premiers termes, le reste de la série 

aA aieiie dt. site Ciao ut . . . sera aoe 2 ig a —;or cette quantité , abstraction faite du signe, 

Ege : 3, 
est plus petite que le terme — ae 

aa As dt.c—* Cc Le 

TT” = al t® ee 

fe e ee fade ai 

Pipa’ Se T ime eg re Hace fi 

—2Ts—:2? —2 Ts—2? — ees TA fdz.c a ee TE: f2dz.c =r’ 

qui precede ; c’est-a-dire 

que Pon a 

En effet on a 

# ctant egal a 7'+-z, et l'intégrale devant é¢tre prise depuis z nul 
jusqu’a z infini. On a donc 

—v — 7 

1 fe <7: 
—7 

or cette derni¢re quantité est moindre que > lorsque 27° sur- 

passe 7: par conséquent si 7 est un grand nombre, on peut em- 
ployer sans crainte d’erreur sensible , les premiers termes de 
la serie préccdente qui exprime lintégrale fdt.c—”. 

Ce que nous venons de dire sur cette série, peut s’appliquer 

a toutes cclles que nous avons considérées, et doit Oter toute 
inquictude sur les usages que nous en ayons faits. 

FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Principes géneraux de cette théorie. 

es Tous les événemens, ceux méme quipar leur pclitesse, semblent 
ne pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite aussi 

hecessaire que les révolutions célestes. Une intelligence qui pour 
un instaut donné, connaitrait toutes les forces dont la mati¢re est 

animice, ainsi que la position et la vitesse de chacune de ses mo- 
lecules ; si dailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces don- 

nées a analyse, embrasscrait dans la méme formule, les mouve- 
mens des plus grands corps de Punivers et ceux du plus léger atome. 
Pour une semblable intelligence, rien ne serait irrégulier, et la courbe 
décrite par une simple molécule dair ou de vapeurs, paraitrait 
réglée @une maniere aussi certaine , que Pest pour nous Vorbe du 
soleil. Mais dans Pignorance ot nous sommes de Pimmensite des 
données nécessaires 4 la solution de ce grand probléme , et dans 
Pimpossibilité, vu notre faiblesse , d’assujétir au calcul la plupart 
de celles qui nous sont connucs , alors méme que leur nombre est 
trés-borné; nous attribuons les phénomenes qui nous paraissent 

arriver et se succéder sans aucun ordre, a des causes variables 

ct cachées, dont Paction a été désignée par le mot hasard, mol 
qui nest au fond que lexpression de notre ignorance. 

La probabilité est relative, en partic, a celle ignorance, ct en 
23 
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partie, & nos connaissances. Nous savons que sur trois ou un 
plus grand nombre d’événemens, un seul doit exister ; mais rien 
ne porte a croire que Pun deux arrivera plutot que les autres. 
Dans cet état dindécision, il est impossible de prononcer avec 
certitude sur leur existence. {1 est cependant probable qu’un de 
ces évCnemens, pris a volonté, n’existera pas ; parce que, sur divers 
cas pour nous également possibles , nous en voyons plusieurs qui 
excluent son existence, tandis qu’un seul ia favorise. 

La théorie des probabilités consiste a réduire tous les ¢yéne- 
mens qui peuvent avoir licu dans une circonstance donnée , a un 
certain nombre de cas également possibles, c’est-a-dire tels que 
nous soyons également indécis sur leur existence, eta déterminer 
parmi ces cas, le nombre de ceux qui sont favorables a Pévéne- 
ment dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre a 
celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilite 
qui n’est donc quwune fraction dont le numérateur est le nombre 
des cas favorables , et dont le dénominateur est celui de tous les 
cas possibles. 

Tous nos jugemens sur les choses qui ne sont que vraisem- 
blables (et c’est le plus grand nombre), sont fondés sur un pareil rap- 
port. La difference des données que chaque homme a sur elles, et la 
manicre souvent erronée dont on apprécie ce rapport , donnent nais- 
sance a cette foule dopinions que Von voit exister sur les mémes 
objets. Pour en donner un exemple, considérons trois urnes 4 , 
B,C, dont une ne renferme que des boules noires, tandis que les 
deux autres ne contiennent que des boules blanches. On tire une 
houle de Purne C, et Yon demande la probabilité que cette boule 
sera noire. Pour celui qui ignore laquelle des trois urnes ne ren- 
ferme que des boules noires, et qui n’a pas de motifs de croire 
quelle est plutot C que B ou 4, ces trois hypothéses sont égale- 
ment possibles, et comme une boule noire ne peut étre extraite 
que dans la premiére hypothésce, la probubilité de Pextraire est égale 
a un tiers. Pour celui qui suit d’avancve que Purne 4 ne contient que 
des boules blanches , Vindécision ne porte que sur les urnes B et C, 
et la probabilité Vextraire une boule noire de Purne C, est 2. Enfin, 
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celle probabilité se change en certitude pour cclui qui sait que les 
deux urnes // et B sic contiennent que des boules blanches. 

Quand tous les cas possibles sont favorables & un événement , 
sa probabilité devicnt égale a Punité, et se change en certitude. 
Sous ce rapport, la certitude ct la probabilité sont comparables ; 
quoiqu’il y ait une différence essentielle entre les deux états de 
Pesprit, lorsqwune vérité lui est rigoureusement démontrée, ct 
lorsquwil apercoit encore une petite cause d’erreur. 

La notion précédente de la probabilité suppose qu’en fuisant 
croitre dans le méme rapport, le nombre des cas favorables, et 
celui des cas possibles, la probabilité reste la méme. Pour s’en 
convaincre , considérons deux urnes 7 et # dont la premicre 
contienne quatre boules blanches et deux noires, et dont la seconde 
ne renferme que deux boules blanches et une noire. On peut ima- 
giner que dans la premicre urne , les deux boules noires sont atta- 

chées par un lien qui se rompt au moment ou lon saisit Pune 
@elles, et que les quatre boules blanches forment deux systémes 
semblables. Toutes les chances qui feront saisir Pune des boules 
du systeme noir, améneront une boule noire. Si lon concoit, 
maintenant, que les liens qui unissent les boules, ne puissent se 

roipre; le nombre des chances possibles ne changera pas, non 
plus que le nombre des chances favorables a extraction des boules 
noires: seulement, on tirera de Purne deux boules a la fois; la 
probabilité d’extraire une boule noire de Purne , sera donc la méme 
qu’auparavant. Mais alors on a évidemment le cas de Purne B, 
avec la différence que les boules de cette derni¢re urne seront 
remplacées par trois systémes de deux boules invariablement unies. 
Ici, les cas également possibles ne sont pas les extractions des 
boules, mais les chances qui Ies aménent, et dont la somme peut 

étre supposée la méme pour chaque urne, et répartie sur six 
boules dans la premiére, et sur trois dans la seconde. La juste 
appréciation des cas également possibles, est un des points les 
plus délicats de Panalyse des hasards. 

Lorsqu’un événement est composé de deux événemens simples , 
indépendans Yun de Vautre ; il est clair que le nombre de tous les 

cas possibles, est le produit des deux nombres qui expriment tous 
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les cas possibles relatifs a chaque événement simple; parce que 

chacun des eas relatifs a Pun de ces événemens, peut se combi- 

ner ayee tous les cas relatifs a autre événement. Par la méme 

raison, le nombre des cas favorables a ’éyénement compose , est 

le produit des deux nombres qui expriment les cas favorables a 

chaque événement simple; la probabilité de Pévyéncment compose 

est donc alors le produit des probabilités de chaque événement 

simple. Ainsi la probabililé @amener un as avec un dé, étant un 

sixi¢me , puisque sur six cas également possibles , un seul est fayo- 

rable ; le probabilité @ameuer deux as en projetant deux dés a la 

fois , sera 2 ou ae C’est aussi la probabilité @amener deux fois de 

suite un as, avec un seul dé, lorsqu’on suppose ses faces parfai- 
tement égales; et dans ce cas, Ja probabilité Pamener un as, 77 fois 

° 1 
de suite , est =. 

Si les événemens simples sont li¢s entre cux, de maniére que 
la supposition de Parrivée du premier , influe sur la probabilité de 
Yarrivée du second ; on aura la probabilite de ’événement compose, 
en déterminant , 1° la probabilité du premier événement; 2° la pro- 
babilité que cet événement étant arrivé, le second aura lieu. Le 
produit de ces deux probabilités sera celle de Pévénement com- 
posé. Ainsi dans le cas préccdent de trois urnes 4, B, C, dont 
deux ne contiennent que des boules blanches, et dont Pautre ne 
contient que des boules nvires, la probabilité d’extraire une boule 
blanche de Purne C, et une boule noire de Purne #, est 2; car la 
probabilité d’extraire une boule blanche de lurne C, est 4, puisque 

sur les trois bypotheses également possibles , et relatives aYurne qui 
ne contient que des boules noires, deux favorisent lextraction 
dune boule blanche de Purne C. Ensuite en supposant que Von a 
extrait une boule blanche de lurne C, Vindécision relative & Purne 
qui contient des boules noires, ne porte plus que sur les urnes 4 
et B; la probabilité @’extraire unc Loule noire de?urne B, est donc 
7} par consequent , la probabilile de Péyénement composé, est 
$<) 0U-4. 

Pour démontrer @une maniére générale la proposition que nous 
venons @cenoncer , nouunons p le nombre des cas possibles relatifs 
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au premier ¢yénement, ct p’ celui des cas qui lui sont favorables. 
Nommons eusuite g le nombre des cas possibles relatifs au second 
événement, qui correspondent a chacun des cas p; et g’ le nombre 
des cas qui lui sont favorables. Le nombre de tous les cas pos- 
sibles relatifs a ?¢vénement composé , sera évidemment pg, et le 
nombre des cas favorables a cet évencment, sera p’g'; sa possibi- 

lité sera donc ere Or - est la probabilité du premier éyénement ; 

me est la probabilité que le premier évcnement étant arrivé, le 

second aura lieu; puisqu’alors le nombre des cas possibles est 
réduil de pg ap'g, celui des cas favorables a l’événement composé 

étant toujours p’y'. De plus, la probabilité FT est le produit des 

dcux fractions 2 et Po on a donc ce principe: 
P py 

I Princres. La probabilité dun evénement composé de deux 
évenemens simples , est le produit de la probabilité dun de ces évé= 

nemens, par la probabilité que cet événement etant arrivé, autre 
événement aura lieu. 

De ce principe résulte le suivant, relatif a la probabilité des 
événemens futurs , tirée des événemens observés. En considérant 
comme ¢vénement composé, ’événement observe joint a Vévéne- 
ment futur; la probabilité de ce dernier €vénement, tirée de Pévé- 
nement observé, est évidemment la probabilité que ’événement 
observe ayant lieu, ’événement futur aura lieu pareillement. Or , 
par le principe que nous venons d’exposer, cette probabilité mul- 
tipli¢e par celle de ’événement observe, détermince @ priori, ou 
indépendamment de ce qui est déja arrivé, est égale a celle de 
Péevencment composé, déterminée @ priori; on a done ce second 
principe: 

Us Princrrr. La probabilité d'un événement futur, tiree d'un évé- 
nement observe, est le quotient de la division de la probabilité de 

Ucvénement composé de ces deux evénemens , et déterminée a priori, 

par la probabilité de événement observé , déterminée pareillement 

a priori. 
Du méme principe découle encore cet autre principe relatif a la 

probabilité des causes, tirée des ¢yénemens observes : 
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IlI* Prinerrr. Si un evénement observé peut resulter de n causes 

différentes ; leurs probabilités sont respectivement , comme les proba 
bilités de U'evénement , tirees de leur existence ; et la probabilité de 
chacune d’elles est une fraction dont le numérateur est la probabi- 

lité de Vévénement, dans Vhypothese de Vexistence de la cause, et 

dont le dénominateur est la somme des probabilites semblables , rela- 
tives a toutes les causes. 

Considérons en effet, comme événement composé , ’éyénement 
observe résultant d’une de ces causes. 

La probabilité de cet événement composé, probabilité que nous 
désignerons par £, sera en vertudu premier principe, égale au pro- 
duit de la probabilité de ’événement observe, déterminée a priori, et 
que nousnommerons F’, parla probabilité que cet événement ayant 
licu, la cause dont il s’agit existe, probabilité qui est celle de la 
cause, tirée de Pévénement observe, et que nous nommerons P; 
on aura donc 

Y ee 

La probabilité de Pévénement composé, est le produit de la pro- 
babilité de la cause, par la probabilité que cette cause ayant lieu, 
Pévénement arrivera , probabilité que nous désignerons par H, 
toutes les 7 causes étant a prior: également possibles, la probabilité 

de chacune d’elles est =; on a donc 

1 

La probabilité de ’événement observe , est la somme de tous les 

E relatifs a chaque cause ; en désignant donc par S — la somme 

H 
de toutes les valeurs de —; on aura 

F=S ee 
7 

4 . E . 

Pequation P= = deviendra donc 

H 

ce qui est le principe énoncé ci-dessus. 
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Pour appliquer les principes précédens a un exemple, supposons 

qu'une urne renferme trois boules dont chacune ne puisse étre que 
blanche ou noire; quaprés avoir tiré une boulc, on la remette 
dans Yurne pour procéder a un nouveau tirage, et qu’aprés mm 
tirages , on n’ait amené que des boules blanches. I est visible que 
Yon ne peut faire a priori, que quatre hypothéses ; car les boules 
peuvent ¢étre, ou toutes blanches , ou deux blanches et une noire, 
ou deux noires et une blanche, ou enfin toutes noires. Si ’on con- 
sidére ces hypotheses comme autant de causes de l’événement 
observe ; les probabilités de Pé€vénement, relatives a ces causes, 
seront 

on 1 

eS eC ee 

Ics probabilités respectives de ces hypotheses, tirées de l’éyéne- 
ment obseryé, seront donc, par le troisiéme principe, 

on 2m I 

On voit, au reste, qu’il est inutile @avoir égard aux hypothéses qui 
excluent ’éyénement, parce que la probabilité résultante de ces 
hypotheses, ¢tant nulle , leur omission ne change point les expres- 
sions des autres probabilités. 

Si ’on veut avoir la probabilité de n’amener que des boules 
noires dans les m’ tirages suivans; on déterminera d priori, les 
prebabilités @amener d’abord m boules blanches, ensuite mm’ boules 
noires. Ces probabilités sont, relativement aux hypotheses pre- 
cédentes , 

Q™ Buy 
+e) p) Bm-+m/ ] Amp ? O 3 

ct comme a priori, les quatre hypotheses sont également possibles, 
Ja probabilité de Pévénement composé sera le quart de la somme 
des quatre probabilités préccdentes , ou 

1 2" 9" 
4° oarar— 

Les probabilités de ’événement observé, déterminées @ priori , 
dans les quatre hypothéses précédentes , ¢tant respectiyemeut 
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Bm gm 1 
Bm ? Bm ? Bin ? O; 

Ie quart de leur somme , ou 

1 (“te ), 

sera la probabilité de ’événement observé , déterminée ¢@ priori ; 
en diyisant donc la probabilité de ’événement composé, par cette 
probabilité, on aura par le second principe, 

ometiom!, 

giv 7 (3"—- 2"-+1)? 

pour la probabilité @amener m’ boules noires dans les m! tirages 
suivans. 

On peut encore déterminer cette probabilite , par le principe 
suivant. 

{Ve Principe. La probabilité d'un événement futur est la somme 

des produits de la probabilité de chaque cause , tirée de Pévenement 
observé , par la probabilité que cette cause eaxistant , Péevénement futur 

aura lieu, 

Ici les probabilités de chaque cause , tirées de Pévénement ob- 
Seryé, sont, comme on la vu, 

Am git 1 

5m om. 1? Bm oat 7? Sm omit)? 

les probabilités de Pevénement futur, relatives a ces causes, sont 
respectivement 

95 

t 

1 oP 
Oy mio Bmry 15 

la somme de Icurs produits respectifs, ou 

977 9" 

Bint (3" +. 2m 1) P| 

sera la probabilité de ’événement futur, tirée de ’éyénement ob- 
serve ; ce qui est conforme ace qui précede. ce ; 

Si l'on suppose quatre boules dans Purne , ct qu’ayant amené une 
boule 
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boule blanche au premier tirage, on cherche la probabilité de 
namener que des boules noires dans les m! tirages suivans; on 
trouvera, par les principes exposés ci-dessus, cette probabilité 
egale a 

eee ne ee 
16.4" : 

Si Ie nombre des boules blanches égale celui des noires ; la 
probabilité de n’amener que des boules noires dans m’ tirages, est 

que 5; mais elle lui devient inférieure , lorsque m’ surpasse 5 , quoi- 
que la boule blanche extraite d@abord de Purne, indique une supé- 
riorité dans le nombre des boules blanches. L’explication de ce 
paradoxe , tient a ce que cette indication n’exclut point la supé- 
riorité du nombre des boules noires; elle la rend seulement moins 
probable ; au lieu que la supposition dune égalité parfaite entre 
le nombre des blanches et celui des noires, exclut cette supério- 
rité; or cette supériorité, quelque petite que soit sa probabilité , 
doit rendre la probabilité d’amener de suite, mm! boules noires , plus 
grande que dans le cas de Végalité des couleurs, lorsque m' est 
considérable. 

L’inégalité qui peut exister entre des choses que lon suppose 
parfaitement semblables, peut avoir sur les résultats du calcul des 
probabilités, une influence sensible qui mérite une attention par- 
ticulicre. Considérons le jeu de croix et pile, et supposons quil 

soit également facile @amener croix que pile; alors la probabi- 
lité @amener croix au premier coup, est +, et celle de Pamener 
deux fois de suite , est 1. Mais s'il existe dans la pi¢ce une inégalité 
qui fasse paraitre une des faces plutét que l’autre, sans que lon 

connaisse la face que eette inégalité favorise ; la probabilité @amener 
croix au premier coup, restera toujours }; parce que dans ligno- 
rance oul’on est, de la face que cette inégalité favorise ; autant 
la probabilité de ’événement simple est augmentee , si cette iné- 
galité lui est favorable , autant elle est diminuée, si cette incgalité 
lui est contraire. Mais la probabilité d@amener croix deux fois de 
suite , est augmentée , malegré cette ignorance ; car cette probabilité 
est égale a celle damener croix au premier coup, multipli¢e par 

a4 

Elle surpasse la précédente , lorsque m’ est égal ou moindre 
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la probabilité que Payant amené au premier coup, on laménera 
au second; or son arrivée au premier coup, est un motif de croire 
que l’inégalité de la piece, la favorise; elle augmente donc la pro- 
babilité de Pamener au second; ainsi le produit des deux probabi- 
lités est accru par cette inégalité. Pour soumettre cet objet au calcul, 
supposons que V’inégalité de la pente accroisse de la quantité a, 
la probabilité de ’événement simple qu’elle favorise. Si cet événe- 
ment est croix , la probabilité sera }-+ a, et la probabilité de P’ame- 

ner deux fois de suite sera (i:+-a)*. Si ’événement favorisé est 
pile, la probabilité de croix sera +— a, et la probabilité de Pamener 
deux fois de suite sera (+—a)*. Comme on n’a d’avance, aucune 
raison de croire que Vinégalité favorise plutét ’un que l’autre des 
événemens simples, il est clair que pour avoir la probabilité de 
Pévénement composé croix-croix, il faut ajouter les deux probabi- 
lités précédentes, et prendre la moitié de leur somme, ce qui donne 
3-+* pour cette probabilité : c’est aussi la probabilité de pile-pile. 
On trouvera par le méme raisonnement, que la probabilité de 
Pévénement composé croix-pile ou pile-croix, est +—*; par con- 
séquent, elle est moindre que celle de la répétition du méme évé- 
nement simple. 

Les considérations précédentes peuvent étre ctendues a des ¢vé- 
nemens quelconques. p représentant la probabilité d’un événement 
simple, et 1— p celle de Yautre événement; si lon désigne par P, 
la probabilité d’un résultat relatif a ces éyénemens, et que lon 
suppose que p soit réellement p=ta, e etant une quantité incon- 
nue, ainsi que le signe qui Vaffecte ; la probabilité P du résultat 

“ae 1 ddP 1 dip 
P+ Tos dp +e tae apt -+ etc. 

En faisant P =p", Cest-a-dire en supposant que le résultat relatif 
aux evénemens , soit 7 fois la répctition du premier; la probabilité 
P deviendra 

n.(i—1).(n—2). (n—3) = n.(m—1) wean ke 
P audhaat or amkied -P ote RWG: % at. 4 ot etc. 

Ainsi Perreur inconnue que l'on peut supposer dans la probabilité 
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des événemens simples, accroit toujours la probabilité des ¢véne- 
mens composes de la répétition du méme événement. 

2. La probabilité des événemens sert a déterminer lespérance 
et la crainte des personnes intéressées a leur existence. Le mot 
espérance a diverses acceptions; il exprime généralement l’avan- 
tage de celui qui attend un bien quelconque, dans une supposition 
qui n’est que vraisemblable. Dans la théorie des hasards , cet avan- 
tage est le produit de la somme espérée, par la probabilité de 
lobtenir : c’est la somme partielle qui doit revenir, lorsqu’on ne 
veut point courir les risques de P’événement, en supposant que 
la répartition de la somme enti¢re se fasse proportionnellement 
aux probabilités. Cette maniére de la répartir, est la seule équitable , 
quand on fait abstraction de toute circonstance ¢trangére ; parce 
quwavec un égal degré de probabilité, on a un droit égal sur la 
somme espérée. Nous nommerons cet avantage, espérance mathé- 
matique, pour le distinguer de Pespérance morale qui dépend , 
comme lui, du bien espéré et de la probabilité de Pobtenir, mais 
qui se régle encore sur mille circonstances variables qu’il est pres- 
que toujours impossible de définir, et plus encore, d’assujétir au 

calcul. Ces circonstances, il est vrai, ne faisant qu’augmenter ou 
diminuer la valeur du bien espéré , on peut considérer Pespérance 
morale elle-méme comme le produit de cette valeur, par la proba- 
bilité de ’obtenir ; mais on doit alors distinguer dans le bien esperé, 
sa valeur relative , de sa valeur absolue : celle-ci est indépendante 
des motifs qui le font desirer , au lieu que la premiére croit avec 
ces motifs. 

On ne peut donner de régle générale pour apprécier cette valeur 

relative ; cependant il est naturel de supposer la valeur relative 

dune somme infiniment petite , en raison directe de sa valeur 
absolue, en raison inverse du bien total de la personne intéressée. 

En effet, il est clair qu’un franc a trées-peu de prix pour celui qui 
en posséde un grand nombre, et que la manicre la plus naturelle 
@estimer sa valeur relative , est de la supposer en raison inyerse 

de ce nombre. 

Tels sont les principes généraux de Panalyse des probabilites. 
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Nous allons maintenant les appliquer aux questions les plus déli- 
cates et les plus difficiles de cette analyse. Mais pour mettre de 
Yordre dans cette matiére, nous traiterons d’abord les questions 
dans lesquelles les probabilités des événemens simples, sont don- 
nées ; nous considérerons ensuite celles dans lesquelles ces possi- 
bilités sont inconnues , et doivent étre déterminées par les événe- 
mens obseryés. 
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CHAPITRE II. 

De la probabilité des événemens composés d’événemens 

simples dont les possibilités respectives sont données. 

Bs S: Yon développe le produit (1-+p).(1-+-p’).(1-+p"). ete. 
composé de x facteurs; ce développement renfermera toutes les 
combinaisons possibles des 7 lettres p, p', p", ...p°~”, prises une 
aunc, deux a deux, trois a trois, etc. jusqu’a n; et chaque com- 
binaison aura pour coefficient Punité. Ainsi la combinaison pp’p" 
résultant du produit (1+-p).(1-tp’).(a--p”), multiplié par le terme 1 
du développement des autres facteurs ; son coefficient est évidem- 
ment Punité. Maintenant, pour avoir le nombre total des combi- 
naisons de x lettres prises x a x; on observera que chacune de 
ces combinaisons devient p?, lorsqu’on suppose p’, p", etc. égaux 
a p. Alors le produit des facteurs précédens se change dans le 
binome (1-+p)"; or le coefficient de p* dans le développement de 
ce binome, est 

n.(n—1).(n—9)...... (n—2x-+1) © 

Pees a0 

cette quantilé exprime donc le nombre des combinaisons des xn 
lettres prises x a x. On aura le nombre total des combinaisons de 
ces lettres, prises une a une, deux a deux, etc. jusqu’a n a7, en 
faisant p=1, dans le binome (1-+p)”, et en retranchant l’'unité ; ce 
qui donne 2"— 1 pour ce nombre. 

Supposons que dans chaque combinaison, on ait égard non-seu- 
lement au nombre des lettres, mais encore a leur situation ; on 
déterminera le nombre des combinaisons , en observant que dans 
Ja combinaison de deux lettres , pp’, on peut mettre p’ a la seconde 
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place, et ensuite 4 la premiére ; ce qui donne les deux combinai- 
sons pp’, p'p. En introduisant ensuite une nouvelle lettre p" dans 
chacune de ces combinaisons , on peut fa mettre a la premicre, 
a la seconde ou a la troisiéme place; ce qui donne 2.3 combinal- 
sons. En continuant ainsi, on voit que dans une combinaison de x 

lettres , on peut leur donner 1.2.3....x situations différentes; d’ou 
il suit que le nombre total des combinaisons de 7 lettres, prises 
x aa, étant par ce qui précéde , 

n.(n—1).(n—2).....(n—2x-+1) . 

are ale ere z : 

le nombre total des combinaisons , lorsqu’on a égard a la différente 
situation des lettres, sera cette méme fonction, en supprimant son 
dénominateur. 

On peut facilement, au moyen de ces formules, déterminer les 
bénéfices des loteries. Supposons que le nombre des numéros d’une 
loterie, soit z, et quil en sorte 7 a chaque tirage; on veut avoir 
la probabilité qu’une combinaison de s de ces numéros, sortira au 
premier tirage. 

Le nombre total des combinaisons des numéros, pris r a r, est 
par ce qui precede , 

n.(n—1).(n—2).... .(n—r+1) 

Pour avoir parmi ces combinaisons, le nombre de celles dans 
lesquelles les s numéros sont compris , on observera que si Pon 
retranche ces numéros de la totalité des numéros, et que l’on 
combine r—sa r—s,le reste n —s, le nombre de ces combi- 
naisons sera le nombre cherché; car il est clair qu’en ajoutant les 
s numéros a chacune de ces combinaisons, on aura les combinai- 
sons r a r des numéros dans lesquelles sont ces s numéros. Ce 
nombre est donc 

(n—s).(n—s—1)... (nr) © 

1.2.3.... (1s) : 

en le divisant par le nombre total des combinaisons r a r des n nu- 
me€ros , on aura pour la probabilité cherchéc , 

r.(r—1) .(r—2).... (rs +1) 

N.(W—1). (n—2).4..(n—o +. 
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En divisant cette quantité par 1.2.3....s, om aura par ce qui 
précéde, la probabilité que les s numé¢ros sortiront dans un ordre 
déterminé entre eux. On aura la probabilité que les s premiers 
numéros du tirage, seront ceux de la combinaison proposée, en 
observant que cette probabilité revient a celle @amener cette 
combinaison, en supposant quil ne sort que s numéros a chaque 
tirage ; ce quirevient a faire r==s dans la fonction précédente qui 
devient ainsi 

Enfin , on aura la probabilité que les s numéros choisis sortiront les 
premiers dans un ordre déterminé, en réduisant Je numerateur de 
celte fraction, a Punite. 

Les quotiens des mises divisées par ces probabilités, sont ce 
que la loterie doit. rendre aux joueurs: l’excédant de ces quotiens 
sur ce qu’elle donne, est son benéfice. En effet, si ’on nomme P 

la probabilité du joueur, mm sa mise, et x ce cue la loterie doit lui 

rendre, pour légalité du jeu; «—m sera la mise de la loterie 4 

car ayant recu la mise mm, et rendant x au joueur; elle ne met 

au jeu que «—m. Or pour Pégalité du jeu, Vespérance mathé- 
miatique de chaque joueur doit étre égale a sa crainte : son es- 
pérance est le produit de la mise x—m de son adversaire , par 
la probabilit¢ p de Pobtenir : sa crainte est le produit de sa mise 
m, par la probabilité 1 — p de la perte. On a donc 

p.(2—m)= (1—p).m; 
cest-a-dire que pour légalité du jeu, les mises doivent étre réci- 
proques aux probabilités de gagner. Cette équation donne 

La — 5 

ainsi ce que la loterie doit rendre, est le quotient de la mise di- 
visée par la probabilité du joueur pour gagner. 

4. Une loterie étant composée de 7 numéros dont r sortent a 

chaque tirage, on demande la probabilité qu’aprés  tirages , tous 

les numéros seront sortis. 

Nommons z,,, le nombre des cas dans lesquels apres i tirages , 
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la totalité des n° 1, 2, 3.....g sera sortie. Il est clair que ce nombre 

est égal au nombre z,,,.., ne cas dans lesquels les nh” 1,2,5,...g—) 
sont sortis, moins le nombre de cas dans lesquels ces nunneros 

efant sorlis, lev? g West pas sorli; or ce dernier nombre est €vi- 

demmentle méme que celui des cas dans lesquels les n? 1, 2, 5,...¢-—35 
seraient sortis, si Pon diait len? g des 2 numeros de fa lolerie, 

et ce nombre esl z,_. ,..,,;onadone 

Maintenant le nombre de tous les cas possibles dans un seul tirage, 
‘ 1.\dL 1 teens Uf } Sing ee) 

) aa rE | 

dans ¢ rages, est 
Ce, . 

, cclui de tous les cas possibles 

1. (n—1) (n—2)... Att )Y\ 

C strniie suertiacioes 4S) 

Le nombre de tous les cas dans lesquels le n* 1 ne sortira pas dans 
ces ¢lirages, est le nombre de tous les cas possibles , lorsquon 
retranche ce numero des z numcros de la lolerie ; eLce nombre est 

(2 (a—2 y, NN 

LS aaa 

le nombre des cas dans lesquels fe nt 1 sera sorti dans ¢ tirages. 
est donc 

ions mies —- eee ae 

9.3% DQ aor 

Ou 

bay. 

Ee DnGe ice) ; 

Cestla valeur de z,,. Cela pose, ten fia ~~ donnera, en y faisant 

successiveimnenty——2,¢ — 5; elc. 

Pores fo ee (n—3).. ae) 
aes (NO eee ee as 

13 On Serer: 

iw ae (m3) in—Ahm ee 
harusa r J? 

eles 

el 
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el gcneralement , 

z, ge AM (Hoe, ane oY. 
> 

1D Shar: 

Ainsi la probabilité que les n* 1,2, 3, ...g sortiront dans i tirages, 
etant €gale a z,, divisé par le nombre de tous les cas possibles, 
elle sera 

At. (1—q) -(a—g—1). . . «.Ga—r—g-+1)]}! 

[n.(n—1).(n—2)....(n—r--1) } 

Sil’on fait dans cette expression g==~7, on aura, s ¢tant ici la va- 
riable qui doit étre supposée nulle dans le résultat, 

At [s. (1). Gory) 
[n.(n—1)... (n—r-+1)]} 

pour VPexpression de la probabilité que tous les numéros de la 
loleric sortiront dans z tirages. 

Si x et z sont de trées-grands nombres, on aura par les formules 
du n° 40 du premier Livre, la valeur de cette probabilit¢, au moyen 
dune série trés-convergente. Supposons , par exemple, qu’il ne 
sort quwun numéro a chaque tirage , la probabilité préccdente 
devient 

Av si 

ni 

Proposons-nous de déterminer le nombre: de tirages dans lesquels 

cette probabilite est rs net ¢ étant de trés-grands nombres. En 

suivant Panalyse du numéro cité, on déterminera d’abord @ par 
Pequation 

i+ por i ean 
a C — | “- 

ce qui donne 
: 1—c* 
aa we = june rem 
i u-+s 

On a ensuite par Je n° 40 du premier Livre, lorsque e~* est une 
F 1 ° 

quantité trés-petite de Vordre =, comme cela a lieu dans la ques- 

tion présente; on a, dis-je, aux quantités pres de lordre + s étant 

a5 
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supposé aul dans le résultat du calcul, 

a Gat heno re oi cmt (1 oma) 

eee 
° z q 1 

or on a, aux quantités pres de lordre = , 
L 

Ape 

e : oie 

en supposant ensuite c~*== z, on a 

(a—e-*)"- oo ct 3 FE 

de plus , Péquation qui détermine a, donne 

2 

i+ 1— na=(i-+1).z; 
d’ou Von tire 

cei ca ‘ (1 22 z) ; 

® 4 4 1 

on aura donc, aux quantités prés de Pordre =, 

fan D+ ER)+G)-] 
Pour déterminer z, reprenons l’équation 

= itt — (+4). —*, 

on aura par la formule ( P) du n° 21 du second Livre de la 
Mécanique céleste, 

mae ey C2) 
-gi-bete. ; 

i+1 

g étant supposé égal a c 7), Cette valeur de z donne 

c—™* = o—™ [1 — (i++ 1).9°]5 
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par conséquent , 

— 2 [a+ ee — (FH) 9°] 

En égalant cette quantité a la fraction + jz? on aura 

S ork t--1—2n n—+-i+e 

= te [a+( an? a) leek |; 

orona 

i--1=—n.logg; 

on aura donc a trés-peu prés pour l’expression du nombre i de 
urages , aprés lesquels la probabilité que tous les numéros seront 

: 1 
sortis est oD 

i = (log n—log log &).(n—i-+ + log k) + flog &£; 

on doit observer que tous ces logarithmes sont hyperboliques. 

Supposons la loterie composée de dix mille numéros, ou z=10000, 
et A= 2, cette formule donne 

t = 95767,4 

pour lexpression du nombre de tirages, dans lesquels on peut 
parier un contre un, que les dix mille billets de la loterie sortiront ; 
il y a donc un peu moins d’un contre un a parier qu’ils sortiront 
dans 95767 tirages, et un peu plus d’un contre un a parier quils 
sorlivont dans 95768 tirages. | 

On déterminera par une analyse semblable , le nombre des tirages 
dans lesquels on peut parier un contre un, que tous les numéros 
de la loterie de France sortiront. Cette loterie est, comme on sait, 

composée de go numéros dont cing sortent a chaque tirage. La 

probabilité que tous les numéros sortiront dans 7 tirages, est alors 
par ce qui précéde, 

A". [s'(s’—1) . (s’—2) . (s‘—3). (s'—4)T 
[n.(n—1).(n—2) .(n—3). (n—4) }' 

n tant ici égal a go, et s’ devant étre supposé nul dans le résultat 



196 THEORIE ANALYTIQUE 
du calcul. Si Pon fait s= s’— 2, cette fonction devient 

ARs (Psa). bsi 4) 
[in—2).(a—2—1).(n—2— 4)} 

ou en déycloppant en série , 

(A".s!—5i an, sS'-24 etc.) (A ae 
( A 2) 

51 
ia) —+- ete.) - 

s devant ¢tre supposé égal a —e2 dans le résultat du calcul. 

On a par le n° 40 du premier Livre, en négligeant les termes 
1 A : 1 de ordre, et supposant c~* ris a de Pordre -, i>? L 

bi i as eé +1 5 mo) _cli—) a—5i (—¢—2)" 

aS r+1 

(1 —2)* cee . 1 id: ems ‘ 
—o)5i PE ete Sea ae a PE 
Se ang eee 

a etant donné par Péquation 

eee Ole) Cee *) 

: . rye T 
On a ainsi, en négligeant les termes de Pordre =, 

aS ch ene = 1— (Si-+1)e~4— sore 
ani ele — a 

(n— 2) — Node te A ee 

a <p ME Ga a 

== ee ee Cae wires 
or ona 

10tc—4% 

9675 Si n—2 

Q+25)= 
(a—e—*) = ce? aC) mh = ‘ eet) , 

Br eNtte 8 4 

Gro ete (G+ 

on aura donc aux quantités prés de Pordre =, 

NG si 

io (1—c7*)" (ontop > -- pense >). 
10.2 
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En substituant pour a sa valeur, et observant que i est fort peu 
diflerent de n—2, dans le cas présent, comme on le verra ci- 
apres; on a a tres-peu pres, 

na®. c~ (6i + 12) 

Vows. 16. Fb. (ase) 

Je conserve pour plus d’exactitude , le terme —~ 3 550 quoique de 

ordre = =, a cause de la grandeur de son facteur 12; on aura donc 

A". A? 

eae =e). ot 

Si Pon change dans cette expression 5: dais 57 — 2, on aura celle 
[SRS 5i—a 

de (aay mais la valeur de @ ne sera plus la méme. Soit a’ 

(5i — an + 16) 

2.(n—2) 
Ay as od oe or). 

celte nouvelle valeur, on aura 

sia (51—1). Soe ge ro) 

(na). (1 + pe =) 
n—2 

? 

ce qui donne a trés-peu pres , 

a=a— 

n—2 

Alors ona 

—=,/ 
LC 

: . rove awe 1 
dou lon tire , en négligeant les quantités de Pordre -, 

Ce AC entre 
, ry bot 1 

par cons¢quent on a, cn négligeant les quantités de lordre =, 

A’. guia 

(1—2) — 6) ee C=) 

On aura donc, aux quantités prés de Pordre 5, 

At Te 1) (eA 
(G1). (02) 9). (ODP 

=(—e)".[ 2 + Gi —2n + 16)
 16) ot 2 eon 

2.(n—2) 
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Cette quantité doit, par la condition du probleme, ¢tre égale a 3, 

ce qui donne 
pie ate n a- (Si~an-+16) oe cris 

a an.(n—2) * 21 

d’ou lon tire 

me (5i—on-+16) a7 
ee (1 ras V3)-[3 os an.(n—2) += “cad 

par cons¢quent on a en logarithmes hyperboliques , 

a Vio _ (5i—2n+16) Bi ee 

n DiaGh—-a ne Aas A 
V2—1 

oe oe : Bers eer or ona, aux quantités prés de ordre =, 

Si 
n 2 

(n—2).Y2 

C= 

on aura donc ° 

aaa Peyener ere near Velie be 
En substituant pour z sa valeur 90, on trouve 

Lica, OOS00 > 

aes 

ensorte quil y a un peu moins d’un contre un a parier, que tous 
les numéros sortiront dans 85 tirages, et un peu plus d’un contre 
un a parier quils sortiront dans 86 tirages. 

Un moyen bor ypinnple et trés-approché d’obtenir la valeur dei, 

est de supposer ——* “* , ou la série 

eae”, ()- Ee te A=") — ete. 

égale au développement 

ei Ee (rly 
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tle En effet, les deux séries ont les deux 

premiers termes égaux respectivement. Leurs troisitmes termes 
sont aussi, a trés-peu prés, égaux entre eux; car ona a fort peu 

pres C= =) égal a C= 

boliques sont, en négligeant les termes de lordre = =» €gaux lun 

du binome E an 

y". En effet , leurs log garithmes hyper- 

; z A ° 
et Pautre 4 —-. On verra de la méme maniére , que les qua- 

tri¢mes termes, ‘les cinqui¢mes, etc., sont trés-peu différens , lors- 
que 7 et z sont de trés-grands nombres; mais la différence s’accroit 
sans cesse , a mesure que les termes s’cloignent du premier, ce 
qui doit a la fin, en produire une sensible entre les scries elles-mémes. 
Pour lapprécier , anemia la valeur de zconclue de Végalité des 

deux sc¢ries. En égalant ¢ az ;, le binome [:— (— =) I on aura 

(oy) 
os Gane 

ces logarithmes pouvant ¢tre a volonté, hyperboliques ou tabu- 
n 

i= 

Jaires. Soit \/ r = 1 —z. Nous aurons en prenant les logarithmes 

hyperboliques de chaque membre de cette équation, 

~ log k==~- log (Iz) pe -+- etc. 

ce qui donne a trés-peu prés ,_ 

or log Re log ky. 
He (= ay 

onaura donc en logarithmes hyperboliques , 

log € — Vea eae logt—logn — 284 
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On a ensuite 

1 1 
166). a aoe 

L’expression precedente de z devient ainsi a trés-peu prés, 

i=n.(logn—log logh).(1 —-)+ t.log k; 

Vexces de la valeur trouvée précédemment pour z, sur cclle-ci, est 

log k "2". (log n —log log &) ; 

eet exccs devient infini, lorsque 7 est infini; mais il faut un tres- 
grand nombre pour le rendre bien sensible ; et dans le cas de 
n== 10000 et de k= 2, il n’est encore que de trois unites. 

Si lon considére pareillement le développement 

n— 5\: 
I— n.(“—=) + etc. 

A" [s’.(s’—1).(s’—2).(s’—3). (s’—4) } 

[7.(n—1).(n—2).(n—3) . (n—4) }' 
: n—5 

binome [1— C= jar on aura pour déterminer le nombre 7 de 

de Pexpression , comme celui du 

coups dans caae on peut parier un contre un, que tous les 
nume€ros sortiront, ’equation 

h—=SNiOP, 2, 3 
n ) Fmasabas 

ce qui donne 

Ces logarithmes peuvent étre tabulaires En faisant n = 00s On 
trouve 

i == 00,204, 

ces 
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ce qui differe trés-peu de la valeur i= 85,53 que nous avons 
trouvée ci-dessus. 

5. Une urne étant supposée renfermer Ie nombre x de boules, 
on en tire une partie ou la totalité, et Pon demande la probabi- 
lité que le nombre des boules extraites sera pair. 

La somme des cas dans lesquels ce nombre est Punité, égale 
évidemment »; puisque chacune des boules peut également étre 
extraite. La somme des cas dans lesquels ce nombre égale 2, est 
la somme des combinaisons des x boules prises deux a deux , et 

cette somme est, par le n° 5, égale a ee La somme des cas 

dans lesquels le méme nombre é€gale 3, est la somme des com- 
binaisons des boules prises trois a trois, et cette somme cst 

See) et ainsi de suite. Ainsiles termes successifs du dé- 

veloppement de la fonction (1 ++ 1)7—1, représenteront tous les 
cas dans lesquels le nombre des boules extraites, est successive- 
ment 1,2, 5, etc. jusqu’a x; d’ou il est facile de conclure que 
la somme de tous les cas relatifs aux nombres impairs, est 
Z.(,-+1)?—}.-(1— 1)”, ou 27"; et que la somme de tous les cas 
relatifs aux nombres pairs, est ¢.(1-+1)*-++- ¢.(1—1)"— 1, ou2*—"—r, 

La réunion de ces deux sommes est le nombre de tous les cas pos- 
sibles ; ce nombre est donc 2*—1; ainsi la probabilité que le nombre 

des boules extraites sera pair, est ——, et la probabilité que 

ce nombre sera impair, est a; il y a done de l’avantage a parier 

avec égalité, pour un nombre impair. 

Si le nombre «x est inconnu, et si l’on sait seulement qu'il ne 
peut excéder 7, et que ce nombre et tous les inf€rieurs sont éga- 
lement possibles; on aura le nombre de tous les cas possibles rela- 

tifs aux nombres impairs, en faisant la somme de toutes les 

valeurs de 27— , depuis x = 1 jusqu’a «=n, et il est facile de voir 
que cette somme est 2"—1. On aura pareillement la somme de tous 

les cas possibles relatifs aux nombres pairs , en sommantla fonction 

37-1, depuis == 1 jusqu’a « = 7, et lon trouve eats somune 
2 
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égale & 2"—n—1; la probabilité @un nombre pair est donc alors 

ee ; et celle d@’un nombre impair est a 

Supposons maintenant que Yurne renferme le nombre x de 
boules blanches, et le méme nombre de boules noires; on demande 
la probabilité qu’en tirant un nombre pair quelconque de boules, 
ou amenera autant de boules blanches que de boules noires, tous 

les nombres pairs pouyant étre également amenés. 

Le nombre des cas dans lesquels une boule blanche de Purne 
peut se combiner avec une boule noire, est évidemment x.z. Le 
nombre des cas dans lesquels deux boules blanches peuvent se 

2 (x—1) oo x .(x—1) 

1.2 

de suite. Le nombre des cas dans lesquels on améenera autant de 
boules blanches que de boules noires, est donc lasomme des carrés 
des termes du développement du binome (1-4 1), moins l’unité. 

Pour avoir cette somme, nous observerons qu’elle est égale au 

combiner avec deux boules noires, est —— , et ainsi 

terme indépendant de a, dans le développement de( I ++) .(1--a)*. 

G a Cette fonction est égale 4a -———. Le terme indépendant de a, dans 

son développement, est ainsi le coefficient du terme moyen du 
Mia. Osis 4 2% 

(1 2.3 ay? 

cas dans lesquels on peut tirer de ’urne autant de boules blanches 
que de boules noires, est donc 

binome (1-+- a )**; ce coefficient est le nombre des 

— |, 

Le nombre de tous les cas possibles est la somme des termes 
impairs dans le développement du binome (1 -++ 1)**, moins le pre- 
mier, ou lunité. Cette somme est £.(1-+1)*7-++-2.(1—1)**; le nombre 
des cas possibles est donc 2**—’—1 ; ce qui donne pour l’expression 
de la probabilité cherchée , 

1fo:5uvoxr 

(1a sSeseeat 
9223 1 * 

iE: 

Dans le cas ou x est un grand nombre , cette probabilité se réduit 
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par le n° 32 du premier Livre , a 7s #@ étant toujours la demi- 
Ou 

circonference dont 1 est le rayon. 

6. Considérons un nombre x-++- x’ durnes, dont la premiére 
renferme p boules blanches et g boules noires; la seconde, p’ boules 
blanches et g' boules noires; la troisiéme, p” boules blanches et 
g" boules noires, et ainsi de suite. Supposons que lon tire succes- 
sivement une boule de chaque urne. Il est clair que le nombre de 
tous les cas possibles au premier tirage, est p + g; au second 
tirage , chacun des cas du premier pouvant se combiner avec les 
p'+q' boules de la seconde urne , on aura (p++ q).(p’-+g’) pour le 
nombre de tous les cas possibles relatifs aux deux premiers tirages. 
Au troisi¢me tirage , chacun de ces cas peut se combiner avec 
les p"-++ g" boules de la troisiéme urne; ce qui donne..... : 
(p-+q)-(p'-+g’').(p"+ 9") pour le nombre de tous les cas pos- 
sibles relatifs & trois tirages, et ainsi du reste. Ce produit pour 
la totalité des urnes , sera composé de x-++-’ facteurs; et la somme 

de tous les termes dé son développement, dans lesquels la lettre 
p, avec ou sans accent, est répétée x fois, et par conséquent la 

lettre g, x’ fois, exprimera le nombre des cas dans lesquels on 
peut tirer des urnes, x boules blanches et x’ boules noires. 

‘ Si p’, p’, etc. sont égaux a p, et sig’, q", etc. sont égaux a gq; 
le produit précédent devient (p—+q)**”. Le terme multiplié par 
p*-g*' dans le développement de ce binome est 

Sw OO CP clear te Des: PY) tg” 

ou 

op A 
1A GeO en Deo eae eT 

Ainsi cette quantité exprime le nombre des cas dans lesquels on 

peut amener x boules blanches et x’ houles noires. Le nombre 
de tous les cas possibles ¢tant (p-++qg )**”, la probabilité d’amencr 
x boules blanches et x’ boules noires, est 

ee os Ae) Gai) q 
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ou lon doit observer que : = 3 est la probabilité de tirer une 

boule blanche de lune des urnes, ct que is ; est la probabilité d’en 

tirer une boule noire. 
Il est visible qu'il est parfaitement é€gal de tirer x boules blanches 

et x’ boules noires, de «-++«’ urnes qui renferment chacune p 
boules blanches et g boules noires, ou d’une seule de ces urnes, 
pourvu que lon remette dans Purne la boule extraite a chaque 
uirage. 

Considérons maintenant un nombre x -+-x’+ x" durnes dont la 

premicre renferme p boules blanches, g boules noires, et 7 boules 
rouges ; dont la seconde renferme p’ boules blanches, q’ boules noires, 
et 7’ boules rouges ; et ainsi de suite. Supposons que Von tire une 
boule de chacune de ces urnes. Le nombre de tous les cas possibles 
sera le produit des 2+ 2’ x" facteurs , 

CPt GAT) p tad tt eer ind artery a ck 
Le nombre des cas dans lesquels on aménera x boules blanches , 
x' boules noires, ct x” boules rouges, sera la somme de tous les 
termes du développement de ce produit, dans lesquels la lettre p 
sera répétée x fois; la lettre g, x’ fois, et la lettre 7, x" fois. Si 
toutes les lettres accentuées p’, g', etc., sont égales a leurs corres- 
pondantes non-accentucées, le produit précédent se change dans le 
trinome (p-+q-+7r)**”**". Le terme de son développement qui a 
pour iacteur p*.g*’.7r*", est 

1.2.3...(r-o’ +2") 
pe Seen, fs ne 1 ey C4 a! az. 

Pid .Dy i aan LS ants ili 

ainsi le nombre de tous les cas possibles étant (p-+-g--r)**+7’+”, la 
probabilité @amencr x boules blanches, x’ boules noires, et x” 
boules rouges, sera 

WAS at i -(xa'+-2x") ( p \2 (2 q Nd ( r ‘A 

Vater oy Boicalt acme by Beare oil Fe ey, “\ptqar/] * p +947 ° 

ou l’on doit observer que sont les pro. era melee yg te an 
ae P+q+r’? p+q-+r? p+q+r 

babilites respectives de tirer de chaque urne , une boule blanche, 
une boule noire, et une boule rouge. 
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On voit géncralement que si les urnes renferment chacune le 
méme nombre de couleurs , p étant le nombre des boules de la pre- 
miére couleur; g celui des boules de la seconde couleur; r,s, etc., 
ceux des boules de la troisieme, de la quatri¢me, etc.; x--x! +a" x” 

~-etc. etant le nombre des urnes; la probabilité damener x boules 
de la premiere couleur, x’ boules de la seconde, x” boules de la 
troisieme, x’” boules de la quatricme, etc., sera 

1.2.3... (x-pa’+x"+x"-etc.) Pp x 

To Or ee ae Os CAT DO: INT oS: Fx”. Jeter * Gappoera) 

RRR! Gace peerey ll gear rs 

7. Déterminons maintenant la probabilite de tirer des urnes 
précédentes, « boules blanches , avant d’amener soit x’ boules 

noires, soit x” boules rouges, etc. fl est clair que x exprimant 
le nombre des couleurs, cela doit arriver au plus tard aprés 

xt ax! + x"+ etc.—n—+1 tirages. Car lorsque le nombre des 

boules blanches extraites est égal ou moindre que x, celui des 
boules noires extraites, moindre que x’, celui des boules rouges 

extraites, moindre que x", etc.; le nombre total des boules extraites, 
et par conséquent,le nombre des tirages est égal ou moindre que 
at a! + x +-etc.—n-+ 1; on peut donc ne considérer ici que 
xf a'+-a"+etc.—n+1 urnes. 

Pour avoir le nombre des cas dans lesquels on peut amener 
x boules blanches au (x-+7)" tirage, il faut déterminer tous les 
cas dans lesquels 2—1 boules blanches seront sorties au tirage 
a2-+-+i—..Ce nombre est le terme multiplié par p*—' dans le dé- 
yeloppement du polynome ( ptg-+trt+etc.)7*', et ce terme est 

POO atts eel ert 7 ; 

1 ee 7-1 (g-+r-betc.)'. 

En le combinant avec les p boules blanches de Vurne x+-7, on 

aura un produit qu’il faudra encore multiplier par le nombre de 
tous les cas possibles relatifs aux x'-+-2x"-+-etc.—n—i-+1 tirages 

suivans, et ce nombre cst 

(p + g ++ r+ eet 
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on aura donc 

RE ar (attete) (ptt pete; (@) 
pour le nombre des cas dans lesquels ?événement peut arriver 
précisément au tirage x -+- 7. Il faut cependant en exclure les cas 
dans lesquels g est élevé ala puissance x’, ceux dans lesquels r est 
élevé a la puissance x", etc.; car dans tous ces cas, il est déja ar- 
rivé au tirage x +-i—1, ou x’ boules noires, ou x” boules rouges, 
ou etc. Ainsi dans le développement du polynome (g-++r--etc.)’, il 
ne faut avoir égard qu’aux termes multipliés par g*.7”.s”.etc., 
dans lesquels f est moindre que x’, f’ est moindre que x", f" est 
moindre que x", etc. Le terme multipli¢ par gf. 7”. s.etc., dans 
ce développement, est 

We onoRe t Soret e's = 

TEM Pap ene -etc. 

Tous les termes que l’on doit considérer dans la fonction (a) sont 
donc représentes par 

1.2.3...(a+f+f'+etc.—1) 

PE A a Pan ee Ph MIN IE Me AAR 
>< (p +9 = r+ Ct.) kee Saeme aks (2) 

parce que z est égala f-+-f’+ etc. Ainsi en donnant dans cette 
derniére fonction, a f toutes les valeurs entiéres, depuis fo 
jusqu’a f=x'—1;a f' toutes les valeurs depuis f’=0 jusqu’a 
f'=x"—1, et ainsi de suite, la somme de tous ces termes expri- 
mera le nombre des cas dans lesquels ’éyénement proposé peut 
arriver dans x-+2x'-+-etc.—n-+1 tirages. Il faut diviser cette 

somme par le nombre de tous les cas possibles, c’est-a-dire par 
(pt+-qtr+ete.)*7+e"te—"+1, Si Pon désigne par p’ la probabilité 
de tirer une boule blanche d’une quelconque des urnes; par g! 
celle den tirer une boule noire; par r’ celle d’en tirer une boule 
rouge , etc.; on aura 

“pi.ghirtéte: 

' 
P etc. ; eto Rees pL, deni) pope Ba tal Sl Rt 

prqtrtete.? 1 proper? 7 = ppg-prpete.? 
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la fonction (6) divisce par (p++ q-+r- etc.)*t”+%—"+1, devien- 
dra ainsi, 

1.2.5...-(rtf+f'+etc.—1) 
a eS lz. If ifs é 

ee Pea hy oc ae AE an rae fa dea 

La somme des termes que l’on obtiendra en donnant a f toutes 
Jes valeurs depuis f= o jusqu’a f= x’— 13a f’ toutes les valeurs 
depuis f’==ojusqu’a f’= x"—1,etc., sera la probabilité cher- 
chée @amener x boules blanches avant x’ boules noires, ou x" 
boules rouges, ou etc. 

On peut, d’aprés cette analyse, déterminer le sort d’un nombre 
n de joueurs 4, B,C, etc., dont p’, q', 7’, etc. représentent les 
adresses respectives, c’est-a-dire, leurs probabilités de gagner un 
coup, lorsque pour gagner la partie, il manque x coups aujoueur 4, 
x’ coups au joucur B, x” coups au joueur C, et ainsi de suite ; 
car il est clair que relativement au joueur 4, cela revient a dé- 
terminer la probabilité @amener «x boules blanches avant x’ boules 
noires, ou x” boules rouges, etc.; en tirant successivement une 
boule dun nombre x-+ x’-+-x'-++ etc.—n-+-1 Wurnes qui ren- 

ferment chacune p boules blanches, g boules noires, 7 boules 
rouges, etc., p,g,7, etc. étant respectivement égaux aux numé- 
rateurs des fractions p’, g', 7’, etc. réduites au méme dénomi- 
nateur. 

8. Le probieme précédent peut ¢tre résolu dune manicre fort 
simple, par analyse des fonctions génératrices. Nommons 7z, 27,27, etc. 

la probabilité du joueur 4 pour gagner la partie. Au coup suivant, 
cette probabilité se change dans y._, «/,2,e.) Sl 4 gagne ce coup, 
et la probabilité pour cela est p'. La méme probabilité se change 
dans yz 2/—1,2/,e.9 Si le coup est gagné par le joueur B, et la pro- 

babilité pour cela est g’; elle se change dans 7¢, ./,2—1, ete. 81 le coup 

est gagné par le joueur C, et la probabilité pour cela est 7’, ct 
ainsi de suite; on a donc l’équation aux différences partielles, 

eet ot ! / 
V2,21 2", ete. ——P Mae—s,2/,2//, ere t?9 J x, 21—1,2!1, etc, f= if Jx,x1,211—s,ete.-t- CtC. 

Soit w une fonction de ¢, #’, ¢’, etc., telle que F2,2/2/,ec,, Soit le 

coefficient de ¢*.t'””.¢’*".etc. dans son développement; Péquation 
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pr -écédente aux differences partielles donnera , en passant des coeffi 

ciens aux fonctions génératrices , 

uxu.(plt+g't + r't'+ etc); 

d’ou lon tire 
r= plt-+d't-+ r't' + ete. ; 

par conséquent , : 

~~ gt — r't"— etc. 

1-+ex.(g't'+-r't'--etc.) 

ey er es 
te (1g! —r't"—etc.)>—— : 

j 4 SEO EF (glt+r't'pete.) 
-+- etc. 

° oe Ww 

Maintenant le coefficient de 7.2.2" .etc. dans = est ¥2,2,,50, etc.3 
t ol Noi) ? 

I & 

t ? 

ce qui donne 

u uss, 

et le méme coefficient dans un terme quelconque du dernier 
membre de l’équation préccdente, tel que Au.p’*.t'”.t'”.etc., est 
Kp!* ¥.6,01-v,anavrere.) 1A Quantité 7o,0/1 enue, ec. est égale a Ranited 

puisquwalors il ne manque aucun coup au joueur 4. De plus, il 

faut rejeter toutes les valeurs de 7. 2/—1,2—u7, ee,» dans lesquelles /’ 
est égal ou plus grand que 2’, / est égal ou plus grand que x”, et 
ainsi de suite ; parce que ces termes ne peuvent étre donnés par 
Péquation aux différences partielles, la partie étant finie , lorsque 
Yun quelconque des joueurs B, C, etc. n’a plus de coups a jouer ; 
il ne faut donc considérer dans le dernier membre de léquation 
précédente , que les puissances de ¢’ moindres que x’, que les 
puissances de z¢’ moindres que x", etc. L’expression précédente de 

= donnera ainsi, en repassant des fonctions génératrices aux 

coefficiens , 
1-+-x. (q'-++7'-+- etc.) 

a Fy) (g eter! + ete a 

Y9,21,21, 00,5 ; 4 Sey) set. AEE | (q/-+r'--etc.)° 
+- elc, 

? 

pouryu 
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" pourvu que lon rejette les termes dans lesquels la puissance de g’ 
surpasse «’—1, ceux dans lesquels la puissance de r! surpasse 
x"—1, etc. Le second membre de cette équation se développe 
dans une suite de termes compris dans la formule générale 

1.2.5...(c-+-f+f’+etce.—1) lo IF Ip 

Lea Sermo EapecOs af rh IOs ete e 27 ATs CC. 

La somme de ces termes relatifs a toutes les valeurs de f , depuis 
Ff nul jusqva f=x'—1; a toutes les valeurs de /', depuis f’ 
nul jusqu’a f’ = 2x" — 1, etc., sera la probabilité Y wah eh atG,3-68. Gul 
est conforme a ce qui précéde. 

Dans le cas de deux joueurs 4 et B, on aura pour la proba- 
bilité du joueur 4, 

i (a+ z -(v-+1).(z-2)....(a-+a’—2) ,2,_, 

Pp. spr. g'p EE 9! sath 2 2-6) - g . 

En changeant p’ en g’, et x en x’, ct réciproquement, on aura 

/ U / / / , 

ee { ea! ppp. pe eee pm} 

pour la probabilité que le joueur B gagnera la partic. La somme de 
ces deux expressions doit étre égale a Punité ; ce que l’on voit évi- 

demment en leur donnant les formes suivantes. La premi¢re ex- 

pression peut , par le n° 37 du premier Livre, ¢tre transformée 
dans celle-ci, 

2 3 (xx! —1) ; “ oe (x-++x’—1) . (r-+x’—2) : o 

1.2 
Ig+2/—1 4 2 z 

f (etal—1)...(e4t1) go (x 

is: ei ae Oy Wi are 

et la seconde peut ¢tre transformée dans celle-ci, 

1 f (x-pa’—1).(x4+2’—2) p”? 

a Ui ci. 7 eae ry Tee 
(x-pa'—1)...(a'1)

 pp’ (° 

oe 1deOots (1)
 > G/F 

'g-+-2/—1 
e | 

La somme de ces expressions est le déycloppement du binome 
37 
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(p'-+q')**"-, et par conséquent elle est égale a Punité; parce 

que 4 ou B deyant gagner chaque coup, la somme p'--q’ de leurs 

probabilités pour cela, est Punite. 

Le probléme que nous venons de résoudre, est celui que Yon 

nomme probléme des partis dans analyse des hasards. Le cheva- 

lier de Meré le proposa a Pascal, avec quelques-autres problemes 

sur le jeu des dés. Deux joueurs dont les adresses sont égales , ont 

mis au jeu la méme somme; ils doivent jouer jusqu’a ce que Pun 

deux ait gagné un nombre de fois donné, son adversaire ; mais 
ils conviennent de quitter le jeu, lorsqu’il manque encore x points 
au premier joucur pour atteindre ce nombre donné, et lorsqu’il 
manque x’ points au second joueur. On demande de quelle manicre 
ils doivent se partager la somme mise au jeu. Tel est le probléme 
que Pascal résolut au moyen de son triangle arithmétique. I le 
proposa a Fermat qui en donna la solution par la voie des com- 
binaisons ; ce qui occasionna entre ces deux grands géomeétres une 
discussion , a la suite de laquelle Pascal reconnut la bonté de la 
méthode de Fermat, pour un nombre quelconque de joueurs. 
Malheureusement nous n’avons qu’une partie de leur correspon- 
dance, dans laquelle on voit les premiers élémens de la théorie des 
probabilités, et leur application a Pun des problemes les plus curieux 
de cette théorie. 

Le probléme proposé par Pascal a Fermat, revient a déterminer 
Jes probabilités respectives des joueurs pour gagner la partie; car 
il est clair que Penjeu doit étre partagé entre les joueurs , propor- 
tionnellement a leurs probabilités. Ces probabilités sont les mémes 
que celles de deux joueurs 4 et B, qui doivent atteindre un nombre 
donné de points, x étant le nombre de ceux qui manquent au 
joueur 4, ct xc’ étant le nombre de ceux qui manquent au joueur B, 
en imaginant une urne renfermaut deux boules dont Pune est 
blanche et Pautre est noire , toutes deux portant le n® 1, la boule 
blanche étant pour le joueur 4, et la boule noire pour le joueur B. 
On tire successivement une de ces boules, et on la remet dans 
Vurne apres chaqne tirage. En nommant y,,., la probabilité que 
Ie joucur -# attcindra le premier, le nombre donné de points, ou, 
ce qui revient au meme, quil aura x points ayant que B en ait 
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x’, on aura 

¥Y 2,20 HSN 2-1,2) ie A A > 

car si la boule que lon extrait est blanche, y,,., se change en 
Vz—1,2/, et sila boule extraite est noire, y,., se change en z.e—15 
et la probabilité de chacun de ces événemens est 2; on a donc 
Péquation précédente. 

La fonction génératrice de y,,., dans cette équation aux diffé- 
rences partielles, est, par le n* 20 du premier Livre, 

M 
= oe 

1 —it—ilr 

™ étant une fonction arbitraire de ¢’. Pour la déterminer, nous 
observerons que y,, ne peut avoir lieu, puisque la partie cessc , 
lorsque Pune ou lautre des variables x et x’ est nulle; W doit 
donc avoir pour facteur z’. De plus y,,., est Punité , quel que soit x’; la 
prohabilité du joueur 4 se changeant alors en certitude : or la fonc- 

car les coeffi- tion génératrice de Punité, est généralement —,, 

ciens des puissances de ¢’ dans le développement de cette fonc- 
tion, sont tous égaux alunité; dans le cas présent, 7, ., pouvant 

avoir lieu lorsque x’ est ou 1, ou 2, ou 5, etc.; 7 doit étre égal a 
eo, ° 4 , . : , ‘ iv 

Vunité; la fonction géneratrice de 7.2, est donc cgale a —— ; 

cest le coefficient de ¢ dans le développement de la fonction gé- 
ncratrice de y.,2,, ou dans 

M e 

1—tt——if- 

on a done 
MLSurelY 

imettrs Ghicsd | 

ce qui donne 
U.a—it), Ea we ec 

par conséquent la fonction géncratrice de yz,., est 

t.aa—it) 

Q—t’).(a—st— Ely 
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En la développant par rapport aux puissances de ¢, on a 

Sat Se t? 1 1 ig 

(acho topptaatintaney tam “eeauer ae es 
Le coefficient de ¢* dans cette série, est 

p= 

t! 

2° —t).a—it)*? 

22 est donc le coefficient de ¢” dans cette derniére quantité : 
orona 

if 

Q—t).C1—it’)? 

Deed pen eau en a ae ee eee Ppa 

— eset hs 

En réduisant en série le dénominateur de cette derniére fraction , 
et multipliant le numérateur par cette série, on voit que le coeffi- 
cient de ¢’” dans ce produit, est ce que devient ce numérateur lors- 
qu’on y fait ¢’ == 1; 0n a donc 

Bt ae eal) 1 Le x. (x41). (47+2) (x+2) 1 

Lehre ah 1.2 EIS ies is Polar: wae 
S221 oe * x.(2-+1)...(v+x'—2) 1 ; 

<i St im, Sale =e ae 

résultat conforme ace qui précéde. 

Concevons présentement qu’il y ait dans l’urne une boule 
blanche portant le n° 1, et deux boules noires,dont une porte le n° 1, 
et Pautre porte le n° 2; la boule blanche étant favorable a 4, et 
les boules noires a son adversaire : chaque boule diminuant de 
son numéro, le nombre de points qui manquent au joueur auquel 
elle est favorable. y,., étant toujours la probabilité que le joueur 
4 attcindra le premier le nombre donné, on aura léquation aux 
diflérences partielles 

ey rs = 1 = 
SV 2,21 3 Vao-1,20 +3 WV 2,2t— 3 Vu,tl—s5 

car au tirage suivant, sila boule blanche sort, VYaiar CeVient V5—1:9/3 
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si la boule noire numérotée 1 sort, y,., devienl y, 2,3 et si la 
boule noire numeérotée 2 sort, 7, devient y,,.-.; ¢t la probabi- 
lité de chacun de ces événemens est 3 

La fonction génératrice de 7,2, est 

M 
pega ew) ant (29 
1—;,t—st ze 

M étant une fonction arbitraire de ¢’, qui doit, par ce qui pré- 
cede, avoir pour facteur ¢’, et dans le cas présent, ¢tre égale a 

1 / Bala. Nes rer Clee eet Lao E 
ensorte que la fonction géneratrice de y,,,, est 

L. G— gt i — 5 i eee 

Q—’).(a—zt—z—t ESET 

Le coefficient de ¢* dans le développement de cette fonction, est 

1 e 1 : 

Se 1m (1 te)? 

et il résulte de ce que nous venons de dire , que le coefficient de 
t’” dans le développement de cette derni¢re quantité, est égal a 

i! Eh Ms a.t?. =f ust “cs x.(x+1) : fae BE 

1 1.2 
Bae ts 3 
3 spies eh). a. t oe SRG. 

en rejetant du développement de cette ie , toutes les puissances 
de ¢’ supérieures a ¢'”, et supposant dans ce que lon conserve , 
?’== 1, ce sera expression de‘y, .,. 

Il est facile de traduire ce procédé en formule. Ainsi en suppo- 
sant x’ pair et égal a 27-++2, on trouve 

s 3\2 aa — ahs 
rae ee Eee Se ae —— =n @} 

x.(2-+1)..-(2-+r) _ ale r ats, Goel): re 

ae 2.3...(r-+1). Ber {a (r-b1)-- foe ee =| 

x. (e-$1)... Ger+1) (r+2). (41). =u) 
hig. (ayo treet {ast (+2)... MANION ae oy abone cm i 

x. (¢+-1)..... (x-++2r) 
a Oy Bai, i (aredeisasees 
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Silon suppose x’ impair et égal a 27-++1, on aura 

x, Te {i+x.3 a ea! en ain pe Des ste Mies (2 y} 

x. (x-+1)...(a+r) (r-+1).r Heim Deere a 3 

Tins. BG (pp ee Dipped nee 2.3... (r—1) 

x.(x-+1)...(e+r-+1) ek — (r-+-2). pay 5 
1.2.5...(7-+2).0° +144 2 anus ar react ret a ET 2.9. 4 pool 

x. (a--1)...(x-+2r—1) 

ste gk hei rerrm | gee ida 

Ainsi dans le cas de x= 2 et x’=5,ona 

350 
V5 ————. 

729 

Concevons encore quil y ait dans Vurne deux boules blanches 
distinguées comme les deux boules noires, par les n* 1 et 2; la 
probabilité du joueur 4 sera donnée par l’équation aux differences 
partielles 

V2.2: 3 VY 2—1,2/ - ¥ ey gyierol rs Vr, xl—r “+ q Vr,ci—s 

La fonction géneératrice de y,,,, est alors, par le n° 20 du premier 
Livre, ap dedi 

RL SN o> eee 7a) 1—it—ift—iPr—it 

M et N étant deux fonctions arbitraires de ¢’. Pour les déterminer, 
on observera que y,,-, est toujours égal a P'unité, et qu'il faut exclure 
dans M la puissance nulle de ¢’; on a donc 

M=— (1 —it—it’). 

Pour déterminer N, cherchons la fonction génératrice de y, .,. Si 
Yon observe que y.,-, est égal a Punité, et que le joueur 4 n’ayant 
plus besoin que d’un point, il gagne la partie, soit qu’il améne la 
boule blanche numérotée 1, ou la boule blanche numérotée 2; 
Pequation précédente aux différences particlles donnera 

a i 1 1 
Sit 7 ir Ae ols “Visjcl—ae 
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Supposons y,,7,==1 —y,; on aura 

Nn 

/ ee , 1 , 

Vu =F5NV eI a 3°) zi—s 

La fonction génératrice de cette équation est 

ea A ee + 2? 

m et n étant deux constantes. Pour les déterminer, on observera 
que y;,. ==0, et que par consequent y’ = 1; ce quidonne m=1. La 

fonction génératrice de y,, est donc 

Pl- 

On a ensuite évidemment y, , == +, ce qui donne y’=2; y’ est le 

cocficient de z’ dans le développement de la fonction précédente , 
et ce coefficient est n-+- 3; on a donc n-+--i==1, ou n==?. La + 

1 

eye 

puissances de ¢' peuvent Ctre admises ; on a ainsi 

fonction génératrice de Punité est parce quici toutes les 

1 1 t! a 
AS PEP ees ou SS SS a ee, 

1--0 r—it—it?? Q—).a—it— 21)? 

pour la fonction génératrice de y,.,. Cette méme fonction est le 
coefficient de ¢ dans le développement de la fonction génératrice 
de y;,, fonction qui, par ce qui précede, est 

E =~ 
wea gra rt —ii*)+N.t 

A 

r— ptm tet tet ? z z 4 
ce coefficient est 

sds ee ile on Grn DE 
Q—’).Q—Zl—4t?) ie 

en légalant a 
it 

GQ—v).a—it—ji 0)’ 

on aura 
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La fonction génératrice de y,., est ainsi 

{.aa—ftet— Ft?) +i tt’ 
Q—f).a—st—fpl—iPr—ity 

Sion développe en série la fonction 

f.a—f¢v— Ft) +i a 
1—tt— i — EP 5? : 

on aura 

mate rae att) waco Be (1-L’)3--etc. 

ah op Gees fe sakes ae aE Cet) ete. | 

a cob Be tbe) + Ay - S: EOC bete. | 
ip is / a ' fatceny [ot+$004+04+45 ioe 2.0 pope BES, O.C+ty fete. | 

-+- etc. 

Si lon rejette de cette série, toutes les puissances de ¢ autres que 
t*, ct toutes les puissances de ¢’ supéricures a ¢’”’, et si dans ce qui 
reste, on fait ¢=1, ¢/—=1 , on aura l’expression de y,., lorsque x est 
égal ou plus grand que lunite : lorsque x est nul, on ay, .,==1. Il 
est facile de traduire ce procédé en formule, comme on I’a fait pour 
le cas précedent. 

Nommons z,., la probabilité du joueur B; la fonction généra- 
trice de z,., sera ce que devient la fonction génératrice de y,.., 
lorsqu’on y change zen ¢’, et réciproquement ; ce qui donne pour 
cette fonction , 

t.(im—it—iP)+iti 
aS ea RD nw ae Sg are: 
(QQa—t).(1—tt— iv ie ete) 

En ajoutant les deux fonctions génératrices , leur somme sc ré- 
duit a 

t t’ tl’ 
Tei passe 3 (1—t)(i—t)’ 

dans laquelle le coefficient de ¢*.z’” est Punité, ainsi Pon a 

Nz,0t 3,21 1 ; 

ce 



A 

DES PROBABILITES. 917 
ce qui est visible d’ailleurs, puisque la partie doit étre nécessaire- 
ment gagnée par Pun des joucurs. 

g. Concevons dans une urne, 7 boules marquées du n’1, ~boules 
marquées du n° 2, r boules marquées du n° 3, et ainsi de suite 
jusqu’au n° n. Ces boules étant bien mélécs dans Vurne, on les 
tire toutes successivement ; on demande la probabilité qu’il sortira 
au moins une de ces boules, au rang indiqué par son numéro, 
ou qu'il en sortira au moins deux, ou au moins trois, etc. 

Cherchons d’abord la probabilité qwil en sortira au moins une. 
Pour cela, nous observerons qu’aucune boule ne peut sortir a son 
rang, que dans les 7 premiers tirages; on peut donc ici faire 
abstraction des tirages suivans; or le nombre total des boules étant 
rn, le nombre de leurs combinaisons n an, enayant égard a ordre 
qwelles observent entre elles, est par ce qui précéde , 

™m. (7m—1) . (r2—2) oye: oe (ra—n-+1); 

“est donc le nombre de tous les cas possibles dans les 7 premiers 
urages. 

Considérons une des boules marquées du n° 1, et supposons 
quelle sorte a son rang, ou la premiére. Le nombre des combi- 
naisons des rz—1 autres boules prises n— 1 a n—1, sera 

(r2—1) .(r72—2)....(r—n-+1) ; 

c’est le nombre des cas relatifs 4 la supposition que nous venons 
de faire; et comme cette supposition peut s’appliquer aux r boules 
marquees du n° 1, on aura 

r.(rn—1).(7m—2).....(72—n-+1) 

pour le nombre des cas relatifs a Phypothése qu’une des boules 

imarquées du n° 1, sortira 4 sonrang. Le méme résultat a lieu pour 

Vhypothése qu’une quelconque des n — 1 autres espéces de boules 

sortira au rang indiqué par son numéro : en ajoutant donc tous les 

résultats relatifs a ces diverses hypotheses, on aura 

nr. (rn—1).(7m—2) +4. -(72—n-+1), (a) 

pour le nombre des cas dans lesquels une boule au moins sortira a 
28 
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son rang, pourvu toutefois que lon en retranche les cas qui sont 

répctes. 

Pour déterminer ces cas, considérons une des boules du n° 1, 

sortant la premiére, et une des boules du n° 2, sortant la se- 
conde. Ce cas est compris deux fois dans le nombre précédent ; 
car il est compris une fois dans le nombre des cas relatifs a la 
supposition qu’une des boules numérotées 1, sortira a son rang , 
et une seconde fois, dans le nombre des cas relatifs a la supposi- 
tion qwune des boules numérotée 2, sortira a son rang; et comme 
cela s’étend a deux boules queleonaies sortant a leur rang, on voit 
qu'il faut retrancher du nombre des cas précédens, le iSribre de 
tous les cas dans lesquels deux boules sortent a leur rang. 

Le nombre des combinaisons de deux boules de numeros différens 
n.(n—1 

St ies di ; car le nombre des numeéros étant 7, leurs combi- 

AY 
naisons deux a deux sont au nombre —— ; et dans chacune de 

ces combinaisons , on peut combiner les Sone marquees d’un des 
numeros, avec les r boules marquées de Pautre numéro. Le nombre 
des combinaisons des rn—2 boules restantes, prises n—2 a n—2, 
en ayant égard a lordre qu’elles observent entre elles, est 

(72—2).(72—3).....(s—n-+1) 5 

ainsi le nombre des cas relatifs a la supposition que deux boules 
sortent a leur rang, est 

n.(1—1) 

a 
7°. (rn—2).(rm—3)....(7m—n-+1); 

en le retranchant du nombre (a), on aura 

nr.(rm—1).(r7m—2).. .(72—n-+1) 

elt mao Sere, (rn—2) .(7—5). . . (7m—n=+1) ; (a’) 

pour le nombre de tous Ies cas dans lesquels une boule au moins 
sorlira a son rang, pouryu que Pon retrauche encore de cette 
fonction, les cas reps » et qwon lui ajoule ceux qui manquent. 
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Ces cas sont ceux dans lesquels trois boules sortent a leur rang. 

En nommant Ace nombre, il est répété trois fois dans le premier 
terme de la fonction (a’); car il peut résultcr dans ce terme, des 
trois suppositions de chacune des trois boules sortant a son rang. 
Le nombre & est pareillement compris trois fois dans le second 
terme de la fonction; car il peut résulter de chacune des suppo- 
sitions relatives a deux quelconques des trois houles sortant a leur 
rang; ainsi ce second terme ¢tant affecté du sizne —, le nombre 
k ne se trouve point dans la fonction (a’); il faut donc le lui ajouter 
pour quelle contienne tous les cas dans lesquels unc boule au moins 
sort a son rang. Le nombre des combinaisons des 1 numéros pris 

trois a trois, est Beer EI rn 
ade a. 

boules dun des numéros de chaque combinaison, avec les r boules 
du second numéro, et avec les 7 boules du troisiéme num¢ro, on 

aura le nombre total des combinaisons dans lesquclles trois 

-, et comme on peut combiner les + 

5) A . nb — 
boules sortent a leur rang, en multipliant a aie por 

(7r—3) . (r7n—4).. . .(7n—n-++1), nombre qui exprime celui des com- 
binaisons des rx—3 boules restantes, prises n—3 a n-—3, En ayant 
égard a Yordre quelles observent entre cilcs. Si Pon ajoute ce pro- 
duit ala fonction (a’), on aura 

n.r.(rm—1).(7m—2).. .(rn—n-+1) 
TON GY ice | - 

_ pGHU, rm .(7m—2).(72—5).. .(en—n-+1) 

Wai ) Vi? a 

= wo SU oy 27°. (7n—=5).(rn— +)... (rn—n-+1); (a) 

ectte fonction exprime le nombre de tous Ics cas dans lesquels une 
boule au moins sort a son rang, pourvu que Pon en retranche 
encore les cas répétés. Ces cas sont ceux dans lesquels quatre 
boules sortent a leur rang. En y appliquant les raisonnemens 
précédens, on verra qu’il faut encore retrancher de lalonction («), 
le terme 

n.(n—1).(n—2).(n—3) 
— rt, (rt —4) .(7N—D). » ©. (7—N-+-1). Taieee (rm—4) .(rm—5).« « (7m—N-F1) 

En continuant ainsi, on aura pour l’expression du nombre des cas 
dans lesquels une boule au moins sort a son ravg 
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nep.(rm—1).(rn—2)...(72—n-++1) 

ELD (mah om Dab) 
np EO) 9) 55 (rn —3).(rn—4).(rn—n-b1); (A) Y 570 

OD). 74, m4) (5). «(= VH) 
++ etc. 

Ja série étant continuce aussi loin quelle peut Pétre. Dans cette 
fonction , chaque combinaison n’est point répétée ; ainsi la combi- 
naison de s boules sortant a leur rang, ne s’y trouve qu’une fois ; 
car cette combinaison est comprise s fois dans le premier terme 
de la fonction, puisqu’elle peut résulter de chacune des s boules 

‘ , AYE ee 28 | * 

sortant a son rang; elle est retranchée = ) fois dans le second 

terme , puisqu’elle peut résulter des combinaisons deux a deux des 

5. (s=1). G2) fois dans 
ee) 

s boules sortant a leur rang; elle est ajoutée 

le troisicme terme, puisquelle peut résulter des combinaisons de 
s lettres prises trois a trois, et ainsi de suite; elle est donc dans 
la fonction (A) , comprise un nombre de fois égal a 

: o-5- (52) n S.(s—1).(s—2) — etc.; 
1.2 1.2.5 

et par conséquent égal a 1 —(1—1)', ou a Punité. En divisant la 
fonction (A) par le nombre rn. (r—1).(7m—2)....(rn—n-+1) de 
tous les cas possibles, on aura pour lexpression de la probabilité 
quwune boule au moins sortira a son rang, 

(n—1).r (n—1).(n—2).r* 

aT 1.2.(7m—1) a 1.2.5.(rn—1).(7n—2) 

(n—1).(n—2).(n—3). 7 

1.2.5.4. (rn—1).(7m—2).(7—9) + etc. (B) 

Cherchons maintenant la probabilité que s boules au moins sorti- 
ront a leur rang. Le nombre des cas dans lesquels s boules sortent 
a leur rang, est, par ce qui précéde , 

als ok TE an 2 Ci) ir ae, cea \s ssh rtometiten) cel B) 
Tone ete 
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pourvu que l’on retranche de cette fonction, les cas qui sont 
répétés. Ces cas sont ceux dans lesquels s-+1 boules sortent 
i leur rang, car ils peuvent résulter dans la fonction, de s+ 1 
boules prises s a s; ces cas sont donc répétés s + 1 fois dans cette 
fonction; par conséquent il faut les retrancher s fois. Or le nombre 
des cas dans lesquels s+ 1 boules sortent a leur rang, est 

eee rt), (7—s—1).(72—s —2).. « «.(7m—n-+1). 

F'n le multipliant par s, et Je retranchant de la fonction (b), 
on aura 

n.(a—1).(n—2)....(1—s+1) 

1 . 
ae 7. (7m—s).(7I—s —1).. « « (72—N-+1) 

s.(n—s).1 } 

Slr Geen (2) 
Dans cette fonction, plusieurs cas sont encore r¢pétés, savoir, ceux 
dans lesquels s--2 boules sortent a Jeur rang; car ils résultent 
dans le premier terme, des s +2 boules sortant 4 leur rang, et 
prises s as; ils résultent dans le second terme, des s +2 boules 
sortant a leur rang, et prises s+-1as-+1, et de plus multipliés 
par le facteur s, par lequel on a multiplié le second terme. Ils 
sont donc compris dans cette fonction, le nombre de fois 
(5-2). (s-+1) 

2 
: ic amas s.(s-++-2); ainsi il faut multiplier par Punite moins 

ce nombre de fois, le nombre des cas dans lesquels s-+-2 boules 
sortent a leur rang. Ce dernier nombre est 

n.(n—1).(n—2)...("—s—1) 4, : m : OT Se ee +9, (rn—s—2) .(7n—s—3).... (72— 7-1); 

le produit dont il s’agit sera donc 

1. (M1)... i—s— A (s+ 
Saar eer Dt .(r7m—s—2)....(7m—n-+1) pe 

En lajoutant a la fonction (6'), on aura 

ae oe) ish mes) ams) « ayer tad 

—— 

2--ys* 1.2.(ra—s).(1a—s—1) 

PRO. sd 
( jpesagets (n—s).r 

s+ 1 “nS . " 

x“ s (a9) | Z (2 ) + 
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cest le nombre de tous les cas possibles dans lesquels s boules 
sortent a leur rang, pourvu que lon en retranche encore les cas 
qui sont répétés. En continuant de raisonner ainsi, et divisant la 
fonction finale par le nombre de tous les cas possibles; on aura 
pour lexpression de la probabilité que s boules au moins sortiront 
a leur rang, 

(n—1). (n—2).. —2).. isl) i 

Taos Cinna) (neha 

S (n—s).r s (n—s).(n—s—t).r° 

Wt ag” rises digests *1.2.(rm—s). Cine C) 
x S (n—s) .(n —s—1).(n—s—2).r° ( 

pate * ae 2.5. (rn—s). (rm—s—1). (rn —s—a) -+- etc. 

On aura la probabilité qu’aucune des boules ne sortira a son 
rang, en retranchant la formule (B) de Punité; et Pon trouvera 
pour son expression , 

[1.2.3...7nJ—n.r.[1.2.3.. Seer aa » 7.1.2.5... (rn—a) ]— etc. 

He? eae ' 

Ona, par le n° 35 du premier nah quel que soit z, 

T5940; ee Pa i —— if i mag 

Pintégrale ¢tant prise depuis x nul jusqu’a x infini. L’expression 
précédente peut donc étre mise sous cette forme , 

fx" dx (x—r)" 077 
fee er » (9) 

Supposons le nombre rn de boules de lurne, trés-grand ; alors 
en appliquant aux intégrales précédentes, la méthode du n° 24 
du premier Livre, on trouvera a trés-peu prés , pour V’intégrale du 
numérateur , 

V o7 Xin+2 r aa 
27. . (: — =) 

Vn. X*-+n. (r—1), (X—r) : 

X étant la valeur de x qui rend un maximum, la fonction 
ax™—". (x—r)".c—*. L’équation relative a ce maximum ene pour X, 
les deux valeurs 

Ardent +r By V {1 — 1 y+ 4rn 
2 —— ° 

2 
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On peut ne consideérer ici que la plus grande de ces valeurs qui est, 

aux quantites pres, de Yordre —, égale a rn + ——; alors l’inte- 

erale dunumérateur de la fonction (0) devient a peu prés 

ei. a y\it = 
V om. (rn) seis 1. —*) Yr 

Vo— i€ = ~) iin 

Lintégrale du dénominateur de la méme fonction est, par len’ 32, 
a fort peu pres, 

° 

V2m.(rnits.o—™; 

la fonction (0) devient ainsi 

Vi 

( nan eee r 

=== 
Voe—7. 0) + 1 

On peut la mettre sous la forme 

1 n+2 

71 
——- —", 

ere 1 

v( pe saggi 
rn tant supposé un trés-crand nombre, cette fonction se réduit 
a fort peu prés a cette forme trés-simple , 

l— “) 

( a ae 

C’cst donc expression fort approchée de la probabilité qu’aucune 
des boules de Purne ne sortira a son rang, lorsqu’il y a un grand 
nombre de boules. Le logarithme hyperbolique de cette expression, 
étant 

1 
—1e— — — 5, eC. 5 

on 3n? 

on voit qu’clle va toujours en croissant 4 mesure que 7 augmente ; 

qwelle est nulle, lorsque n==1, et qu'elle deyient ~, lorsque x 
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est infini, ¢ €tant toujours le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est Punite. 

Concevons maintenant un nombre i d’urnes renfermant cha- 
cune le nombre 7 de boules, toutes de couleurs différentes ; et 
que lon tire successivement toutes les boules de chaque urne. 
On peut, par les raisonnemens précédens, determiner la proba- 
bilité qwune ou plusieurs boules de la méme couleur sortiront au 
méme rang dans les ; tirages. En effet, supposons que les rangs 
des couleurs soicnt réglés @aprés le tirage complet de la premictre 
urne, et considérons d@abord la premi€re couleur : supposons qu’clle 
sorte la premicre dans les tirages des i— 1 autres urnes. Le nombre 
total des combinaisons des m—1 autres couleurs dans chaque 
urne est, en ayant égard a leur situation entre elles, 1.2.3...(m—1); 
ainsi le nombre total de ces combinaisons relatives aux i—1 
urnes, est [1.2.5...(z—1)]'~*; c’est le nombre des cas dans lesquels 
Ja premicre couleur est tirée la premicre a la fois de toutes ces 
urnes ; et comme il y a »~ couleurs, on aura 

Jt ee Gon ae .(n—1)]}'7 

pour le nombre des cas dans lesquels une couleur au moins arri- 
vera a son rang dans les tirages des z— 1 urnes. Mais il y a dans 
ce nombre, des cas répétés : ainsi les cas ou deux couleurs arrivent 
a leur rang dans ces tirages, sont compris deux fois dans ce 
nombre ; il faut donc les en retrancher. Le nombre de ces cas est , 
par ce qui précede , 

ae 22.5. 66+(——2) |: 

en le retranchant du nombre préc¢édent, on aura la fonction 

a Ee bec ae (aa) Ee) 12.5.0.5(2—2) |". 
2 

Mais cette fonction renferme elle-méme des cas répétés. En con- 
tinuant de les exclure , comme on la fait ci-dessus relativement a 
une seule urne; en divisant ensuite la fonction finale, par le nombre 
de tous les cas possibles, et qui est ici [1.2.3....”]-'; on aura 
pow la probabilité qwvune des »—41 couleurs au moins sortira 

\ 

a 
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a son rang dans les i—1 tirages qui suivent le premier , 

1 1 1 
no ~~ 3,9... (n—1) / Re 1.2.3.[n.(n—1).(n—2)]— Cees 

expression dans laquelle il faut prendre autant de termes qu’il y a 
dunités dans n. Cette expression est donc la probabilité quau 
moins une des couleurs sortira au méme rang dans les tirages 
des i urnes. 

10. Considérons deux joucurs 4 et B, dont les adresses soient 
p et q, et dont le premier ait a jetons, et le second, & jetons, 
Supposons qu’a chaque coup, celui quiperd donne un jeton a son 
adversaire, et que la partie ne finisse que lorsqu’un des joueurs 
aura perdu tous ses jetons; on demande la probabilité que Pun 
des joueurs, 4 par exemple, gagnera la partie, avant ou au ni” 
comp. 

Ce probléme peut étre résolu avec facilité par le procédé sui- 
vant qui est en quelque sorte, mécanique. Supposons 6 égal ou 
moindre que a, et consid¢rons le développement du binome (p-+g)’. 
Le premier terme p’ de ce développement sera la probabilité de 4 
pour gagner la partie au coup J, On retranchera ce terme, da dé- 
veloppement, et ’on en retranchera pareillement le dernier terme 
«°. Si b-=a; parce qu’alors ce terme exprime la probabilité de B 
pour gagner la partie au coup J. Ensuite on multipliera le reste 
par p-+q. Le premier terme de ce produit aura pour facteur p’.g, 
et comme l’exposant 5 ne surpasse que de 6-~1 l’exposant de gq, 
il en résulte que la partie ne peut pas etre gagnée par le joueur 4, 
au coup 6 -+1, ce qui est visible d’ailleurs; car si 4 a perdu un 
jeton dans les 6 premiers coups, il doit, pour gagner la partie 
gagner ce jeton plus les 4 jetons du joueur B, ce qui exige b-+-2 

coups. Mais si «== 6-+ 1, on retranchera du produit, son dernier 

terme qui exprime la probabilité du joueur B pour gagner la partie 

au coup b-+1. 
On multiplicra de nouveau ce second reste, par p-+gq. Le pre- 

micr terme du produit aura pour facteur p’*".g, et comme Pex- 

posant de p y surpasse de & celui de g, ce terme exprimera la 

probabilité de 4 pour gagner Ja partie au coup 6 +2. On retran- 

a9 
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chera pareillement du produit, le dernier terme , si ?exposant de g 
y surpasse de a celui de p. 

On multipliera de nouveau ce troisi¢me reste, par p-+ q, et on 
continuera ces multiplications jusqwau nombre de fois z — 6, en 
retranchant a chaque multiplication, le premier terme, si ’expo- 
sant de p y surpasse de 6, celui de g, et le dernier terme, si 
Yexposant de g y surpasse de a, celui de p. Cela posé, la somme 
des premiers termes ainsi retranchés, sera la probabilité de 4 

pour gagner la partie, avant ou au coup 7; et la somme des der- 
niers termes retranchés sera la probabilité semblable relative au 
joucur B. 

Pour avoir une solution analytique du probléme, soit yz 3, la 
probabilité du joueur 4 pour gagner la partic, lorsqu’il a x jetons, 
et lorsqwil n’a plus que x’ coups a jouer pour atteindre les z coups. 
Cette probabilite devient au coup suivant, OU Y244,2/—-1) OUYe—1,2/—15 

suivant que le joueur 4 gagne ou perd le coup; or les probabilités 
respectives de ces deux événemens sont p et g; on adoncl’équation 
aux differences partielles , 

IM 2,21 = P Va+1,2/—1 ade q Vr—1,2/—1 

Pour intégrer cette équation, nous considérerons , comme précé- 
demment, une fonction w de ¢ et de z' génératrice de y,,,,, ensorte 
que yz,z, soit le coefficient de 1*¢’” dans le développement de cette 
fonction. En repassant des coefficiens, aux fonctions géneratrices , 
Péquation précédente donnera 

usu.(F ae git’) ; 

dou Pon tire 

par conséquent 

ole 

ce qui donne 

FoF GS Vas —4p9) 5 



ca 
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vp u 1 1 2 
ag Ol (SiG os Syne siey/ t. 2 (2p)? 0” Go 2 ipq ) A 

Cette Cquation peut ¢tre mise sous la forme suivante , 

donc 

a oe u 

ott |. (Sp) et 

G+ Va res Vino ee 
el janet a aes PtV nna) —G GV 7a —4pq)" 

Vieni ee ER tara, | 

° , Cs 1 

L'expression précédente de >, donne 

ob \/3,— dpg = 2 — 
on a done 

mr =a Let Va—4p0 + (—-Vn—) 

; oe dara Xa G+Vn—or) — G-Vanory Ta py e Vi 
1 3 4Pq 

sous cette forme , ’ambiguité du signe = disparait. 

Maiutenant si Pon repasse des fonctions génératrices a leurs 
coefficiens , et si Pon observe que y.,., est nul, parce que le 
joueur 4 perd nécessairement la partie , lorsqu’il n’a plus de jetons; 
Péquation précédente donnera , en repassant des fonctions géné- 
ratrices aux coefficiens , 

sl ~ 

1 

V 2,21 2° pe 
a 

<A ay i epee ay, r+z2/—3" * A EXEHFO.Y, cp 2'—ar—r Fle. }, 

la série du second membre s’arrétant lorsque x—2r—1 a une 
. si 1 

valeur négative. X°-”, X¢-®, etc., sont les coefficicns de a=» 
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1 
5, ctc., dans le développement de la fonction 
y4-3 

(14/40) —(G— Vn). 
1 

We — 4pq 

Si Pon nomme uw’ le coefficient de ¢* dans le développement de z, 

w' sera une fonction de ?z' et de x , génératrice de y,,.,- Si ’on nomme 

parcillement Z” le coefficient de ¢ dans le développement de w, le 

Cate) 

produit de i par la fonction (7), sera la fonction génératrice 

du second membre de l’équation précedente; cette fonction est donc 
égale a wu’. Supposons x =a~-+d, alors y,,,, devient y.45,2/, et cette 

quantité est égale a Punité; car il est certain que 4 a gagné la 
partie, lorsqu’il a gagné tous les jetons de B; w' est donc alors la 
fonction génératrice de Punité; or x’ est ici zéro ou un nombre pair, 
car le nombre des coups dans lesquels 4 peut gagner la partie, est 
égal a 6 plus un nombre pair: en effet, 4 doit pour cela gagner 
tous les jetons de B, et de plus il doit regagner chaque jeton qu’il 
a perdu, ce qui exige deux coups. Ensuite 7 exprimant un nombre 
de coups dans lequel 4 peut gagner la partie, il est égal a 4 plus 
un nombre pair; «’ étant le nombre des coups qui manquent au 
joueur 4 pour arriver a 7, est donc zéro ou un nombre pair. De 

1 
la il suit que dans le cas de x =a-+, w’ devient ——,; on a 

i 2 

donc 
ie 

1 
— 

PN 

1 Ve a+b 1 a+b 

ro kat 73479 ) —(;- a 4Pq ) inog’ 
ee ee a pet eee 

ya API 

ce qui donne Ia valeur de 7’. En la multipliant par la fonction (2) 
divisée par 2*.p*—", et dans laquelle on fait x =a, on aura la 
fonction génératrice de vy, égale a 

2°. pt”? (a+ V1—fpq.t? )*—(— Vi arg. el 

(=) 10+Vicae PP n Vici yy ©) 
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Dans le cas de a = 3, elle deyvient 

at otal 

(0). [0+ V1 4pq.87)4 1 — V1 pg.) 

En développant la fonction 

G+ Vip +0— Vira ty, (9) 
suivant les puissances de ¢’*; le radical disparait, et le plus haut 
exposant de ¢’ dans ce développement, est égal ou plus petit que a. 

Mais si l'on développe (1 — V1 — 4pq.#*)* suivant les puissances 
de z’*, le plus petit exposant de ¢’ sera 2a; la fonction (q) est donc 

égale au développement de (1 +- YW1— 4pq.¢’*), en rejetantles puis- 
sances de ¢ supériecures a a. 

Maintenant on a, par le n° 3 du premier Livre, 

a—3) gt (a4) .(a—5) a. 
2° 1 —a.d : ot? ‘ 

ga = 1.2 1c Qo a’ etc. , 

x étant celle des racines de léquation 

& 

qui se réduit a Punité, lorsque « est nul. Cette racine est 

1+ V1 — 4a, 
———_ 

en supposant donc a==pq.t’, on aura 

(ab V1 — pg. 2)" 
=) a.(a—4) .(a—5) 

— ee {ima pq. tp e{a. se BG Rie en ES ae -P'q’.t*-betc.} ; 

on aura ainsi, 
Cee el Ss 

(FY 1 —4pq.07)* + (1 — V1 = 4g.) 
a Jt! 

ue Cae ee —5) 
1—a. pq. —— ek is: -P'q?. t+ ete. 
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la séric du dénominateur étant continuée exclusivement jusqu’aux 

puissances de ¢’ supérieures a a. Ce second membre doit ¢tre, 

par ce qui précéde, divisé par 1—+¢'*, pour avoir la fonction ge- 

nératrice de 7.,.-; la quantité y, ., est donc la somme des coefficiens 

des puissances de 7’, en ne considérant dans le développement de 

ce membre, par rapport aux puissances de 7z’, que les puissances 
égales ou inférieures a x’. Chacun de ces coefficiens exprimera 

la probabilité que 4 gagnera la partie au coup indiqué par lexpo- 

sant de la puissance de 7’. 
Si Yon nomme z; le coefficient correspondant a ¢'***, on aura 

géncralement 

a.(a—3) 
a as pg si. etc. 3 O24. pq Zia 

d’ou il est facile de conclure les valeurs de z,, z,, etc., en obser- 
vant que z_,, z_,, etc. sont nuls, et que z,==p*. La valeur de z; 
étant égale a y, 4.1, on aura celles de 7.35 Vee+05Je,a+45 etc. L’é- 

quation aux différences partielles a laquelle on est immédiatement 
conduit, se trouve ainsi ramenée a une €quation aux différences 
ordinaires qui détermine, en Vintégrant, la valeur de y,,.,. Mais 
on peut obtenir cette valeur par le procédé suivant qui s’applique 
au cas général ou a et & sont égaux ou différens entre eux. 

Reprenons la fonction génératrice de y,., trouvée ci-dessus ; 

Ye,2 St le coefficient de ¢2/—* dans le développement de la fonction 

P 
2 PG ais? 

en supposant 

PaO tM =o. 0 Vi epg 
V1 — 4pq.t® ; 

O= G+ VT = fog.) = (1 —V1 —4pq.t)** 

Vi —4pq.t# ; 
Il résulte du n* 5 du premier Livre , que si on considére les deux 
termes 

2 P 
oyu 1? eee ee 

ar LO (me's). oie 
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que lon fasse ensuite successivement ¢’= 1 et ¢/=—1 dans le 
premier: terme, et ¢’ égal successivement a toutes les racines de 
Péquation Q= 0, dans le second terme; lasomme de tous les termes 
que l’on obtient de cette maniére, sera le coefficient de ¢’, dans le 
développement de la fraction 

P 
Ortrier2) 

Ce que le premier terme produit dans cette somme est 

t— 9% 

2°. ( pr qty’ 

Pour avoir les racines de ’équation Q==o, nous ferons 

1 
? = —_—_—_—-;; 

2 pq.cos ad 
cc qui donne 

= (cos@ +{/—t.sin a@)t+>__. (cos @ — V1 .sino Deiat 

=. VY —1.sin a.(cus we? , 
ou 

Os 2.sin(a+b).@ 

— sinew. (cos #2" 

Les racines de ’équation Q =o sont donc représentées par 

Cis rd 

Oa aoe 

r €tant un nombre entier positif qui peut s’étendre depuis ro 
jusquva r=a-+-b— 2. Lorsque a-+-b est un nombre pair, } 7 
est une des valeurs de @; il faut ’exclure , parce que cos @ de- 
venant nul alors, cette valeur de @ ne rend pas Q nul. Dans ce 
cas , 'equation Q=o n’a que a+6—2 racines; mais comme le 
terme dépendant de la valeur w =i 7, est multiplié dans l’expres- 

(1). 
a+b 

conserver la valeur de r qui donne # = 7, puisque le terme qui 
lui correspond dans l’expression de y,,., disparait. 
Maintenant on a 

dQ __ fdQ\ dw 

dt —\da/)* di? 

sion de 7.,2,, par une puissance positive de cos , on peut 
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dou lon tire, en vertu de Péquation sin (a+-b).@=0, 

dQ __4.(a+). V pq.cos (r-1).7 4.(a+b). Vpq.(—1y" 
dt ee -=\ro—-3SCS~S~S~ MS Se ee ae sin’@. (cos @)*t?—% ~~ sinter. (cos @)eto-3—? 

le terme 
cat DD 

aro 
SRN /9i-f41 (1—t').t fore 

devient ainsi, en observant que 

et 2.sinag@ 

~~ sin @ (cos @)4—! ? 
(r-+1) ar (cos (r-++1) __ 

a+b ~° a+b 

(a+) .(p*—2pq. cos es =f 7) 

(a1) at (pg) sin .sin 

3 (4) 

la somme de tous les termes quel’on obtient , en donnant a r toutes 
les valeurs enti¢res et positives, depuis r==ojusqu’a r==a-+-b—2, 
sera ce que produit la fonction 

= P . 

ie) o 
wc 143 5 VateI Ne Crews fo) at ae 

nous désignerons cette somme par la caractéristique S placée devant 
la fonction (A). 

Si Pon fait r’+-1=a-+-b—(r-+1), on aura 

sin Cry sin a : 

cos Ct cos ti}7 ; 

cos te === C08 ——— at) — 

sin EO (1) sin CED, 

De la il est facile de conclure que dans la fonction (%), le terme 
relatif 4 r--1 est le méme que le terme relatif a 7/4. 1; 0n peut 
donc doubler ce terme, et n’étendre alors la caractéristique S$ 
quaux valeurs de r comprises depuis r= o jusqu’a 7 = ss ; 

2 

Si 
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Si a-+-6 est pair, ou r= Sis sia-+b est impair. Cela posé, 
on aura en observant que 

: a ar pg +1).b9 
sin =(—1) sin 

Sesh Cees kee ce oe 
te ixP hee ap 

‘ 2 (71) .7 (r+1).bx (r-b1).\ b+ 
ig RTT ai ip sin Sas RY cos rh 

a ZOE. . 
p*— 2pq .cos Oe tg * 

En changeant a en b, p en q, et réciproquement, on aura la pro- 
babilité que le joueur B gagnera la partie avant le coup a+-2i , 
ou a ce coup. 

Supposons a= 6; sin “8 meee -< deviendra sini.(r+-1).%. Ce 

sinus est nul, lorsque r+-1 est pair ; il suffitdonc alors de considérer 
dans l’expression de y.,.4.:, les valeurs impaires de 7 +-1. En les 

exprimant par 2s-+-1, et observant que sin CoP )t ss 
on aura 

Pe ae sioner EAU. Pe a,a+al p?+ ge a 

(—1)*.sin (2s-+1).7 (cos ery 

x S.¢———____*_~__*8 
Pp’ — 2pq.cos ————— Gre ee +q 

2s++ 1 devant comprendre toutes les valeurs impaires contenues 
dans a — 1. 

Si Pon change dans cette expression, pen g, et réciproquement , 
on aura la probabilité du joueur B pour gagner la partie en a--2i 
coups. La somme de ces deux probabilités sera la probabilité que 
la partie sera finie aprés ce nombre de coups; cette derni¢re pro- 
babilité est donc 

be felt (—1)*.sin 
(2s--1).7 (cos (2s-+1) a\*t 

1 — 2. (p+-q')-@9)""".S - =< 
p’—2pq.cos oe +q 

30 
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Si les adresses p et g sont égales, cette expression devient 

oS ye at2i-+-1 

(—17'. (cos AY" 
2a 

. (as+1).9 

2a 

2 
ee eee 

a 

Lorsque a-+ 2: est un grand nombre, on peut en conclure dune 

mani¢re fort approchée , le nombre de coups nécessaire pour que 

la probabilité que la partie finira dans ce nombre de coups, soit 
3 4 . la 1 

égale @ une fraction donnée ;. On aura alors 

: (2s—-1).7 atci-+l 

- - (—1) (cos en oi eae | vals ure. 

ae. . a SP oe eee — sacar es 

a Ane (2s+1).7 \ k 

2a 

a-+oi étant supposé un trés-grand nombre fort supérieur au nombre 
a, il suffit de considérer le terme du premier membre qui corres- 
pond a s nul, et alors on a 

at 2-1 = 

ces logarithmes pouvant étre 4 volonté hyperboliques ou tabulaires. 

Si dans les formules précédentes, on suppose a infini, 4 restant 
un nombre fini; on aura le cas dans lequel le joucur .4 joue contre 
le joueur B qui a primitivement le nombre & de jetons, jusqu’a 
ce quil ait gagné tous les jetons de B, sans que jamais cclui-ci 
puisse gagner 4, quel que soit le nombre des jetons qu’il lui gagne. 
Dans ce cas, la fonction génératrice (0) de y,,., se réduit a 

akon? sel? 

(1 — 04). + V1 — dpq. tf?’ 

car alors (1— V1 — 4pg.t?)* et (1 — V1 — 4pq.t?)** déve- 
loppes , ne renferment que des puissances infinics de ¢’, puissances 

5 ° (4 . . 1 ° que Yon doit négligcr , quand on ne considére qu’un nombre fini 
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de coups. On a par ce qui précede 

(1 + Vi — 4pq.t*)> 
; 1+b.pq. pee Soa p gp 4g 2 OF4)- eer Seed Fe 53 1 

oe oe erin b.(b+i+1). obits) A eal iraD pig. Lee 

oe o* pt? ; 
En multipliant ce second membre par : P le coefficient de 

"ov 

zeta sera 

pr.{ats. pila eae einen ain eer Cot). Oka one i 
Ee 

ier 

cest la valeur de y,3,., ou la probabilite que 4 gagnera la partie 
avant ou au coup b-+ 21. 

Cette valeur serait trés-pénible a réduire en nombres, sib et 22 
étaient de grands nombres; il serait surtout trés-difficile d’obtenir 
par son moyen, le nombre de coups dans lesquels 4 peut parier 
un contre un de gagner Ja partie ; mais on peut y parvenir faci- 
lement de cette maniere. 

Reprenons la formule (H) trouvée ci-dessus. Dans le cas de a 
infini, et p étant pupae: égal ou plus grand que gq, si l'on y sup- 

pose —— —— Ras, et = - = d9, elle devient 

ob tatty o.(pg)* fes 29.sin bg. (cosg)>+*% 

™ ‘J p'=2pq.cos2p-+ qe? 
lintegrale devant étre prise depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ =! 7. Dans le 
cas de p moindre que g, la méme expression a lieu, pouryu que 

Yo,b+3i — t es 

b 

Pon change le premier terme 1, dans a 

Si p= q, cette expression devient 

p= iy es sin bg .(cos @)>++t 
wT sing , 

Pintégrale étant prise depuis @ nul jusqu’a ¢= 7. Supposons 
maintenant que 6 et i soient de grands nombres. Le maximum de 
la fonction 

Q. (cos @ pres: 

sin @ 
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répond i a’ @==0;ce qui donne 1 pour ce maximum. La fonction 

décroit ensuite avec une extréme rapidité, et dans lintervalle ou 

elle a une valeur sensible , on peut supposer 

log sin? = log @ +-log (1 — 4 9") = loggp—z.0’, 

log (cos 9)'+*4*== (b-+2i-+1). log (1— 5. + 34-9*) 
we (b-+-21+1) oo (eT!) os, 

2 12 

ce qui donne, en négligeant les sixiémes puissances de 9, et ses 
quatri¢mes puissances qui ne sont pas multiplices par 6--27-+1, 

log a oust ane! loge ay) (b-+-21-+3) oe (b + 2i+-3) 0; 

sin @ 2 12 

en faisant donc 
2 O+ 21 +3 
— ; : 

on aura 

(+) (cosg)ititt ase she 

nee = Q f ? 
partant, 

; : do. i, ot 
d@.sin bg.(cos g) ++! ( ) aug 

fee Se = aed .sin b9.67279?, 

Cette derniére intégrale peut étre prise depuis ? = 0 jusqu’a @ in- 
fini; car elle doit étre prise depuis ¢=o0 jusqu’a @=:7; or a 
étant un nombre considerable , c—*+* devient excessivement petit, 
lorsqu’on y fait ¢=47, ensorte qu’on peut le supposer nul, vu 
Pextréme rapidité avec laquelle cette exponentielle diminue , lorsque 
® augmente. Maintenant ona 

Bis pees ae ‘) 
jieslacn = .Sin £0 .c—°% = fdp. —F.¢! COS bP .c° 479" ; 

ona ailleurs par le n° 26 du premier Livre , 
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SdQ.cos b6@.c-V 9 = Me oe 

Ste 
Va di.c — 

4 —42o2 —— = SO*.d®. cos b@. c-4?= eres 

d’ou Pon tire, en supposant 

b? 3 

fdg.sinb - (cos g)*¥*! ee es cy Me A ray 4 

Ainsi la probabilité que 4 gagnera la partie dans le nombre ++ 2i 
de coups, est 

1 Fe [ sae. qt — 
rT 

+37) ], 

Pintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a t= 7', 7* étant égal 
b? 

4a 

Si on cherche le nombre des coups dans lesquels on peut parier 
un coutre un que cela aura lieu, on fera cette probabilité égale 
ai, ce qui donne 

a 

seth 

fat.c“= ue pines (1— 5 7"). 

Nommons 7” la valeur de ¢, qui correspond a 

fat.c—* =; 

et supposons 
fhe hel hele may 

q ¢tant de Yordre +. L’intégrale /dt.c~” sera augmentée a trés- 
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peu pres de g.c~7”; ce qui donne 

By 42 Tigi 2 
qc = Ba2 teas ahs) 

on aura donc 
Ts Tt" OE ie eos 

Ayant ainsi 7? aux quantités prés de Vordre — , ’équation 
a* 

: b? 
2a* = b+ 2i-+ FS oh 

sez \ 1 
donnera, aux quantités pres de lordre —, 

a 

: b? en « 
b+ ta ET. 

Pour déterminer la valeur de 7’*, nous observerons quici 7” est 
plus petit que; ; ainsi l’équation transcendante et intégrale 

fit.cm = VE, 

peut étre transformeée dans la suivante , 

ihe. pqinew ANE. ig FT BY Phy Sel As Pe TOE 5 Tg Dh ete 

En résolyant cette équation, on trouve 

T'* = 0,2102497. 

En supposant b= 100, on aura 

b+ 2i = 25780,14. 

Il y a donc alors du désavantage a paricr un contre un, que 4 
gagnera la partie dans 25780 coups, mais il y a de lavantage a 
parier qu'il la gagnera dans 23781 coups. 

11. Un nombrez-+- 1 de joueurs jouent ensemble aux conditions 
suivantes. Deux d’entre eux jouent d’abord, et celui qui perd se 
retire apres avoir mis un franc au jeu, pour n’y rentrer qu’apr¢s 
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que tous les autres joueurs ont jouc; ce qui a lieu généralement 
pour tous les joueurs qui perdent, et qui par la deviennent les der- 
niers. Celui des deux premiers joueurs qui a gagné, joue avec le 
troisicme , et s'il le gagne, il continue de jouer avec le quatriéme, 
et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il perde, ou jusqu’a ce quwil ait gagné 
successivement tous les joueurs. Dans ce dernier cas, la partie est 
finie. Mais si le joueur gagnant au premier coup, est vaineu par 
Pun des autres joucurs, le vainqueur joue avec le joueur suivant , 

et continue de jouer jusqu’a ce quil soit vaincu, ou jusqu’a ce 
quil ait gagné de suite tous les joueurs; le jeu continue ainsi 

jusqu’a ce qwil y ait un joueur qui gagne de suite tous les autres, 
ce qui finit la partie, et alors le joucur qui la gagne, emporte tout 
ce qui a été mis au jeu. Cela pose, 

Deéierminons Vabord la probabilité que le jeu finira précisément 
au coup x; nommons z, cette probabilitc. Pour que la partie finisse 
au coup x, il faut que le joueur qui entre au jeu au coup x—r+1, 
gacue ce coup et les 2 — 1 coups suivans; or il peut entrer contre 
un joueur qui n’a gagné qu’un seul coup:en nommant P la pro- 

“ye , 4 vf P Le ind , 

babilité de cet événement , =| sera la probabilité correspondante 

que la partie finira au coup x. Mais la probabilité z,_, que la partie 
ee P : ; 

finira au coup x—1, est evidemment ——. Car il est nécessaire 

pour cela qu’il y ait un joueur qui ait gagné un coup, au coup 
ax —n-+1, et quijouant a ce coup, le gagne et les »—2 coups 
suivans; et la probabilité de chacun de ces événemens étant P et 

1 ore, 7 Pe r 18; 
—=—, la probabilité de lPévénement compose sera —— ; on aura 
2 2 t 

d es P la 

one Z,.=F=7> et par consequent, 

3.z,_, est donc la probabilité que la partie finira au coup «, rela- 
tive a ce cas. 

Si le joucur qui entre au jeu au coup x—n-+ 1, jouc a ce coup 
contre un joueur qui a déja gagné deux coups; en nommant P’ la 

/ 

probabilite de ce cas , - sera la probabilité relative a ce cas, que la 
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partie finira au coup x. Mais on a 

Pp 

QaK aioe Zr—s ; 

car pour que la partie finisse au coup x—2, il faut qu’au coup 

x—n-t+-1i,Vun des joueurs ait déja gagné deux coups, et qu'il gagne 

ce coup et les » —3 coups suivans. On a donc 

*..22-, est donc la probabilité que la partie finira au coup «, 

relative 4 ce cas; et ainsi de suite. 
En rassemblant toutes ces probabilités partielles, on aura 

J 1 1 1 

Bee Za be ema bh or hese Sat Peng 

La fonction génératrice de z, est, par le premier Livre, 

ou 
a(t). (2 —#) 

t 
Tee hapa ot 

Pour déterminer )(¢), nous observerons que la partie ne peut finir 

au plus tot qu’au coup 7, et que la probabilité pour cela est —— on ? 

car il faut que le vainqueur au premier coup, gagne les n —1 coups 

suivans ; [(t) ne doit donc renfermer que la puissance nde t, et ——> 
gn 

doit étre le coefficient de cette puissance; ce qui donne | (¢) = a 

ainsi la fonction génératrice de z, est 

1 
a *.(2—t) 

ae ae e ee oat 

1—t-+ de 

La somme des coefficiens des puissances de ¢ jusqu’al’infini, dans 
le développement de cette fonction, est la probabilité que la partie 

doit 
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doit finir aprés une infinité de coups; or on a cette somme en 
faisant ¢==1 dans la fonction, ce qui la réduit 4 l'unité; il est donc 
certain que la partie doit finir. 

On aura la probabilité que la partie sera finie au coup x ou avant 
ce coup, en determinant le coefficient de ¢* dans le developpe- 
ment de la fonction précédente , divisée par 1 — ¢; la fonction gé- 
nératrice de cette probabilité est donc 

1 
— n = <= 1 .(2—¢) 

—— 
a=. —t+ 5.1) 

Donnons 4 la fonction génératrice de z,, cette forme 

i t".(2—t) "get gil 

ie ey th) Wey ae Gz = —ete.); 

le coefficient de ¢ dans 2-02") est 
a™.(1—t) 

—rn-+-1).(e—ra+ eae alae =. (oriove2 Gaeatia Bt Gamscaceee Sos a aS aS =) (e—rn--ar—s); 

on a donc 
Ese 1 (ant) Eas candy a (ae —5n4-4) 

ot rar = 

sf eeoierh dale omits) (x—4n-+-6) +-etc. , 

expression qui nest relative qu’a x plus grand que 7, et dans laquelle 
il ne faut prendre qu’autant de termes quil y a dunités enticres 

dans le quotient = : lorsque =n, on a z,= ==; 

En dévcloppant de la méme mani¢re la fonction génératrice de la 
probabilité que la partie finira avant ou au coup x, on trouvera 
pour l’expression de cette probabilité, 

x—n--+oa (xa—o2n +1) 

2% Wee Dee 
(w—an-+4) 

BOSS) Om Ae Seba, 
EO SE INOR IE 

cette expression ayant lieu dans le cas méme de «=n. 
51 
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Déterminons maintenant les probabilités respectives des joueurs 

pour gagner la partie au coup x. Soit y.. celle du joueur qui a 

gagné le premier coup. Soient y1,25 Ys,25+ + Va—r,2 celles des joueurs 

suivans, et y,,, celle du joueur qui a perdu au premier coup, et 

qui par la est devenule dernier. Désignons les joueurs par (0), (1), 

(2),...(n—1), (n). Cela posé, la probabilité y,, du joueur (7) 
devient y,_,,—,,Si au second coup le joueur (0) est vaincu par le 

joucur (1); car il est visible que (r) se trouve alors, par rapport 
au vainqueur (1), dans la méme position ou était (7 — 1) par rap- 
port au vainqueur (0) : seulement, il y a un coup de moins a jouer 
pour arriver au coup «, ce qui change x dans «—1. Présentement 
la probabilité que le joueur (0) sera vaincu par (1) est $; ainsi 
2,y,,,-, eStla probabilité du joueur (7) pour gagner la partie au 
coup x, relative au cas ou (o) est vaincu par (1). Si (0) n’est vaincu 
que par (2), y,,2 devient y,2.,.~-., et la probabilité de cet événement 
étant £, ona+t.y,_,2—, pour la probabilité du joueur (7), de gagner 
la partie au coup 2, relative ace cas. Si le joueur (0) n’est vaincu 
que par le joueur (7), y,,. devient y..-,, et la probabilité de cet 
la wh 1 P . . af ole. ° : 

éycnement est >; ainsi [.y.,2-, est la probabilité du joueur (7) 

pour gagner la partie au coup x, relative a ce cas. Si le joueur 
(o) nest vaincu que par le joueur (r-++1), y,, se change dans 
Yn—-1,r-r-.3 car alors le joueur (7) se trouve, par rapport au 

vainqueur , dans la position primitive du joueur (”—1) par rap- 
port au joueur (0): seulement il ne reste que 2—r—1 coups a 
joucr pour arriver au coup «. Or la probabilité que (o ) ne sera 

vaincu que par le joueur (7+-1), est =i aac: Vniaieszegest done 

la probabilité de (r) pour gagner la partie au coup «x, relative a ce 
cas. En continuant ainsi, et rassemblant toutes ces probabilités par- 
ticlles, on aura la probabilité enti¢re y,, du joueur (7) pour gagner 
la partie ; ce qui donne l’équation suivante, 

pele ae 1 1 1 

RE aed = Vi-3,6—1 “{- 22 Vr—s,2—2 ses) “- ‘or’ Yozark orrt Vn—1 z—r—7 

1 1 

ate grta *Vn—s,c—1—a os i gta SV e+3,2—npae 
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Cette expression a licu depuis r==1 jusqu’a r==n—2. Elle donne 

243 

1 1 ; 1 1 

a N12 Pre ae eet 3 Vr—-3,2—3° 28 ss go rjc—e 

Fn retranchant cette équation, de la précédente; on aura celle-ci 
aux differences partielles , 

1 

Vie Yra2a PE eV 12-0 0; (1) 

cctte équation s’étend depuis r= 2 jusqu’a r=n— 2. 

On a, par le raisonnement précédent , les deux équations 

suivantes , 

1 

gat ones 
t 1 

Ya 2d n—3,2—1 or Vn—3,2—" ee ot 

Mais lexpression précédente de y,, donne 

1 1 1 1 

2 a,c 52 a—3,2—2° , ety. — Yorn 5a “Yn—1,2—8 5 

En retranchant cette équation de la précédente , on aura 

1 — . 

Va-i,2 — Vn—s,2—1 + pe a1 en O: 

ainsi ’équation (1) subsiste dans le cas de r==n—1. 

Le raisonnement précédent conduit encore a cette équation 

1 1 1 

Vaye ea A el OY + 2 as, c—0e a es a grat tse te 9 

ce qui donne 
M 1 estos 

PL eI, n—It,g—a°*¢ + a ca 

En retranchant cette équation, de celle-ci que donne l’expression 
génerale de y.,2, 

I 1 1 i 

I 1,2 Foe ge (n—1,2—0° eee =i Q"-t Ve,c—a+19 
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et faisant , (Yoa-hVn,2) =Yo,z; ON aura 

¥Vs,3 TYo2a0 - ioe 

L’équation (1) subsiste donc encore dans le cas méme de r=1, 

pourvu quel’on y change y.,. dans y.,. On doit observer que Waa 
est la probabilité de gagner la partie au coup x, de chacun des 
deux premiers joueurs, au moment ou le jeu commence; car cette 

probabilité devient, apres le premier coup, y.,2 OU Ys,2, Suivant 
que le joueur gagne ou perd, et la probabilité de chacun de ces 
éyénemens est 3. 

Maintenant, la fonction génératrice de léquation (1) est, par le 
n° 20 du premier Livre, 

—20 __, (a) 
PIE oe ay 

t étant relatifa la variable x, et ¢’ étant relatif a la variable r, 
ensorte que y,. est le coefficient de ¢''t* dans le développement 
de cette fonction; @(t) est une fonction de ¢ quwil s’agit de dé- 
terminer. 

Pour cela, nous ferons 

T= Be cia Joo 
155 So? 

1+ anak 

la fonction génératrice de y,; sera le coefficient de z” dans le dé- 
veloppement de la fonction (a); elle sera donc 

Olt). LD '22¢ 

la probabilité que la partie finira précisément au coup x, est évi- 
demment la somme des probabilités de chaque joueur pour la gagner 
a ce coup; elle est donc 

2V.,2 + Vi,2 sro $48 Vn 10) 

par cons¢quent la fonction génératrice de cette probabilité est 

D.0(t).(2-tT+e7?....- eT), 
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ou 

—iT— iy T.o j.———_ —. 

En Pégalant ala fonction génératrice de cette probabilité, que nous 
avons trouvée ci-dessus, et qui est 

I 
gah (21) 

1 ? 
== i 1 Jara 

on aura 

=. (2—1).( 1—tT) 
ih tien Reet aha 

T.(2—1T — PT") (: —t+aur) 

Ainsi la fonction géneératrice de l’équation (1) aux differences par- 
tielles , est 

(221). eT) 

T.(a—tT—0T").(1 —t+ x) .(1 — whe) 

la fonction génératrice de y,. est donc 

sett (21). (tT). T* 

(2—1T—2T") 1€ —t+—.1") 

Le coefficient de ¢* dans le développement de cette fonction , est 
la probabilité du joueur (r) de gagner la partie au coup x. On pourra 
ainsi déterminer cette probabilité par ce développement. La somme 
de tous ces coefficiens jusqu’a x infini, est la probabilité du joueur 
(r) de gagner la partie; or on a cette somme, en faisant t—=1 

dans la fonction précédente, ce quidonne 7’ = ; Nommons 
on 

1+ 2"? 

p cette dernicre quantité, et désignons par y, la probabilité de (r) 
de gagner la partie, on aura 

AG geal 5 
Ji 2 p—P 
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Cette expression s’étend depuis r==o jusqua r==n—1, pourvu 

quwon y change y, dans y,,y. exprimant la probabilité de gagner 
la partic, des deux premiers joucurs au moment ou ils entrent 
au jeu. 

' Maintenant, chaque joueur perdant deposant un franc au jeu, 
déterminons lavantage des différens joueurs. Il est clair qu’apres 
zx coups , il y avait x jetons au jeu; Pavantage du joueur (7) relatif 
a ces x jetons, est le produit de ces jetons par la probabilité y,, 
de gagner la partic au coup 2x; cet avantege est donc x.y,,. La 
valeur de x.y, est le coefficient de ¢*—’.dé dans la différentielle 
de la fonction génératrice de y,3; en divisant donc cette différen- 
ticlle par dt, et en y supposant ensuite ¢==1, on aura la somme 
de toutes les valeurs de x.y, jusqu’a x infini; cest Pavantage du 
joueur (7). Mais il faut en retrancher les jetons quil met au jeua 
chaque coup qu'il perd; or y,, étant sa probabilité de gagner la 
partie au COUP 25°2".7-<—n41 SOLO Sa probabilité d’entrer au jeu, 

au coup x—n-+1, puisque cette derni¢re probabilité , multipliée 

par la probabilite = quil gagnera ce coup, et les 7—41 coups 

suivans est sa probabilité de gagner la partie au coup x. En suppo- 
sant donc quwil perde autant de fois qu'il entre au jeu, la somme de 
toutes les valeurs de 2".y,,_,.4, jusqu’a x infini, serait le désavan- 

tage du joucur (7); et comme la somme de toutes les valeurs de 
Yrz2—n41 est Egale a la somme de toutes les valeurs de y,,, ou a 

n a td Z 2 

Yr, OD aurait 2".7,, ou oP pour le désavantage du joueur 

(r). Mais il ne perd pas chaque fois qu’il entre au jeu, parce qu’il 
peut entrer au jeu et gagner la partic; il faut donc oter de 2”.y,, 
la somme de toutes les valeurs de y, ou y,, et alors le désavantage 

de (r) est Pomel Eo) St )-P' Pour avoir Pavantage enticr de (7), il 

faut retrancher cette dernicre quantité, de la somme des valeurs 
de x.y,,.; en désignant donc par S cette somme, Payantage du 
joueur (7) sera 

Cpe (2? 1) Se ps 

ae pry 

S etant, comme on la yu, la différentielle de la fonction généra~ 
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trice de y, . divisce par dt, et dans laquelle on suppose ensuite f=1. 
Dans cette supposition, on a 

dT 
=P; F=—p-—p). 

Désignons par Y, lavantage de (r), on trouvera 

1—7 mh ten. — ea eS >. p{a-—p). r+? +n.(i—p)-p* ea. 

erry 2—p—p" 

Cette €quation servira depuis yo jusqu’a r—=n—1, pourvu 
que l’on y change Y, dans Y,, Y, étant Pavantage des deux pre- 
muers joueurs , au moment ou ils entrent au jeu. 

Si au commencement de la partie, chacun des joueurs dépose 
au jeu une somme a; Vavantage du joueur (7) en sera augmenté 
de (n-+-1).a, multiplié par la probabilité 7,, que ce joueur gagnera 
la partic ; maisil faut en oter la mise a de ce joucur; il faut donc, 

pour avoir alors son avantage, augmenter l’expression préc¢édente 
de Y,, de la quantité 

(n+1).a.(1 2) om 5. 

ee el 

Lorsque Vavantage de (7) devient négatif, ilse change en désa- 
vantage. 

12. Soit g la probabilité dun événement simple , a chaque coup ; 
on demande la probabilité de Pamener i fois de suite, dans le 
nombre « de coups. 
Nommons z, la probabilité que cet événement composé aura 

lieu précis¢ément au coup x. Pour cela, il est nécessaire que Pévé- 
nement simple n’arrive point au coup x—z, et quilarrive dans 
les i coups suivans, ’événement composé m¢tant point arrive 
posedsinent Soit alors P la probabilité que l’événement simple 
warrivera point au coup x—i—1. La probabilité correspondante 
qwil narrivera point au coup « —i, sera(1—q).P; et la proba- 
bilité correspondante que l’événement composé aura licu précisé- 
ment au coup x, sera(1 —g).P.g'. Ce sera la partic de z, cor- 
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respondante a ce cas. Mais la probabilité que ’évenement com- 
posé arrivera au coup#—1, est évidemment P.g'; on a donc 

ainsi la valeur partielle de z,, relative 4 ce cas, est (1—q).Z._. 
Considérons maintenant les cas ou l’'événement simple arrivera 

au coup #«—i—1. Nommons P’ la probabilité qu'il n’arrivera 
pas au coup «—i—2; la probabilité quil arrivera dans ce cas 
au coup « —i—1, sera g.P’ et la probabilité qu’il n’arrivera pas 
au coup «—i, sera (1—g).qg-P’; la valeur partielle de z, relative 
a ce cas, sera donc (1—q).g.P’.g'. Mais la probabilité que ’évé- 
nement composé arrivera précisément au coup x —2, est P’.g’: 
c’est la valeur de z,_,; ce qui donne 

Zr— 
P= =>; 

q' 

(1—9).7-Z2-3 est donc la valeur partielle de z,;, relative au cas 
ou lévénement simple arrivera au coup »—-i—1, sans arriver 
au coup x —i—a2. 

On trouvera de la méme manicre que (1—g).q*.zz~s est la va- 
leur partielle de z,, relative au cas ou ’événement simple arrivera 
aux coups #—i—1 et x—i—2, sans arriver au coup x—i—3; 
et ainsi de suite. 
En réunissant toutes ces valeurs partielles de zz, on aura 

Ze (19). (Zeer HG Zea bh 7? Zea EG? Ze_i)s 

Il est facile d’en conclure que la fonction génératrice de z, est 

q'.(1 —qt).t . 
1—t+ (1—q).g'.t? 

car eette fonction génératrice est 

9 (t) 
r= (19) (t+ gig)” 

OG) Cee gt) ns 
pmt+(i—g).gi. tt 

ou 

La 
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La fonction @(¢) doit étre déterminée par la condition quelle ne 
doit renfermer que la puissance i de t, puisque ’événement com- 
posé ne peut commencer a étre possible qu’au coup i; de plus, 
le coefficient de cette puissance est la probabilité g‘, que cet évé- 
hement aura lieu précisément a ce coup. 

En divisant la fonction génératrice précédente , par 1—z, on aura 

gi.(1—gt).t aad 

Go ee ee 
1—t 

pour la fonction génératrice de la probabilité que Péyénement 
composé aura lieu avant ou au coup 2. 

En développant cette fonction, on aura pour le coefficient de 
7+, la série 

g' .[(a—q) x1] 

— (1-9). g#- P= (9). (wi—1) +2] 
(x—21).(x—2I—1) 

tr ar 9) eae tea 7) (2 —2) 5) 

(19) gf, 9) (253) +4) 
-}-etc., 

la série étant continuée jusqu’a ce que l’on arrive a des facteurs 
négatifs. C’est ’expression de la probahilité que ’événement com- 
posé aura lieu au coup x—2, ouavant ce coup. 

Supposons encore que deux joueurs 4 et B, dont les adresses 
respectives pour gagner un coup, sont get 1— 7, jouent a cette 
condition, que celui des deux qui aura le premier vaincu i fois 
de suite son adversaire , gagnera la partie ; on demande les pro- 
babilités respectives des deux joueurs pour gagner la partie préci- 
sément au coup x. 

Soit 7, la probabilité de 4, et y’ celle de B. Le joucur 4 ne 

peut gagner la partie au coup x, qu’autant qu'il commence ou 

recommence a gagner B au coup x—i-+1, et qu'il continue de 

le gagner les i—1 coups suivans. Or avant de commencer le coup 

x—i-+1, Baura deja gagné 4, ou une fois, ou deux fois,....ou 
32 
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i —1 fois. Dans le premier cas, si Pon nomme P la probabilité de 
ce cas, P.(i—g)'™ sera la probabilité y’_, de B pour gagner la 

partie au coup x — 1, ce qui donne 

Mais si B perd au coup x—i--1 et aux i—1 coups suivans, 
A gagnera la partie au coup x, et la probabilité de cela est P.g'; 

ae est donc la partie de y,, relative au premier cas. 

Dans le second cas , si’on nomme P’ sa probabilité, P!.(a—q)-? 
serala probabilite y’_, de B pour gagner la partie au coup x— 2. 

La probabilité de 4 pour gagner la partie au coup «x, relative a 

ce cas, est P’.g'; on a donc a = = pour cette probabilité. 

En continuant ainsi, on aura 

Se Gag OO) Feet ON Tena HON 

Si Yon change g en1—g,¥y, en y, et réciproquement, on aura 

(ees G—q)' 2 to 

ante en Lae at a 

Maintenant, w ¢ctant fonction génératrice de y,, celle de y! sera, 

par tout ce qui précede, 

kg .ut.(it+-qi+qt?....+ qt’), 

& étant égal a —e Mais lexpression précédente de y/ ne com- 

mengant a avoir lieu que lorsque «==i-+1, parce que pour des 
valeurs plus petites de x, v,_,, yz-s, etc. sont nuls; il faut, pour 
completer l'expression précédente de la fonction génératrice dey’ , 

lui ajouter une fonction rationnelle et entiére de ¢, de Pordre i, et 
dont les coefficiens des puissances de ¢ soient les valeurs de y’, 
lorsque x est égal ou plus petit que i. Or y’ est nul, lorsque x est 
moindre que z; et lorsqu’il est égal a 7, y’ est (1 —@)', parce quill 
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exprime alors la probabilité de & pour gagner la partie aprés 
z cuups ; la fonction a ajouter est donc (i—g)‘.¢‘; ainsi la fonction 
génératrice de 7’ est 

kq.ut.(it-qt.... gi *t-*] + (a—9)i 

Si?on nomme w' cette fonction, Vexpression de y,en y“_,, y‘_,, etc., 

donnera pour la fonction génératrice de y,, en changeant dans 

celle de vy, , A dans i qg dans 1—g, 

tei) .w't.[1(1—g) t. Hag) git 
Cette quantité est donc égale a w; d’ou l’on tire, en y substituant 
pour w sa valeur précédente , 

1—t+q.(i—g)l + (1—q), giti*—q'.(a—q) 

En changeant g en 1 —¢, on aura la fonction’w’ génératrice de y’. 

Si on divise ces fonctions par 1—¢, on aura les fonctions généra- 
trices des probabilités respectives de 4 et de B, pour gagner la partie 
avant ou au coup x. 

Si fon suppose ¢=1 dans w, on aura la probabilité que 4 ga- 
gnera ia partie; car il est clair qu’en développant w suivant les 
puissances de ¢, et en supposant ensuite ¢=1, la somme de tous 
les termes de ce développement sera celle de toutes les valeurs 
de y,. On trouve ainsi la probabilité de 4 pour gagner la partic, 
égale a 

ee) es, 
Cay) sry er Cea 

la probabilité de B est donc 

GT egies — 
A PB aoe PAS eee) 

Supposons maintenant que les joueurs , a chaque coup quils 

perdent , déposent un franc au jeu, et déterminons leur sort res- 

pectif. Il est clair que le gain du joueur 4 sera x, s'il gagne la 
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partie au coup x, puisqwil y aura x francs déposés au jeu; ainsi 

la probabilité de cet événement étant y, par ce qui precede, S.xy, 

sera l’expression de Pavantage de 4, le signe § s’étendanta toutes 

les valeurs possibles de x. La fonction génératrice de y, tant u 
f § ‘a tA ° , rs 

ais T’ étant le numérateur de lexpression précédente de uw, 

et 7 étant son dénominateur ; il est facile de voir que lon aura 

S.«y, en differentiant = , et en supposant ensuite t==1 dans cette 

ou 

différentielle , ce qui donne avec cette condition, 

. gt Rgs dad 
A eG | ORNS 9 ET 

Pour avoir le désavantage de .4, on observera qu’a chaque coup 
quwil joue, la probabilité qu’il perdra, et par conséquent qu'il dé- 
posera un franc au jeu, est 1—g; sa perte est donc le produit 
de 1 —q, par la probabilité que le coup sera joué ; or la probabilité 
que le coup x sera joué, est 1—y,_,.— y,_,; la fonction généra- 

: E et celle de yz-1+ 32-15 est ene 

7" étant ce que devient 7” lorsqu’on y change g en 1—q, et réci- 
proquement ; ainsi la fonction géncratrice du désayantage de 4 est 

trice de Punité, est ici 

eG es a 
(aa—t).T ; 

Le numérateur et le dénominateur de cette fonction sont divisibles 
par 1 —7¢; de plus, on aura la somme de tous les désavantages 
de 4, ou son désayantage total, en faisant t==1 dans cette fonc- 
tion génératrice ; le désayantage total est donc par les méthodes 
connues , et en observant que 7’4- 7" = T, lorsque t=1, 

(1 —q).(dT — dT’ — dT") 

L.dt if 

¢ étant supposé égal a Punité, aprés les différentiations. Si l'on re- 
tranche cette expression, de celle de ’avantage total de 4, on aura 
pour lexpression du sort de ce joueur , 

gdT’ + (1—q).(dT—dT") 7’ dT 
ZT .dt Wear 
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Le sort de B sera 

C—q).dT"+9.dT—dT) — T".dT 
Prdt eae oe 

¢ tant supposé Punité apres les différentiations ; ce qui donne 

P= 9-0-9) [FAO 9) 975.09); 
ae = (+1 jes (1—q) : [gi+(1— 9) J aig. (1—g)i—1 ; 

P09). 7-11-19) 5 

= i.(a—q).q'-[1—2.(1—9)' J—9-9'. a—(a—9)'] 
Ua dT i 

on aura 7” et —-, en changeant dans ces deux dernicres expres- 

sions, g dans 1 —gq. 

15. Une urne étant supposée contenir 2-+1 boules, distinguées 
par les n*o0,1, 2,5,....2; on en tire une boule que l’on remet 

dans lurne apres le tirage. On demande la probabilité qu’aprés 
i tirages, la somme des nombres amenés sera égale a s. 

Soicnt ¢,, t,, t3,-.-¢,, les nombres amenés au premier tirage, au 
second, au troisiéme , etc.; on doit avoir 

titt,--tye...tij==s. (1) 

t,, t;»...¢, étant supposés ne pas varier , cette équation n’est sus- 
ceptible que d’une combinaison. Mais si l’on fait varier a la fois 
t, et ¢,, et si ’on suppose que ces variables puissent s’étendre indé- 
finiment depuis zéro , alors le nombre des combinaisons qui donnent 
Péquation précédente sera 

Sf1l—th—t,. ° o—t;5 

car ¢, peut s’étendre depuis zéro, ce qui donne 

a= “— t3—= t,. com Liy 

% 

jusqu’a s —t,; —t,...—#,, ce qui donne z,==0;]les valeurs négatives 
des variables ¢,, ¢, devant étre exclues. 
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Maintenant, le nombre s+ 1—#,—t,...—+#; est susceptible de 

plusicurs valeurs, en vertu des variations de ¢;, ¢,, etc. Supposons 

Wabord ¢,, fs, etc. invariables, et que ¢; puisse s’étendre indcfiniment 

depuis zéro; alors si on fait 

SHli—t—ty... f= 4, 

en intégrant cette variable dont la différence finie est Punité, on 
xz.(v—1) et ; ‘ 
—~—=— pour son intégrale; mais pour avoir la somme de 

toutes les valeurs de «x, il faut, comme l’on sait, ajouter x a cette 
x.(r+1 

1.2 

aura 

intégrale ; cette somme est donc = ). Tl faut y faire « égala 

sa plus grande valeur , que lon obtient en faisant ¢, nul dans la 
fonction s-+1—%t;— %&....—<¢, ainsi le nombre total des combi- 

naisons relatives aux variations de ¢,, t, et t,, est 

(s+ Dip ts wee ety). (ot 1—t,—ts... .—t,) 

a | 
a 

En faisant encore dans cette fonction 

S—+- Qo— i— ts. ee o— == 2%, 

° Gre I—_ 1 . r ° e 

elle devient fe) ; en Vintégrant depuis x=0, et en ajoutant 

la fonction elle-méme, a cette intégrale, on aura ae ; 

la valeur de x nulle répond a t,==5s-+-+-2—t#;....—#,, et sa plus 

grande valeur répond a ¢, nul, et par conséquent elle est égale a 
s+5—#;...—t,; en substituant donc pour x, cette valeur daus 
Vintégrale précédente, on aura 

(s+ 3 —ts—tes.. .—ti).(s+-2—ts—tg...— ti).(s--1—ts—tg.. .—t) 

1F299 

pour la somme de toutes les combinaisons relatives aux variations 
de t,,¢,, ts, 4 En continuant ainsi, on trouvera généralement que 
le nombre total des combinaisons qui donnent l’équation (1), dans 
la supposition ott les variables 4,, t,,...¢; peuvent s’étendre indéfi- 
niment depuis zéro, est 

(s+i~1).(s+i—9).(sfi—3).....Gs+1), 
a eee wl Os 
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mais dans la question présente, ces variables ne peuvent pas 
s’¢tendre au-dela de 7. Pour exprimer cette condition, nous obser- 
verons que lurne rcnfermant 7 -+-1 boules, la Srohabilite d’extraire 

Pune quelconque d’entre celles , est ; ainsi la probabilite de 

1 

n+ La 

probabilité des valeurs de z, égales ou supéricures a 2-1, est nulle ; 

1 

n+1 

chacune des valeurs de ¢,, depuis zéro jusqu’a 7, est 

— th 
a1? pourvu que Pon fasse 

2=1 dans le résultat du calcul; alors la probabilité @une valeur 

on peut donc la représenter par ——— 

— prt 

ni’ 
pourvu qu’on ne fasse commencer 7, que lorsque ¢, aura atteint 
n-+-1, et qu’on le suppose a la fin, égale a Punité: il en est de 
mé¢me des probabilités des autres variables. Maintcnant, la proba- 
hilité de Péquation (1) est le produit des rues des valeurs 

== y/(Lam. 

de ¢,, 4,5 ¢3, etc.; cette probabilité est donc Gras ; le nombre 

quelconque de ¢, peut étre généralement exprimée par 

des combinaisons qui donnent cette rani ae par 
leurs probabilités respectives, est ainsi le produit de la fraction (a) 

ey {a i 

cs i rs 

(s+1).(s +2).. --(s +11) y— Deri 

Teo ose shale ‘a ——); (0) 

mais il faut dans le développement de cette fonction , n’appliquer 
é“** qu’aux combinaisons dans lesquelles une des variables com- 
mence a surpasser 7: il faut n’appliquer 2"+* qwaux combinai- 
sons dans lesquelles deux des variables commencent a surpasser 7, 
et ainsi du reste. Si dans ’équation (1) on suppose quwune des va- 
riables, ¢,, par exemple, surpasse 7; en faisant 4; =n-+1-+f,, 
cette cquation devient 

sn 1 t+ t,-+%,-+etc. ; 

la variable 2’ pouvant s’étendre indéfiniment, Si deux des yariables 

telles que #, et ¢, surpassent 7; en faisant 

toentitt, ton+tits; 
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Péquation devient 

S—I2n—2 = t +t, +4, efc., 

et ainsi de suite. On doit donc, dans la fonction (a) que nous avons 
dérivée de l’équation (1), diminuer s de n--1, relativement au 
systéme des variables 2’, t,, ts, etc. On doit le diminuer de 2n-+-2, 
relativement au syst¢me des variables ¢,, ¢,, f;, etc.; et ainsi du 

reste. Il faut par conséquent, dans le développement de la fonc- 
tion (6) par rapport aux puissances de Z, diminuer dans chaque 
terme, s de ’exposant de la puissance de /; en faisant ensuite /=1, 

cette fonction devient 

(s-+1). (sa)... .(s--i—1) 1.(s—n).(s—n-+1)....(s--+i—n—2) 

1.2.3...(t—1).(m+1)! al 1.2.5... (I—1).(t-f1)! 

i.(i—1) (s—2n—1).(s—an)....(s-+-i—an—3) 4 

thy taba 1.2.5...(i—1).(n-1)! —etc.; (¢) 

la série devant ¢tre continuée jusqu’a ce que l’un des facteurs s—z, 
$—2N—1,s—3Sn— 2, etc. devienne nul ou négatif. 

Cette formule donne la probabilité @amener un nombre donnté s, 
en projetant i des d’un nombre x-+1 de faces chacun, le plus 
petit nombre marqué sur ces faces étant 1. Il est visible que ccla 
revient a supposer dans lurne précédente, tous les nombres des 
boules, augmentés de Punité; et alors la probabilité d’amener le 
nombre s+ dans z tirages, est la méme que celle d’amener le 
nombre s dans le cas que nous venons de considérer; or en fai- 
sant s+-i =s’, ona s==s'—z7; la formule (c) donnera donc pour 
la probabilité @amener le nombre s’ en projetant les i dés, 

(s’—1). (2)... G11) __t. (S—n—2). (5’ —n—3)... .(’ —i—n) 
1,2.5....(i—1).(n-+1)! 1.2.5....(i—=1). (2-1) $1 

Pre ia 8 Ls Ni Cae’ 118 (s’—2n—3) . (s’-—2n—Z4)... .(s'—i—en—1) 

152 es Fee eA a Gay ETE 

La formule (c) appliquée au cas ous etm sont des nombres infinis, 
se transforme dans la suivante, 

reste (2) i Gy ES. 62) ere}. 
Cette 
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Ceite expression peut servir a détermincr la probabilité que la 
somme des inclinaisons a Pécliptique , ?un nombre i d’orbites , sera 
comprise dans des limites données, en supposant que pour chaque 
orbite, toutes les inclinaisons depuis zéro jusqu’a Pangle droit , 
soient également possibles. En effet, si on congoit que langle droit 
z %, Soit divisé en un nombre infini x de parties égales, et que s 
renferme un nombre infini de ces parties ; en nommant ¢ la somme 
des inclinaisons des orbites, on aura 

? 
at 

En multipliant donc lexpression précédente par ds ou par 72 Sea | 
et en lintégrant depuis ¢— « iusqu’a @-++«, on aura 

(SE) i.) + Blast (ce = 2) ete. 
1 in iw 1.2 £0 so} 

199. 5)07% @—e\i  . (o—e t+ 1.di—1) some i ? 
. —( ) +i.( Te —)-— ° ( lo —2)-Fete. 

c’est ’expression de la probabilité que la somme des inclinaisons 
des orbites sera comprise dans les limites 9—e et @-be. 

Appliquons cette formule aux orbites des planétes. La somme 
des inclinaisons des orbites des planctes a celle de la terre, était 
de 91°,4187 au commencement de 1801 : ily a dix orbites, sans 
y comprendre [écliptique ; on a donc ici i = 10. Nous ferons 
ensuite 

@—e=0, 

@ + = 91°,4187. 

La formule précédente devient ainsi, en observant que i7, ou le 
quart de la circonférence est de 100°, 

35: (0,914287)"*. 

C’est Pexpression de la probabilité que la somme des inclinaisons 
des orbites serait comprise dans les limites zéro et 91°,4187, si 
toutes les inclinaisons étaient également possibles. Cette probabilité 
est donc 0,00000011235. Elle est déja trés-petite ; mais il faut encore 

35 
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la combiner avec la probabilité dune circonstance trés-remarquable 

dans le systéme du monde, et qui consiste en ce que toutes les 

planctes se meuyent dans le méme sens que la terre. Si les mou- 

yemens directs et rétrogrades sont supposés également possibles , 

cette derni¢re probabilité est (+) ; 2 faut donc multiplier 

0,00000011255 par (<), pour avoir la probabilité que tous les 

mouvemens des planctes et de la terre seront dirigés dans le méme 
sens, et que la somme de leurs inclinaisons a lorbite de la terre, 

sera comprise dans les limites zéro et 91°,4187; on aura ainsi 

Tae pour cette probabilicé ; ce qui donne 1— Zar pour la pro- 

babilité que cela n’a pas du avoir lieu, si toutes les inclinaisons , 
ainsi que les mouvemens directs et rétrogrades, ont été également 
faciles. Cette probabilité approche tellement de la certitude , que le 
résultat observé devient invraisemblable dans cette hypothése ; ce 
résultat indique donc avec unc trés-grande probabilité , ’existence 
d'une cause primitive quia déterminé les mouvemens des planétes 
a se rapprocher du plan de lécliptique, ou plus naturellement, du 
plan de léquateur solaire, et & se mouvoir dans le sens de la 
rotation du soleil. Si Pon considére ensuite que les dix-huit satel- 
lites observés jusqu’ici, font leur révolution dans le méme sens, et 
que les rotations observées au nombre de treize dans les planétes, 
les satellites et Yanneau de Saturne , sont encore dirigées dans le 
méme sens; enfin, si ’on considére que la moyenne des inclinai- 
sons des orbes de ces astres, et de leurs équateurs a léquateur 
solaire , est fort éloignée d’atteindre un demi-angle droit ; on verra 
que lexistence @une cause commune qui a dirigé tous ces mou- 
vemens dans le sens de la rotation du soleil, et sur des plans peu 
inclinés a celui de son équateur, est indiquée avec une probabilité 
bien supéricure a celle du plus grand nombre des faits historiques 
sur lesquels on ne se permet aucun doute. 

Voyons maintenant si cette cause a influé sur le mouvement des 
coméetes. Le nombre de celles qu’on a observées jusqu’a la fin de 
1811, €n comptant pour la méme les diverses apparitions de celle 
de 1759, séleve a cent, dont cinquante-trois sont directes , et qua- 
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rante- “sept sont rétrogrades. La somme des inclinaisons des orbites 
des premiéres, est de 2657°,993, et celle des inclinaisons des autres 
orbites, est de 2515°,684 ; Vinclinaison moyenne de toutes ces or- 
bites est donc de 51°,73677 ; par conséquent ia somme de toutes les 
inclinaisons est Fin °,79677, z étant ici égal a 100. On voit 

déja que Vinclinaison moyenne surpassant le demi-angle droit, les 
comcetes , loin de participer a la tendance des corps du systéme ol 
nétaire , pour se mouvoir daas des plans peu inclinés a l’écliptique , 
paraissent avoir une tendance contraire. Mais la probabilité de 
cette tendance est trés-petite. En effet, si oa suppose dans la 
formule (0) , 

L.7 : 
o = —- oe oat. 1), 70077 « 

elle devient , 

(+4 ; f.07S577) i(i+ oY 1°, 73697 —a) 

ne leh) ee alé pet eR glabiad HSi 1 sel diete —4)—<e ; 

VM Onra- toa Eprockuy 
—- (4 1 “BI (y— # ie 5 

tit). __ 41°, 73677 »} areata inne Se —4)+ etc. 

* étant 200°. C’est Pexpression de la probabilité que la somme 
des inclinaisons des orbites des i cométes, doit étre comprise 
dans les limites -+i.1°,73677. Le nombre des termes de cette for- 
mule, et la précision avec laquelle il faudrait avoir chacun deux , 

en rend le calcul impraticable ; il faut donc recourir aux méthodes 
d’approximation développées dans la seconde partie du premier 
Livre. Ona par le n* 42 duméme Livre, 

G+rfiji—i. (i--r fl 6e Ses 

: Sa i) 

1 3 —ir 3 3 pe 
aie V2: Sar.c iNAGaG.” Be AGL (1—r*). ¢ , 

les puissances des quautités négatives ¢tant ici exclues , comme 

ad at 
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elles le sont dans la formule précédente; en faisant donc 

a 6 Ree SS 4.8 79697. 
200° 3 

la formule (p) devient 

3 —2p- 3 ES ay ir 
° Saree e pee os —.r. |=; Cc im 

3 eas Sar $ 10.2 ow ( ) ? 

Pintégrale étant prise depuis 7 nul. On trouve ainsi 0,474 pour la 
probabilité que Vinclinaison des 100 orbites doit tomber dans les 
limites 50°= 1°,17377 ; la probabilité que linclinaison moyenne doit 
étre inférieure a linclinaison observée, est donc 0,757. Cette pro- 
babilité n’est pas assez grande pour que le résultat observé fasse 
rejeter ’hypothése dune égale facilité des inclinaisons des orbites , 
et pour indiquer Pexistence dune cause primitive quia influé sur 
ces inclinaisons , cause que lon ne peut s’empécher d’admettre dans 
les inclinaisons des orbes du systéme planeétaire. 

La méme chose a lieu par rapport au sens du mouvement. La 
probabilité que sur 100 cometes, quarante -sept au plus seront 
rétrogrades, est la somme des 48 premiers termes du binome 
(p-+q)'*, en faisant dans le résultat du calcul p= g = i. Mais la 
sommie des 50 premiers termes , plus la moitié du 51 ou du terme 
moyen, est la moitié du binome entier, oude(3-+ +)'”, c’est-a-dire 25 
la probabilité cherchée est donc 

__, 100-99: 50.49 
eC peioe ~bet PERLE 

1 

2 
ou 

1 5; 3. 100. 1594 

2 (1.2. 7.50)*.2.665" 

En vertu du théoréme 

03,5. ky eee ee 

ona, a trés-peu prés, 

1.2.3. ..100== (100) OT? gm, G + —-), 27, 

2'°°,(1.2.3...50)'== 100° F!, ar SAG 1+ x). 7. 

1 — 
rt at etc.) A V27, 
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La probabilité précédente devient ainsi , 

1 1197.1594 
ns TT eG A 

V/50.7 1200.663 ~~ 6)9020.- bole 

Cette probabilité est beaucoup trop grande pour indiquer une cause 
qui ait favorisc, dans Vorigine, les mouvemens directs. Ainsi la 
cause qui a déterminé le sens des mouvemeus de réyolution et de 
rotation des planctes et des satellites, ne parait pas avoir influé sur 
le mouvement des cometes. 

14. La méthode du numéro précédent a lavantage de s’étendre 
au cas ou le nombre des boules de lPurne, qui portent le méme 
num¢ro, n’est pas égal a Punité, mais varie suivant une loi quel- 
conque. Concevons, par exemple , qu'il n’y ait quune boule por- 

tant le n° o, qwune boule portant le n° 1, et ainsi de suite jusqu’au 
n® y inclusivement. Supposons de plus qu’il y ait deux boules por- 

tant le n°7-++-1, deux boules portant le n° r-++2, et ainsi de suite 

jusqu’au n° 7x inclusivement. Le nombre total ces boules de Purne 
sera 22 —r-+-1, la probabilité d’en extraire un des numéros infé- 

ricurs a 7-+1, sera donc ae et la probabilité d’en extraire 

le n°v-+1 oulun des numeros supérieurs, sera <eree : nous la re- 

présenterons par pal thetic 
eon—r+1 

tat du calcul. Quoiqu’il n’y ait point de numéros au-dela du n° x, 
nous pouvons cependant considérer dans Purne des numéros su- 
périeurs a n, jusqu’a Vinfini, pourvu que nous donnions a leur 
extraction , une probabilité nulle ; nous pourrons donc représenter 

T+ nt F - 

cette probabilité par ae. en faisant 7 =1 dans le ré- 

sultat du calcul. Par cet artifice , nous pourrons représenter géné- 
ralement la probabilité d’un numéro quelconque, par lexpression 
précédente ; pourvu que nous ne fassions commencer /'*" que lors. 
qu’un des numéros commencera a surpasser 7, et que nous ne 
fassions commencer J"*' que lorsqu’un des numéros commencera 
a surpasser 7. Cela posé, on trouvera, en appliquant ici les raison- 

nemens du numéro précédent, que la probabilité ?amener le nombre 

; mais nous ferons / = 1 dans le résul- 
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s dans 7 tirages, est égale a 

(sti—1).(s+i—e).(s+i—3)..... (s+1) Ge arent 

1.2.5....(d—1).(2n—r-+1)! ‘(aed aly 

pourvu que dans le dévcloppement de cette fonction, suivant les 
puissances de 7, on diminue dans chaque terme, s de ’exposant de 
la puissance 7, qu’on suppose ensuite 7—=1, et qu’on arréte la série 
lorsque on paryient a des facteurs négatifs. 

15. Appliquons maintenant cette méthode a fa recherche du ré- 
sultat moyen que doit donner un nombre quelconque d’observa- 
tions dont les lois de facilité des erreurs sont connues. Pour cela, 

nous allons résoudre le probléme suivant. 
Soient i quantités variables et positives 7, ¢,, t,,..-t_. dont la 

somme soit s, et dont la loi de possibilité soit connue ; on propose 
de trouver la somme des produits de chaque valeur que peut rece- 
voir une fonction donnée 4 (¢, ¢,, t,, etc.) de ces variables, multi- 
pliée par la probabilité correspondante a cette valeur. 

Supposons pour plus de généralité, que les fonctions quiexpriment 
les possibilités des variables ¢, ¢,, etc. soient discontinues, et repré- 
sentons par @ (¢) la possibilité de ¢, depuis t==o jusqu’a t=q ; 
par 9’ (4)-+9(¢), sa possibilité depuis sg jusqu’a ¢==g’'; par 
0" (#)-+0'(t)-+ (t), sa possibilité depuis t= gq‘ jusqu’a tq", et 
ainsi de suite jusqu’a l’infini. Désignons ensuite les mémes quantités 
relatives aux variables ¢,, t,, etc. par les mémes lettres, en écrivant 
respectivement au bas, les nombres 1, 2, 5, etc.; ensorte que g,, 
g,, etc. ; 9,(4), 9: (t,), etc. correspondent, relativement a ¢,, a ce 
que ¢, q', etc.; 9(¢), 9’ (¢), etc. sont respectivement a ¢, et ainsi 
de suite. Dans cette manicre de représenter les possibilités des va- 
riables, il est clair que la fonction 9 (¢) a lieu depuis to jusqu’a 
i infini; que la fonction 9’ (t).a lieu depuis ¢ = g jusqu’a ¢ infini, 
et ainsi de suite. Pour reconnaitre les valeurs de ¢, ¢,, 4, etc. lors- 
que ces diverses fonctions commencent a avoir lieu, nous multi- 
plierons conformément a la méthode exposée dans les numéros 
précédens , 9 (¢) par Z° ou Punité, o'(¢) par 1, o"(t) par 2, etc.; 

nous multiplicrons pareillement 9, (t,) par Punité, 0’ (¢,) par It, et 
ainsi de suite : les exposans des puissances de / indiqueront alors 
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ces valeurs. II suffira ensuite de faire 71 dans le dernier résul- 
tat du calcul. Au moyen de ces artifices trés-simples , on peut faci- 
lement résoudre le probléme proposé. 

La probabilité de la fonction » (¢, t,, ¢,, etc.) est évidemment 
égale au produit des probabilités de ¢, t,, t,, etc., ensorte que si l’on 
substitue pour ¢sa valeur s —t,—?,— etc. que donne ’équation 

E+ t,+ ae oe Pia, =s, 

le produit de la fonction proposée par sa probabilité, sera 

~) (s—t,—t,— ete. , t,, f,, etc.) 

X[9(s—t,—t,—etc.)-- 1.9! (s—t,—t,—etc. 4-2." (s—t,—t,—etc.) etc. ] 

X[0. (4,40. 9! (t,)+07'.9" (t,)Hete.]; (A) 
id 

X [1 (t,)-+2%*. 9; (t,.) +079! (t,)-Fetc.] 
a OLC: 

on aura donc la somme de tous ces produits, 1°. en multipliant la 
quantité précédente par dt,, et en Pintégrant peur toutes les valeurs 
dont ¢, est susceptible ; 2° en multipliant cette intégrale par dv, et 
en l’intcgrant pour toutes les valeurs dont t, est susceptible, et ainsi 

de suite jusqu’a la derniére variable ¢,_,; mais ces intégrations suc- 
cessivcs exigent quelques attentions particulicres. 

Considérons un terme quelconque de la quantité (A), tel que 

ee kek Dug wal (s—t,—t,—etc., t,, ¢,, etc.) 
< 9 (s—t,—1,— elC.).' (¢,).; (t,). ete. ; 

enle multipliant par d¢,, il faut intégrer pour toutes les valeurs pos- 
sibles de ¢,; or la fonction 9’ (s—t,— t,—etc.) n’a lieu que lorsque ¢, 
dont la valeur est s —¢,—t,—etc., égale ou surpasse g; la plus grande 
valeur que ¢, puisse recevoir, est donc s —g—t,— t;— etc. De 

plus, 9’ (¢,) n’ayant lieu que lorsque ¢, est égal ou plus grand que 
g:, cette quantité est la plus petite valeur que ¢, puisse recevoir ; 
il faut donc prendre Vintégrale dont il s’agit, depuis ¢, = ¢, jusqu’a 

. t,—s—g —t.—t;— etc.; 

ou, ce qui revient au méme, depuis #,— g,=0 jusqu’a 

i— gq. 8 — gi 4s — ete. 
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On trouvera de la méme maniére qu’en multipliant cette nouvelle 
intégrale par dt,, il faudra Pintégrer depuis t,—gq,—=o0 jusqu’a 

t—q,= s—9—-F. — g.— f;— etc. 

En continuant d’opérer ainsi, on arrivera a une fonction de 
s—q—q,:—4,— etc., dans laquelle il ne restera aucune des va- 
riablesz,t,, ¢,, etc.Cette fonction doit étre rejetée, sis—g—g.—q,— etc. 
est nul ou négatif; car il est visible que dans ce cas, le systéme des 
fonctions 9’ (t), 9! (t,), ?, (t.), etc. ne peut pas étre employé. En 
effet, les plus petites valeurs de ¢,, f,, etc: étant par la nature de ces 
fonctions, égales a g,, g,, etc.; la plus grande valeur que ¢ puisse 
recevoir est s—g,—g,— etc.; ainsi la plus grande valeur de 
t—q est 

s—g—g.—]7,— ete.; 

or la fonction 9/(¢) ne peut étre employée qu’autant que t—gq 
est positif. 

De la résulte une solution trés-simple du probléme proposé. Que 
Pon substitue, 1°. g-+¢ au lieu de ¢, dans 9’ (t); g’-++-¢ au lieu det, 
dans 9" (t); g-+-¢ au lieu de ¢, dans 9” (t), et ainsi de suite; 2°. g,-+4, 
au lieu de ¢,, dans 9° (¢,); gi-+ ¢, au lieu de ¢,, dans 9; (¢,); etc. ; 
3°. g.¢#, au lieu de ¢,, dans @; (t.); gi-++t, au lieu de ¢,, dans 
?, (t.), etc.; et ainsi de suite; 4°. enfin, kK-+-+¢ au lieu de ¢, 4,-++¢, 

au lieu de ¢,, et ainsi du reste, dans {| (¢, t,, ¢,, etc.); la fonction (A) 
deviendra 

A (A-+-s—t,—t,—t—etc., k,-t,, k,--t,, etc.) 

X [@ (s—t.—t,—t,— etc.) -++-11.9' (s-+-qg—t,—t,—etc.) 
rig" (s-+-q'—t,—t;—etc.)--etc.];(A’) 

[1 (4-H. 9) (ght, +1" 97 (g/-+t,)-+ete.] 
X [@s (t.)-2". 9! (qu+t,)-bete.] 

en multipliant cette fonction par dé,, on V’intégrera depuis ¢, nul 
jusqu’a t,=s—t,—t,;— etc. On multipliera ensuite cette pre- 
miére intégrale par dt,, et on Vintégrera depuis ¢, nul jusqu’a 
t,=s—t;—t,— ete En continuant ainsi, on parviendra a une 
derniére intégrale qui sera fonction de s, et que nous désignerons 

par 
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par II (s); et cette fonction sera la somme cherchée de toutes les 
valeurs de  (¢, ¢,,¢,, etc.) multipliées par leurs probabilités res- 
pectives. Mais pour eela, il faut avoir soin de changer dans un 
terme quelconque, multiplié par une puissance de J, telle que 

MEAN Daa ae k dans la partie de ’exposant de la puissance relative 
ula variable ¢, et qui dans ce cas est q; et si cette partie manque , 
il faut supposer & égal a zéro. Il faut pareillement changer &, dans 
la partie de exposant relative a la variable ¢,, et ainsi de suite ; 
il faut diminuer s de l’exposant entier de la puissance de /, et 
écrire ainsi dans le cas présent, s—g—g,—gq, — etc., au lieu 
de s, et rejeter le terme , sis, ainsi diminué , devient négatif. Enfin, 
il faut supposer J==1. 

Siw) (¢, 4, 4, etc.), O(¢), 9’ (t), etc.;%,(¢,), etc. sont des fonctions 
rationnelles et entiéres des variables ¢, ¢,, t,, etc.; de leurs expo- 
nenticlles , et de sinus et cosinus; toutes les intégrations successives 
seront possibles , parce qu’il est de la nature de ces fonctions, de se 
reproduire par les intégrations. Dans les autres cas, les intégra- 
tions pourront n’étre pas possibles; mais Yanalyse précédente 
réduit alors le probleme aux quadratures. Le cas des fonctions 
rationnelles et entiéres, offre quelques simplifications que nous 
allons exposer. 

Supposons que I’on ait 

Q(t) +2. 0' (g-+t)+l"'.9" (q'+t)+etc=4 + B.t+C.t+etc., 

q, (t,) +1".9" (9 bt, +24 9, (gi +t,)+etc = 4,+B,.t,+C,.t)--etc., 

9, (ta)-EL” 0, (qabts)+E*.0% (y/-Ht,) etc = 4,+-B,.t+C,.t;Pete., 
etc. 

et désignons par H.t .?,'.t,’.etc. un terme quelconque de 

aL (At, ki+t,, Ari,, etc.); il est facile de s’assurer que la partie 

de II(s) correspondante a ce terme , est 

Tio Dekel Oe ie. Wyte 
< [4+ (n-+1).B.s+(n-+1).(2-+2).C.s*-Pete.] 
x (.4,+-(2,-+1)..B,.s+(2,+1).(2:-+2) .C,.s*-+ete.] ; (B) 

x [As +(ns) «Boe sH(r +2) -(mar+2)- Cyst Fete] 
x etc. 

34 
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pourvu que dans le développement de cette quantite, au lieu dune 

puissance quelconque a de s, on €crive i. On aura ensuite 

la partie correspondante de la somme entiére des valeurs de 

al (t, t,,t,, etc.) , multiplices par leurs probabilités respectives , en 

changeant un terme quelconque de ce développement, tel que 

Hn. i .s* dans HaA.(s—p)*, et en substituant dans #7, au lieu 

de &, la partie de ’exposant “, quiest relative a la variable ¢; au 
lieu de &,, la partie relative a ¢,, et ainsi du reste. 

Si dans la formule (B) on suppose HW =1, et 2, 7,, 7,, etc. nuls ; 
on aura la somme des valeurs de lunité, multipliées par leur pro- 
babilité respective; or il est visible que cette somme nest autre 
chose que la somme de toutes les combinaisons dans lesquelles 
Péquation 

t+it,+ ¢,....bi_4=s 

a lieu, multipliées par leur probabilité; elle exprime conséquem- 
ment la probabilité de cette équation. Si dans les hypotheses pré- 
cédentes , on suppose de plus que la loi de probabilité est la méme 
pour les 7 premiéres variables ¢,¢,,¢,,...t_., et que pour lesi—r 
dernicres, elle soit encore la méme, mais différente que pour les 
premieres ; on aura 

Ae A et A ae A 

15 a — fa 8 sagh —Sy 8} Oe Ca 9 es 

etc. 

Ae, Bes a —— ie. Palle| 

Yay Pe — bo Pane 

etc., 

et la formule (B) se changera dans la suivante, 

s'. (4-+-B.s-4-2C.s*+etc.)’.(4,4+B,.s--2C,.s*+etc.)im, (C) 

Cette formule servira a déterminer la probabilité que la somme des 
erreurs dun nombre quelconque Wobservations dont la loi de 
facilite des erreurs est connue, sera comprise dans des limites 
données. 
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Supposons, par exemple, que lon ait i—1 observations dont 

les erreurs pour cheque observation puissent s’étendre depuis —h 
jusqu’a ++ g; et qu’en nommant <z lerreur de la premiére de ces 
observations , la loi de facilité de cette erreur soit exprimee par 
a+ bz + cz’. Sippocon ensuite que cette loi soit la méme, pour 
les erreurs z,, 2 .z:-,. des autres observations, et dndiRous 
la probabilité que i somme de ces erreurs, sera 4 RoHS dans les 
limites p et p-ke. 

Si on fait 

Z==t—-h, z,==t,—h, 2z4=t,—h, etc.; 

i] est clair que ¢, ¢,, t,, etc. seront positifs et pourront s’étendre 
_ depuis zéro, jusqu’a 4 +- g; de plus, on aura 

ZZ 2.6 jet tb tt... (i—1) .A; 

donc la plus grande valeur de la somme z+-z,--z,...++z,_, étant 
par la supposition , égale a p-++e, et la plus petite étant égale ap; 
la plus grande valeur de t-+-¢,+-#,...-- 4_,, sera (i—1).i-+-p+e, 
et la plus petite sera ((i—1).4-++p; en faisant ainsi 

(i—1).4+-p-+e=s 

t+-t,-+-¢,. ° a (°i_-.= Siem tis 5 

t,_, sera toujours positif, et pourra s’étendre depuis zéro jusqu’a e. 
Cela posé, si on applique a ce cas, la formule (C); on aura 
g =h-+- g. Dvailleurs la loi de facilité des erreurs z étant a+-bz--cz’, 
on en conclura la loi de facilité de ¢, en y changeant z en t— 4; 
soit 

et 

a’=a—bh-+-ch*, b'’= b—2ch, 

on aura a’-+ J't-+- ct* pour cette loi; ce sera donc la fonction 
@ (t). Mais comme depuis t=A-+- g jusqu’a ¢ infini, la facilité des 
valeurs de ¢ est nulle par ’hypothése ; on aura 

" Q(t) +9(t)=0; 
ce qui donne 

a! (t) == —(a’+-b't-+ ct’); 
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donc si l’on fait 

a" =a! +b! (h+g)-+c (A+2)*, 

b" = b' + 2c(h-+g); 
on aura 

Q(t) 1.9! (geet) == a! + Bt ct? 8. (a! + b"t + ct’) ; 

et cette équation aura encore lieu, en y changeant ¢ en ¢,, ¢,, etc. ; 
puisque la loi de facilité des erreurs est supposée la méme pour 
toutes les observations. 

Quant a la variable ¢,_,, on observera que la probabilité de 
Yéquation 

Ze 2,600 fe 2, 

étant, quel que soit u, égale au produit des probabilités de z, z,, z,,etc.; 
la probabilité de Péquation 

te-t+- tgs eo ot tj. S mt 5 

sera égale au produit des probabilités de t, ¢,, ¢,, etc.; la loi de pro- 
babilité de ¢,_, est donc constante et égale alunité ; et comme cette 

variable ne doit s’étendre que depuis ¢,_,==0 jusqu’a t;_,= e ; 
on aura 

Ji-1 — Ee; Pir (t,_1) — 5) Qi-r (i=) -- Pint CZ = 0; 

et par conséquent 
Pi-) (tis) mel tt 

ce qui donne 

Pins (fins) 00 (Gua btin)=1 2; 

la formule (C) deviendra donc 

sim. [a!-+b's--2cs*—l**6. (a"-+-b"'s--acs*)}-'.(a—L). (C’) 

Soit 
(a’-+b's-2057)'? == aM LIOs—p-cM 524. fs'--etc., 

(a'-F0's-+-2cs*)—*. (abs 2057) = aM JO sap-o@ 52 etc., 
(a'~--0's+-205*)-3 , (a"-b"s-208 *) = gO +$O ste @) sap i “ 

etc. 

La formule précédente (C’) donnera, en y changeant un terme quel- 
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conque tel que A.2*.s, en 

A(s—¥)*_, 
WSs sas 

aS), [sit (5 e)-"7] 

=>. [s'—(s—e)) 
cC ; <j mG Say lst (se) 

+ etc. 

a.[(s—h—g)"—(sh—g—e)) 
Be) ; 

fies eee eae ee ene) 
ee Ae eee c®) ; P 1.2.3,..(t—1) + apy sha) (sh — ge] 

-+- etc. 

a, |(s—2h—22)''— (s—2h—2g—0)'—"] 
b@) 

is Cy es + — . [(s—2h—2g)'— (s— 2h—2g¢—e)'] 

: ; c@) a ; 
ns te ars pi ys 22g)" —(s—2h—29—ey'+"] 

-+ etc. 
— etc. 

Il faut rejeter de cette expression, les termes dans lesquels la quan- 
tite élevée sous le signe des puissances, est négative. 

Supposons maintenant que z, z,, z,, etc., représentant toujours 
les erreurs de i— 1 observations, la loi de facilité, tant de erreur 
z que de lerreur négative —z, soit€(4—z), et que het —A 
soient les limites de ces erreurs. Supposons de plus que cette loi 
soit la méme pour toutes les observations; et cherchons la pro~ 
babilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites 
p et pte. 

Si Pon fait z= t—h,z,=t,—h, etc.; il est clair que ¢, ¢,, etc. 
seront toujours positifs, et pourront s’étendre depuis zéro jusqu’a 
2h; mais ici la loi de facilité est discontinue en deux points. Depuis 
t==0 jusqu’a t==h, elle est exprimée par 6¢. Depuis t==/ jusqu’a 
t= 2h, elle est exprimée par € (24—+) ; enfin, elle est nulle depuis 
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t= 2h jusqu’a ¢ infini. On a donc 

q=h, Yoh; 
on a ensuite 

(1) = 6t, 
Q' (t)-+ 9 (t) =(2h—t).6, 

O"() +9 (+9 (t) 0, 
ce qui donne 

Q' (t) == (2h—2t).6, o"(t) = (t—2h).€, 

ainsi on a dans ce cas, 

Q(t) + 1.0! (q-+t) + 2’. 9" (q'-+t) == 6 .t.(1— 7")? 5 

équation qui a encore lieu en y changeant ¢ en ¢,, ¢,, etc. Présen- 
tement on a 

ZH byee He BigEb Ee... ee (1). 

donc la somme des erreurs z, z,, etc. devant étre par hypothése, 
renfermée dans les limites p et p-+e, la somme des valeurs de 
t,¢,,-...t—, Sera comprise dans les limites ({:—~—1).h-+p et 
(i—1).2+-p-e; ensorte que si l’on fait 

zt - i+ tae ee A MBA Sati, 

s étant supposé égal a (i—1).A++-p—+-e; t%_, pourra s’étendre de- 
puis zéro jusqu’a e; et l’on verra, comme dans l’exemple précé- 
dent , que sa facilité doit étre supposée égale a Punité dans cet 
intervalle, et qu’elle doit étre supposée nulle au-dela de cet inter- 
valle; ainsi Yon a g,_,= e, et 

Pins (ts) PL 07 (t_.)e—P. 

Cela posé , si ’on observe que 26/dz.(h—z) étant la probabilité 
_ que Verreur d’une observation est comprise dans les limites — ’ 

et-+-h, ce qui est certain, on a 6= a la formule (C) donnera 

pour l’expression de la probabilité cherchée, 
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s2~4_(s—e) #9 

—(2i—2)'.[(s—h)¥*=—(s—h—e)-*] 
— hn —— Scr ai—2 ai—o2}(® 55 2). --—_-——$ . [ (s—2h)*—*—(s —2h—e)**—*] 

— etc. 

en ayant soin de rejeter tous les termes dans lesquels la quantité 
élevée a la puissance 2i—2, est négative. 

Nous allons encore appliquer cette analyse au probleme suivant. 
Si Pon concoit un nombre i de points rangés en ligne droite , et 
sur ces points, des ordonnées dont la premiére soit au moins 
égale a la seconde, celle-ci au moins égale a la troisiéme, et ainsi 
de suite; et que la somme de ces 7 ordonuées soit constamment 
égale a s. En supposant s partagé dans une infinité de parties, on 
peut satisfaire aux conditions précédentes, d'une infinité de ma- 
nicres. On propose de déterminer la valeur de chacune des ordon- 
nécs , moyenne entre toutes les valeurs qu’elle peut recevoir. 

Soit z la plus petite ordonnée, ou lordonnée 2“; soit z+-z,, 
Yordonnée (i-—~1)*"*; soit z-+-z,-+z,, Pordonnée (i—2)*", et ainsi 
de suite jusqu’a la premicre ordonnée qui sera z+ z,.....-+-z,_,. 

Les quantités z, z,, z,, etc. seront ou nulles ou positives, et leur 
somme i.z-+ (i—1).z,-+(¢—2).z,...-+z,_, sera, par les condi- 
tions du probleme, égale a s. Soit 

opie £5 Vier ts creeds ot (4 9 8) ts SE haga Fin Gis 

on aura 

les variables ¢, z,, ¢,, etc. pourront s’étendre jusqu’a s. L’ordonnée 
yeeme sera 

Il faut déterminer la somme de toutes les variations que cette 
quantité peut recevoir, et la diviser par le nombre total de ces 
variations , pour avoir ’ordonnée moyenne. La formule (B) donne 
trés-facilement cette somme, en observant qu’ici 

Hie 3 
nye ! 

t t, 
no (t,t, tay etc.) be eee 
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cet on la trouve égale a 

naa Gees eae) i—2 

279 

En divisant cette quantité par le nombre total des combinaisons, 
qui ne peut étre qu’une fonction de i et de s, et que nous dési- 
gnerons par N, on aura pour la valeur moyenne de lordonnée 
yieme 

q 
S$ 1 1 1 

wena = ree +), 

Pour déterminer N , nous observerons que toutes les valeurs 
moyennes doivent ensemble égaler s; ce qui donne 

si 

1 Warde ee .(l—1) ? 

N= 

la valeur moyenne de lordonnée 7" est donc 

phot 
Supposons qu’un effet observé n’ait pu étre produit que par Pune 
des i causes 4, B, C, etc.; et qu’une personne , aprés avoir ap- 
précié leurs probabilités respectives , écrive sur un billet, les lettres 
qui indiquent ces causes, dans lordre des probabilités quelle leur 
attribue, en écrivant la premiere, la lettre indiquant la cause qui 
lui semble la plus probable. Il est clair que lon aura par la formule 
précédente, la valeur moyenne des probabilités quil peut supposer 
a chacune d’elles, en observant quiici la quantité s que lon doit 
répartir sur chacune des causes, est la certitude ou Punité, puisque 
la personne est assurée que leffet doit résulter de Pune d’elles. La 
valeur moyenne de la probabilité qu’elle attribue a la cause qu’elle 
a placée sur son billet au rang r"*, est donc 

; | : 

19 pb ee bo), 

De la il suit que si un tribunal est appelé a décider sur cet objet, 
et que chaque membre exprime son opinion par un billet semblable 
au precedent; alors, en écriyant sur chaque billet , a cdté des lettres 

qui 
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qui indiquent les causes, les valeurs moyennes qui répondent au 
rang quelles ont sur le billet; en faisant ensuite une somme de 
toutes les valeurs qui correspondent a chaque cause, sur les divers 
billets ; la cause a laquelle répondra la plus grande somme, sera 
celle que le tribunal jugera la plus probable. 

Cette régle n’est point applicable aux choix des assemblées élec- 
torales , parce que les électeurs ne sont point astreints, comme 
les juges , a répartir une méme somme prise pour unité, sur les 
divers partis entre lesquels ils doivent se déterminer : ils peuvent 
supposer a chaque candidat , toutes les nuances de mérite com- 
prises entre le mérite nul et le maximum de mérite, que nous 
désignerons par a: ordre des noms sur chaque billet, ne fait qu’in- 
diquer que Pélecteur préfére le premier au second, le second au 
troisiéme , etc, On déterminera ainsi les nombres qu’il faut écrire 
sur le billet, a coté des noms des candidats. 

Soicnt ¢,, ¢,, t;...%, les mérites respectifs des i candidats, dans 
opinion de Pélecteur, ¢, étant le mérite qu’il suppose a celui des 
candidats quil a mis au premier rang, ¢, étant le mérite qu’il suppose 
au second, et ainsi de suite. L’intégrale /7,.dt,.dt,...dt,; exprimera 
la somme des mérites que lélecteur peut attribuer au candidat r, 
pouryu quel’on intégre d’abord par rapporta ¢,, depuis 4 == 0 jusqu’a 
t; = t,_, 3 ensuite par rapport a 4_,, depuis ¢_, jusqu’a ¢,_,, et ainsi de 

suite , jusqu’a lintégrale relative a ¢,, que l’on prendra depuis ¢, 
nul jusqu’a t,—=a. Car il est visible qu’alors 4 ne surpasse jamais 
#;_,, t,, ne surpasse jamais ¢,_,, etc. En divisant lintégrale préceé- 

dente par celle-ci /dt,.dt,...dt; qui exprime la somme totale des 

combinaisons dans lesquelles la condition précedente est remplie, 

on aura expression moyenne du mérite que Vélecteur peut attri- 

buer au candidat 7. En exécutant les intégrations, on trouve 

oe .a pour cette expression. 

De 1a il suit que l’on peut écrire sur Ie billet de chaque lecteur, 

i A cété du premier nom, i—1 a coté du second, i—2 a cote du 

troisiéme, etc. En réunissant ensuite tous les nombres relatifs a 

chaque candidat , sur les divers billets : celui des candidats qui aura 

la plus grande somme , doit tre presume le candidat ai yeux 
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de Yassembk¢e électorale , a le plus grand mérite, et doit par con- 

séquent étre choisi. 
Ce mode délection serait sans doute le meilleur , si des consi- 

dérations étrangéres au meérite n’influaient point souvent sur le 

choix des électeurs, méme les plus honnétes, et ne les determi- 

naient point a placer aux derniers rangs , les candidats les plus 

redoutables a celui quils préférent ; ce qui donne un grand avan- 

tage aux candidats d’un mérite médiocre. Aussi ’expérience Pa-t-elle 
fait abandonner aux établissemens qui lavaient adopte. 

Supposons que les erreurs @une observation puissent s’étendre 
dans les limites -+-a et —a; mais qu’ignorant la loi de probabi- 
lité de ces erreurs, on ne lassujétisse qu’a la condition de leur 
donner une probabilité d’autant plus petite , qu’elles sont plus 
grandes; la probabilité des erreurs positives étant supposée la méme 
que celle des erreurs négatives correspondantes, toutes choses qu'il 
est naturel d’admettre. La formule («) donnera encore la loi moyenne 
des erreurs. Pour cela on concevra l’intervyalle a partagé dans un 

nombre infini z de parties représentées par dx, ensorte que i= —)> 

dx 

on fera ensuite r= 3 la formule («) devient ainsi 

s.dx dx 

an) ee 

Vintégrale étant prise depuis x=. jusqu’a x—=a; dans la question 
presente s==;; car l’erreur devant tomber dans les limites —a et 
++ a, la probabilité qu’elle tombera dans les limites 0 et a est 3; 
cest la quantité s qu'il faut répartir sur tous les poiuts de Pinter- 
valle a ; la formule (e) devient donc alors 

dx is a 

2a’ aes 

Ainsi la loi moyenne des probabilités des erreurs positives x, ou 
négatives — 2x, est 

etl O Sue 
2a° ae 
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CHAPITRE Ii. 

Des lois dela probabilité , qui résultent de la multiplication 
indéfinie des événemens. 

16. A MESURE que les évyénemens se multiplient, leurs probabi- 
lités respectives se développent de plus en plus: leurs résultats 
muyens et les bénéfices ou les pertes qui en dépendent, convergent 
vers des limites dont ils approchent avec des probabilités toujours 
croissantes. La détermination de ces accroissemens et de ces li- 
mites , est une des parties les plus intéressantes et les plus délicates 
de lanalyse des hasards. 

Considérons d’abord Ja maniére dont les possibilités de deux 
événemens simples dont un seul doit arriver 4 chaque coup, se dé- 
veloppent lorsqu’on multiplie le nombre de coups. I! est visible que 
Pévénement dont la facilité est la plus grande, doit probablement 
arriver plus souvent dans un nombre donné de coups; et!’on est 
porté naturellement a penser qu’en répétant les coups un trés- 
grand nombre de fois, chacun de ces éyénemens arrivera propor- 
tionnellement a sa facilité, que lon pourra ainsi découvrir par 
Pexpérience. Nous allons démontrer analytiquement cet important 
théoréme. 

On a vu dans le n° 6 que si pet 1 —p sont les probabilités res- 

pectives de deux événemens a et 4; 1a probabilite que dans x+-x! 

coups, l’événement a arrivera x fois, et Pévénement 6, x’ fois, est 

égale a 
1.2.3...(c42') gpk 3. 

eee P) ? 

c’est le (x'-+-1)™ terme du binome [p-+ (1—p)}**™. Considérons le 

plus grand de ces termes que nous désignerons par k, Le terme 
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pee kp bo ; : 1—p x 

anterieur sera > Sar age et le terme suivant sera k. Tee 

Pour que & soit le plus grand terme, il faut que lon ait a la fois 

p x41 epi 
<= / = a’ I > 1—p a 

il est facile d’en conclure que si lon fait «++ 2’=7, onaura 

x<(n-+1).p > (n-+1).p—1; 

ainsi « est le plus grand nombre entier compris dans (2--1).p ; 
en faisant donc 

x= (n-+-1).p—s, 
ce qui donne 

xs a’+-1—s P x+s 

mi ? 1p ai—s’ 

s sera moindre que l’unité. Si x et x’ sont de trés-grands nombres, 
on aura a trés-peu prés , 

P 
——. § we 

Lape"? 

c’est-a-dire que les exposans de p et de 1—p, dans le plus grand 
terme du binome, sont a fort peu prés dans le rapport de ces quan- 
tités; ensorte que de toutes les combinaisons qui peuvent avoir 
lieu dans un trés-grand nombre x de coups, la plus probable est 
celle dans laquelle chaque é€vénement est répété proportionnelle- 
ment a sa probabilité. 

Le terme /", aprés le plus grand, est 

One Ig OTD 

1.2.5...(a-—/).1.2.5....(a' +) pri p)ert 

On a par le n° 52 du premier Livre , 

ee Ps ° Pete eae Van. {acb a ete}: 

12.7 

ce qui donne 



<a 

DES PROBABILITES. 277 

1 a ie Cat {psa ete}, 
1.2.35...(x— Ge 12.(2—) 

ices. SS AS, —a— hb’! I t 

ra Seay e F) Tal Pian = et, 

Développons le terme (a2 —Z waar Son logarithme hyperbo- 
lique est 

: l 
(J—x—3).[ log «+ log (a — =) |; 

orona 
paasgibe Uf B is iy Raa la ll 

nous négligerons les quantités de l’ordre ~, et nous supposerons que 

Z* ne ls point Pordre »; alors on pourra négliger les termes 

de Pordre e, parce que x et x’ sont de lordre nm. Onaura ainsi 

(Ix —3).[ log. e+ log(1— =) | 
= (I— a —1) loge I+ = — ss 

22 

ce qui donne, en repassant des logarithmes aux nombres, 

I—e—2  d— l—x—} l B 
(x—7) Ssel shee .G +g): 

on aura pareillement , 

ia p Seely Bs aes See eee 1 B 
(ac'+4-1) peo 5— ¢ 2x wa! l—x sa =; ae an) 

On a ensuite par ce qui précéde, p= ar, s étant moindre que 

+. 0 ° L—Zz . . ° 

Punité ; en faisant donc p = , 2 sera compris dans les limites 

ie 0 na— Xx a ° ° . 

ae et amr rs a Se conséquent il sera, abstraction ous du 
. “e x z 

signe , au-dessous de Vunité. La valeur de p donne 1 —p = + ; 
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ee : (1—p)**'= 

de la on tire 
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on aura donc par l’analyse précédente , 

yz! gl t+! =); 

aa’ J” 

GES 7 Pam (i—p)**! 

G+ n®™ 

ON n 0 Sie 

Pai950e(2—1) 262.94. 

nl? 

Vn.c 22" 
= V7.Y ocx’ 6.x? 

l L (2! —x B ig ome b+ tS) 
On aura le terme antérieur au plus grand terme , et qui en est éloigné 
a la distance /Z, en faisant 7 négatif dans cette équation; en reunis- 
sant ensuite ces deux termes, leur somme sera 

Lintégrale finie 

ie 

nls 

2.Yn a0 

Walia. & 

ni* 

2.Vn y ann 

Va. orn" 4 

prise depuis 7=o inclusivement, exprimera donc la somme de 
tous les termes du binome [ p-+-(1—p)]", comprise entre les deux 
termes, dont Pun a p**' pour facteur, et Pautre a p*—' pour fac- 
teur, et qui sont ainsi €quidistans du plus grand terme; maie il 
faut retrancher de cette somme, le plus grand terme quiy est évi- 
demment compris deux fois. 

Maintenant, pour avoir cette intégrale finie, nous observerons >? “8 5 

que lon a, par le n° 10 du premier Livre, y ¢tant fonction de 7, 

Byeg = (FB) —1Oy+a.gtete; 
cdli—1 

dou lon tire par le méme numéro , 

Ey =fydl—t.y +4-%+ etc. + constante. 
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nl? 

g n ~~ gaa" (aur ; : 
y etant ici égala —= Ve ec , les différentielles successives 

w. my 

de y acquicrent pour facteur —, ml et ses puissances ; ainsi / €tant 

supposé ne pouvoir étre au fis oe de Pordre Yn, ce facteur est 

de Pordre Ti , et par conséquent ses différentielles divisées par 

les puissances respectives de di, décroissent de plus en plus; en 
négligeant donc , comme on Ia fait préccdemment, les termes de 

Yordre -, on aura, en faisant commencer avec Z les deux inté- 

grales finies et infiniment petites, et désignant par Y le plus grand 
terme du binome, 

Z.y = fydl— =. +t. Y. 

Lasomme de tous les termes du binome [p-++-(1—p)]" compris entre 
les deux termes équidistans du plus grand terme du nombre /, 
étant égale a =.y —i.Y, elle sera 

Syd > WV) 

et sion y ajoute lasomme de ces termes cxtrémes, on aura pour 
la somme de tous ces termes, 

Syd tty. 
Si Pon fait n 

pe 
~~ Vara!’ 

cette somme devient 

2 Sn Sle —i* 

Feldtee sb Vr. Va V ana ne fae a, 

Les termes que lon a négligés étant de Pordre -, cette expression 

est d’autant plus exacte, que 7 est plus grand: elle estrigoureuse, 

lorsque x est infini. Il serait facile, par Panalyse précédente , d’avoir 

égard aux termes de Vordre - -, et des ordres sup¢rieurs. 

On a, par ce qui précéde, w==np-+z, z étant un nombre plus 
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petit que Punité ; on a donc 

xtl l+tz  t.Yorx Zz. 
n Bee i n.Vn n? 

ainsi la formule (0) exprime la probabilité que la différence entre 
le rapport du nombre de fois que ’événement a doit arriver, au 
nombre total des coups , et la facilité p de cet événement, est com- 
prise dans les limites 

t. Voxx Z 

Vox! étant égal a 

Os. 

el ope pee ee an ee 

on yoit que lintervalle compris entre les limites précédentes est 

de ordre ——. 
Vn 

Si la limite de ¢, que nous désignerons par 7’, est suppos¢e inva- 
riable, la probabilité déterminée par la fonction (0), reste la méme 
a trés-peu pres; mais lintervalle compris entre les limites (/) , di- 
minue sans cesse a mesure que les coups se répetent, et il devient 
nul, lorsque leur nombre est infini. 

Cet intervalle étant supposé invariable ; lorsque les événemens se 
multiplient, 7’ croit sans cesse, et a fort peu prés comme la racine 
carrée du nombre des coups. Mais lorsque 7 est considérable, 
Ja formule (0) devient , par le n° 27 du premier Liyre, 

7 c 1 

aT. Ve 1+ q 

fe gp es 3q 

Ieee 

cl 

Vann p (a—p) + ~ «(1 — 2p) aaeR 

, ‘ 1 . am J” . . 

q stant egal a —.. Lorsqu’on fait croitre 7, c ~ diminue avecune 

extréme 
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extréme rapidité, et la probabilité précédente s’approche rapide- 
ment de Punité a laquelle elle devient égale, lorsque le nombre des 
coups est infini. 

Il y a ici deux sortes d’approximations : l'une d’elles est relative 
aux limites prises de part et @autre de la facilité de ’événement a; 
Pautre approximation se rapporte a la probabilité que le rapport 
des arrivées de cet évyénement, au nombre total des coups, sera 
renfermé dans ces limites. La répétition indéfinie des coups accrolt 
de plus en plus cette probabilité , les limites restant les mémes : elle 
resserre de plus en plus l’intervalle de ces limites, la probabilité 
restant la méme. Dans linfini, cet intervalle devient nul, et la pro- 
babilité se change en certitude. 

L’analyse précédente réunit a ’avantage de démontrer ce théo- 
réme, celui d’assigner la probabilité que dans un grand nombre x 
de coups, le rapport des arrivées de chaque événement sera com- 
pris dans des limites données. Supposons, par exemple, que les 
facilités des naissances des garcons et des filles soient dans le rap- 
port de 18 a 17, et quwil naisse dans une année, 14000 enfans ; on 
demande la probabilité que le nombre des garcons ne surpassera 
pas 7365, et ne sera pas moindre que 7057. 

Dans ce cas, ona 

p=k, a==7200, x'==6800, n==14000, /==163; 

la formule (0) donne a fort peu prés 0,994303 pour Ja probabilité 
cherchée. 

Si Pon connait le nombre de fois que sur ” coups , ’événement 
a est arrivé ; la formule (0) donnera la probabilité que sa facilité p 
supposée inconnue, sera comprise dans des limites données. En 
effet , si ’on nomme i ce nombre de fois, on aura, par ce qui pré- 

\ “Te, 7 Ea ale L ° 

céde , la probabilité que la difference - —p sera comprise dans les 

limites = Dees ss : ; par conséquent, on aura la probabilité 
nN. 1 

que p sera compris dans les limites 

2 T .V 2xx' 

EV a 
z 
Ae 

ais: 
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La fonction TV 222" sant de Pordre -—, on peut en négligeant 
n.Yn Vn 

les quantités de Pordre ~ , y substituer z au lieu de x, et n—z au 

lieu de 2x’; les limites précédentes deviennent ainsi, en négligeant 

Ies termes de ordre =; 

iT. at.) | 
n mi nr. Vn y 

et la probabilité que la facilité de Pévénement a est contenue dans 
ces limites, est égale a 

a — — Lf Poem TRE SE 
Va IGE Sons V7.V 21,(n—1) (0') 

On voit ainsi qu’a mesure que les événemens se multiplient, l’inter- 
valle des limites se resserre de plus en plus, et la probabilité que 
Ja valeur de p tombe dans ces limites, approche de plus en plus de 
Punité ou de la certitude. C’est ainsi que les événemens, en se déve- 
loppant, font connaitre leurs probabilités respectives. 

On parvient directement a ces résultats, en considérant p comme 
une variable qui peut s’etendre depuis zéro jusqu’a lunité, et en 
dcéterminant , d’aprés les événemens observés, la probabilité de ses 
diverses valeurs, comme on le verra lorsque nous traiterons de 
la probabilité des causes, déduite des événemens observés. 

Si Pon a trois ou un plus grand nombre d’événemens a, b,c, etc., 
dont un scul doive arriver a chaque coup; on aura, par ce qui pré- 
céde, la probabilité que dans un trés-grand nombre x de coups , 
le rapport du nombre x de fois qu'un de ces événemens, a par 
exemple, arrivera, au nombre 7, sera compris dans les limites 
prea, Clanl une tres-petite fraction; et Pon voit que dans le cas 
extreme du nombre x infini, Pintervalle 2a de ces limites peut étre 
supposé nul, ct la probabilité peut ctre supposée égale a la cer- 
titude , cnsorte que les nombres des arrivées de chaque éyénement 

seront proportionnels a leurs facilités respectives. 
Quelquctois les CyCnemceus, aulicu de faire connaltre directement 

les limites de la valeur de p, donnent celles une fonction de cette 



DES PROBABILITES. 987 

valeur; alors on en conclut les limites de p, par la résolution des 
€quations. Pour en donner un exemple fort simple, considérons 
deux joucurs 4 et B, dont les adresses respectives soient p et 
1 —p, et jouant ensemble 4 cette condition, que la partie soit 
gagnée par celui des deux joueurs qui, sur trois coups, aura vaincu 
deux fois son adversaire, le troisiéme coup n’étant pas joué, 
comme inutile , lorsque Pun des joueurs a vaincu dans les deux 
premiers coups. 

La probabilité de 4 pour gagner la partie, est la somme des 
deux premicrs termes du binome [p-+(1—p)]*; elle est par con- 
séquent égale a p*-++ 3p*.(1—p). Soit P cette fonction ; en élevant 
le binome P +-(1—FP) a la puissance x, on aura, par l’analyse 
précedente, la probabilité que sur le nombre z de parties , le nombre 
des parties gagnées par_4 sera compris dans des limites données. Il 
suffit pour cela de changer p en FP dans la formule (0). 

Si Pon nomme z le nombre des parties gagnées par 4, la for- 
mule (o’) donnera la probabilité que P sera compris dans les 
limites 

B n.Yn 

Soit donc p’la racine réelle et positive de Péquation 

P+ 5p.(1—p) = 5; 

en désignant par p'==d'\p les limites de p, les limites correspon- 
dantes de P seront a trés-peu prés 3p’— ap" >= 6p'.(1—p'). dp; 
en égalant ces limites aux précédentes , on aura 

doa oe T.Y 2. _T.Y at. (n—t) | 

L T.Y 21.(n—i) TLV 2.(a—1) 
fo a a 

6p’ .(i—p’) .n. se A 

ainsi la formule (0) donnera Ja probabilité que p sera compris dans 
Jes limites 

T.V 21.(n—1) 

P rey (ay). 8 G—p’).1. Yn 

Le nombre n des parties ne détermine pas le nombre des coups, 
puisquil peut y avoir des parties de deux coups, et dautres de 
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trois coups. On aura la probabilité que le nombre des parties de 
deux coups, scra compris dans des limites données, en observant 
que la probabilité dune partic a deux coups, est p°>+-(1—p)*5 
désignons cette fonction par P’. En €levant le binome P! +-(1— 2’) 
a la puissance 7, la formule (0) donnera la probabilité que le nombre 
des parties de deux coups sera compris dans les limites nP’ = J; 
or le nombre des parties de deux coups étant nP’ + 1, le nombre 
des parties a trois coups sera n(1—P’)==/; le nombre total des 
coups sera donc 3z—nP'== 1; la formule (0) donnera donc la proba- 
bilité que le nombre des coups scra compris dans les limites 

on.(1 +p—p*) = TV 2nP —P’). 

17. Considérons une urne 4 renfermant un trés-grand nombre 
n de boules blanches et noires, et supposons qu’a chaque tirage , 
on tire une boule de l’urne, et qu’on la remplace par une boule 
noire. On demande la probabilite qwaprés 7 tirages, le nombre des 
boules blanches sera «x. 7 
Nommonsy,,, cette probabilite.Aprés un nouveautirage, elle devient 

¥2,.+1-Mais pour qu'il y ait x boules blanches apres 7-1 tirages, il faut 
qu'il y ait ou x-+-1 boules blanchesaprés le tirage 7, et que le tirage sui- 
vant fasse sortir une boule blanche, oux boules blanches aprés le ti- 
rage r,et que le tirage suivant fasse sortir une boule noire. La proba- 
bilité qu'il y aura 2-++1 boules blanches aprés 7 tirages, est y,,,,,, et 
Ja probabilité qu’alors le tirage suivant fera sortir une boule blanche , 

rt 
Verr,79 

n 

c’est lapremiere partie de y,,,,,. La probabilité qu'il y aura x boules 
}lanches apres le tirage r , est y,,,; et la probabilité qu’alors il sor- 

est tn ; la probabilité de ’événement composéest donc 

TH wrewet O 
tira une boule noire, est » parce que le nombre des boules 

noires de Purne est x— «x ; la probabilité de ’événement composé 
— zr 

JYz,15 Cest la seconde partie de yz,,4... Ainsi est donc 

Yona 
nm 

ctr I— x 
eS Ramee merry YH es mat perme hg 

Si Pon fait 
— t pane U ead 8:2 
a Treerr, Na SV gt 
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cette équation devient 

We = ee + :) Ware ee Sa) 5 
x! + = 

n €tant supposé un trés-grand nombre, on peut réduire en séries 
conycrgentes y 1, ety, , /;onaura donc, en négligeant les 

ony r+ = i v4 +=) 
nm 

r : ros i 
carres et les puissances superieures de -, 

1 oe o\ = (Der)? wy 

n zlyl? 

Pintégrale de cette équation aux différences partielles est 

Veg "O(a! .c") 5 

@(x'.c”) étant une fonction arbitraire de x'.c’, qu'il faut détermi- 
ner par la valeur de aloes 

Supposons que Tene A ait été remplie de cette manié¢re. On 
projette un prisme droit dont la base étant un polygone régulier 
de p+ q cotés , est assez ¢troite pour que le prisme ne retombe 
jamais sur elle. Sur les p++ ¢ faces latérales , p sont blanches et 
g sont noires , et Yon met dans l'urne 4, a chaque projection , une 
boule de la couleur de la face sur laquelle le prisme retombe. 
Aprés x projections, le nombre des boules blanches sera a fort 

ae prés, par le n° précédent , od , et la probabilité qu’il sera 

+1, est, par le méme numcro , 
Pp eo q 

Gg) 2 
p-ng=" . anpq 

V 2npq w 

Si lon fait oe: 
bet Oe | Lee i 2 eagle 

Riera pa gstionen| agen eae 
cette fonction devient 

ee : n P+4 
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cost fa valeur de y,,,, ou dey’, ; mais la valeur préccdente de 
z/,0) 

5 ae donne 

, —_— x s 

o r= @ oe ’ 

on a done 

— 1207 — cet 

o(2)=— =" 
is Vi ne 

partant, 
baal p 

I a —l n.( = 

‘ za p+q 
Lcd hace =. 

‘ ° es ae 

dou lon tire 
" 

P hes _ p a 

5, —— Th eee 

ren eas galt (s.< i 
ED? Vn 

La valeur de « la plus probable est celle qui rend nul ae aaa ; 
et par cons¢quent elle est égale a 

ee tl cs =% 

(p +4q)-c 

la probabilité que la valeur de x sera contenue dans les limites 

(p+q).0” c 
est 

ida i? 
2. Vs «Cc ) 

Vintégrale étant prise depuis ~=0, 
Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 

blanches contenues dans lurne 4, aprés r tirages. Cette valeur est 
la somme de tous les nombres possibles de boules blanches, mul- 
tipliés par leurs probabilités respectives; elle est donc égale a 

anp ‘id its 
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Yintégrale étant prise depuis w =o jusqu’a w =oo. Cette valeur 
est ainsi 

np 

(p-+q).c* 

par conséquent , elle est la méme que la valeur de «x la plus 
probable. 

Considérons maintenant deux urnes 4 et B renfermant chacune 

le nombre x de boules , et supposons que dans le nombre total 
an des boules, il y en ait autant de blanches que de noires. Conce~ 
vons que Pon tire en méme tems, une boule, de chaque urne, et 
quensuite on mette dans une urnc, la boule extraite de lautre. 
Supposons que l’on répéte cette opération , un nombre quelconque 
r de fois , en agitant a chaque fois les urnes, pour en bien méler les 
boules ; et cherchons la probabilité qu’aprés ce nombre r d’opéra- 
tions, il y aura x boules blanches dans Purne 2. 

Soit z,,, cette probabilité. Le nombre des combinaisons possibles 

dans 7 opérations , est n*"; car a chaque opération, les x boules de 
Purne 4 peuvent se combiner avec chacune ces 7 boules de Purne 
8B, ce qui produit x* combinaisons; n*.z,, est donc le nombre des 
combinaisons dans lesquelles il peut y avoir x boules blanches dans 
Purne 4 aprés ces opérations. Maintenant, il peut arriver que Popé- 
ration (7-+ 1)" fasse sortir une boule blanche de Purne 4, et y 
fasse rentrer une boule blanche ; le nombre de cas dans lesquels 
cela peut arriver, est le produit de n*.z,, par le nombre x des 
boules blanches de Purne 4, et par le nombre n—.z des boules 
blanches qui doivent étre alors dans furne B, puisque le nombre 
total des boules blanches des deux urnes, est x. Dans tous ces cas, 
ilreste x boules blanches dans ’urne 4; le produit x.(n—2x).n*.z3,, 
est donc une des parties de n”**.2, 41. 

I] peut arriver encore que l’opération (r-+ 1)’ fasse sortir et 
rentrer dans l’urne .4, une boule noire, ce qui conserve dans cette 
urne, x boules blanches. Ainsi x —.« étant aprés lopération r‘™, 
le nombre des boules noires de Vurne 4, et x étant cclui des 

boules noires de Purne B,(n—-x).x.n*.zz,, eSt encore une partie 

tle Go ae ae 

S’il y a x—1 boules blanches dans l'urne 4 aprés l’opération r“™, 

> 
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et que l’opération suivante en fasse sortir une boule noire, et y 

fasse rentrer unc boule blanche; il y aura x boules ene dans 

Purne 4 apres Yopération (7 1) ; le nombre des cas dans lesquels 

cela peut arriver, est le produit de n".z,_,,,par le nombre z—x-F1 

des boules noires de Purne 7 aprés le tirage rv“, et par le nombre 

n—-x-+t-1 des boules blanches de Purne “B , aprés la méme opé= 

ration; (1—a«-+-1)*.n".z,_,, est donc encore une partie de 

WME SS TS es 

Enfin, sil y a x-++1 boules blanches dans Yurne 4 aprés Popé- 
ration y*"*, ct que lopération suivante en fasse sortir une boule 
blanche, et y fasse rentrer une boule noire; il y aura encore, aprés 
cette dernicre opération, x boules blanches dans Purne. Le nombre 
des cas dans lesquels cela peut arriver, est le produit de n”.z,4.4 
par le nombre x -+1 des boules blanches de Purne 4, et par le 
nombre x1 des boules noires de ’urne B aprés Popération 7"; 
(x-++-1)*.n*".c,,,, est donc encore une partie de n”**.z, ,41 

En réunissant toutes ces parties, et en égalant leur somme a 
n+?.z,,4,,0n aura Péquation aux différences finics os a 

c+) ae xL—!1 = 
z= (— ) Fer a =. 1—*).2,, as we (: cecigeeni ete Ves 

Quoique cette équation soit aux differences du cat a ordre par 
rapport a la variable x, cependant son intégrale ne renferme qu'une 
fonction arbitraire qui dépend de la probabilité des diverses valeurs 
de x dans l’état initial de Purne 4. En effet, il est visible que si 
Pon connait les valeurs de z,,, correspondantes a toutes les valeurs 
de x, depuis « =o jusqu’a x= 7; léquation précédente donnera 
toutes les valeurs de z,,, zz,,, etc. , en observant que les valeurs 
ucgatives de x ¢tant impossibles, z,,, est nul lorsque x est négatif. 

Sin est un trés-grand nombre, cette équation se transforme dans 
une €quation aux differences partielles que on obtient ainsi. On a 
alors a trés-peu prés, 

Dicey oy pam (a “y+ al ‘), E 

d i zr 

Zp—1 jp 22,2 (| ri ) += = : =) > 

Soit 
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Soit 

n+p.Vn 
PY 

2 >) r==nr', 2,,=U; 

Péquation précédente aux différences finies partielles deviendra, en 

négligeant les termes de Yordre —, 

d? U' 

dp? 

dU dU 

Pour intégrer cette équation qui, comme on peut s’en assurer par 
la méthode que j’ai donnée pour cet objet, dans les Mémoires de 
PAcadémie des Sciences, de année 1773, n’est intégrable en termes 
finis , quau moyen dintégrales définies ; faisons 

U=fodt.c, 

@ étant fonction de ¢ et de 7’. On aura 

dU’ — = 4 211.(22) = ac". 19 — af. (pat + td0), 
ddU —pt 

Véquation aux diff€rentielles partielles en U, devient ainsi 

—pt (do ue —pt dg 
cues. a7 Te} ty to+/fc .dt.| #9 — at.() |. 

En é€galant entre eux les termes affectés du signe /, on aura ’’équa- 
tion aux différentielles partielles , 

de\ __ 4s 2 

Le terme hors du signe /, égalé a zéro, donnera pour l’équation 
aux limites de lintégrale , 

—yt 
omiP.c et 

Lintégrale de ’équation précédente aux différentielles partielles de 

?, est > &s pac”. (4), 
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t r : : A t 

Ny (=) étant une fonction arbitraire de >; on a donc 
ged 

Ui iibiea tas laces 
t= 26 + 25 V =, 

Yexpression de U prendra cette forme, 

v= gal hayes AEBS * rH pune) STA) 

Soit 

i] est facile de voir que Péquation précédente , aux limites de Pinté- 
grale, exige que les limites de Vintégrale relative a s, soient prises 

depuis s = — oo jusqu’a sce. En prenant le radical /—1, avec 
le signe —, on aurait pour U une expression de cette forme, 

per: a es 

eta ay ier iaes 8 | wail 
Cc 

ee 

la fonction arbitraire IT (s) pouvant étre differente de T'(s). La somme 
de ces deux expressions de U sera sa valeur complette. Mais il est 
facile de s’assurer que les intégrales étant prises depuis s—=— oo 
jusqu’a s == 0%, addition de cette nouvelle expression de U n’a- 
joute rien a la généralité de la premitre, dans laquelle elle est 
comprise. 

Deéveloppons maintenant le second membre de l’équation (A), 

suivant les puissances de — av, et considérons un des termes de ce 

développement , tel que 

H®., Cc fe 

ce CAG, fds. a: eh Vv —1)"; 

ce terme devicnt, aprcs les integrations , 

l, Bi 35.5... ae ‘Qi—1) Pik a 2 

Zao 9 SE 1) Cee) ea ae 
= o ne lite doe Sine 1.4, ef 6 ete. | 

Considérons cncore un terme de ce développement, relatif aux 
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puissances impaires de —, caw » tel que 

EO Veet , q —s* . 
a aaee (8 — BY), 

Ce terme devient , aprés les intégrations , 

15500. e6 (Dit) LOY ; [a- t.(2%)? tae)” Gey) (a (i—1). (24) —etc. | 

Pe ak alee 3s Tarot i ew ey 

On aura donc ainsi expression générale de la probabilité UV, dé- 

veloppée dans une série ordonnée suivant les puissances de —, 
c 

série qui devient trés-convergente , lorsque 7’ est un nombre con- 

sidérable. Cette expression doit étre telle, que /Udx out. fUdu.V/n 
soit égale a Punité, les intégrales étant étendues a toutes les va- 
leurs de x et de » , c’est-a-dire depuis x nul jusqu’a x=7, et depuis 

po — Vn jusqu’a u = Vn; car il est certain que une des valeurs 
de x devant avoir lieu, la somme des probabilités de toutes ces 
valeurs doit étre égale a Punité. En prenant Vintégrale /c—»*.du dans 
les limites de #, on a le méme reésultat a trés-peu prés, qu’en la 
prenant depuis 4» ==— oo jusqu’a » = oo: la différence n’est que de 

ordre TS ; et vu lextréme rapidité avec laquelle c—" diminue a 

mesure que 7 augmente, on voit que cette difference est insensible 
lorsque est un grand nombre. Cela posé, considérons dans l’intégrale 

1 fUdu. Yn, le terme 

1.3.5....(9i—1). 3 HO. Yaw 
ai. cdr’ 

me i (2u)* _) -t.—1). (2¢4)f xX fde.c-# [3 — SE 4 ee ete. |. 

En étendant Vintégrale depuis ~==— o jusqu’a w =o, ce terme 
devient 

1.3.5...(2i—1).4.4H9.7 Vn SS 7 C+ ete. | 

a! cit” 1.2 SOI) 

i—1) 
Le facteur 1—i4-- — etc. est égal a (1—1)'; il est donc nul, 
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excepté dans le cas de i=o, ou ilse réduit a Punité. TI est visible 

que les termes de fecnressian de U qui renferment des puissances 

impaires de #, donnent un reésultat nul dans Pintégrale }./Ude. Vi, 

étendue depuis 4 = —o jusqwa ” =o; car ces termes ont pour 

facteur c “, el Pon a généralement dans ces limites 

2 

iia dp. ec Y =0. 

Ul n’y a donc que le premier terme de lexpression de U, terme 
ey Yd = A r 

que nous représenterons par H.c “, qui puisse donner un ré- 

sultat dans Vintégrale +.f/Udu. Wn, etce résultat est 4.H. Wn7; 
on a donc 

1.H.Vnz=1; 

par conséquent, 

Ha T= 

Lexpression générale de U a ainsi la forme suivante, 

pay Se so) - Qo) OSG Shirt ah aig, 
2 lu Srv 

i c (E) 

“ae LO Longa Sapte BO mreF4 ay 
V a7 OH ee -- etc. 

Q™, Q, etc., L, L™, etc. étant des constantes indéterminécs qui 
dépendent de la valeur initiale de U. 

Supposons que U devienne X lorsque 7 est nul, X ¢tant une 
fonction donnée de w. On a géncrwement ces deux théoremes, 

Cte OO set Pe. OU, salt 

a LO. fur .da.Ul.o © , 

lorsque g est moindre que i; U; ct U; ctant des fonctions de ph. 

OC Woes 2L).¢—* wae 7 par lesquelles = ls acess —=——, sont multipli¢s dans Pex- 
V nave" (azn 

pression de U. Pour démontrer ces théorémes, nous observerons 
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. 1a gs sQOirF U; la 5) 

que, par ce qui précede , = est égal a 
ne 

(Y—1)*.H.c—#. fds.o— (wes Y= 1)"; 

il faut donc faire voir que l’on a 

0 = fut. ds.du.c#—*, (us V—1)"; 

les intégrales étant prises depuis ~ et s égaux a — oo jusqu’a u 
et s é€gaux a -++oo. En intégrant dabord par rapport a p, ce 
terme devient 

GI) ust", dis.ds.c — .(u-sV—=1)* 

+ in ffu.du.ds.c %—* .(uetes\/— 1)", 

En continuant d’intégrer ainsi par parties relativement a « , on par- 
vient enfin a des termes de la forme 

k.ffdu.ds.c © «(ues V—1)", 

e rétant pas zéro, et par ce qui précéde , ces termes sont nuls. 

On prouvera de la méme manicre , que l’on a 

Om LO gust dye. UU; ae 

De la il suit que Pon a généralement 

os fU,.U,.du.c” , o=fU.U,.du.c, 

i et 7’ étant des nombres différens. Car si , par exemple, z’ est plus 

grand que z,toutes les puissances de » dans U;, sont moindres que 27’; 

chacun des termes de U; donnera donc , par ce qui précéde, un ré- 

sultat nul dans lintégrale {U;. U;,.du. c “’, Le méme raisonnement 

a lieu pour Vintégrale /U; . Uosilincr 

Mais ces intégrales ne sont pas nulles, lorsque i=7’. On les 
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obtiendra dans ce cas, de cette maniére. Ona , par ce qui précede, 

— Bietle d. eR 2t ah Va 
<, 

Ie terme quia pour facteur 4% dans cette expression, est 

a.” (Y=1)%. 2% 

pec eeohe = Cit 

or , on peut ne considcrer que ce terme dans le premicr facteur U, 

de Pintégrale (U,. U,.du. ce “; car les puissances infCricures de y, 
dans ce facteur, donnent un résultat nul dans Vintégrale. On a 
donc F 

pp sdice 

oS Sue dpeeds.c *—* (uabs V1) 

On a, en intégrant par rapport a #, depuis »=—- jusqu’a 

(s ape ? 2 2 

S {pei dp.ds.c © a “(Mes V— 1) 

<= LEN Bt neni y AR «(Rts ee oi 

-1- = ffp rouse. (u--s V— MD Saas 

Le premier terme du second membre de cette équation est nul 
par ce qui précede ; ce membre se réduit donc a son second terme. 

On trouve de la méme maniére, que Pona 

didi Oe epee aan 
= Dip dields : {wae ey (us V— 1), 

et ainsi de suite; on adonc 

Wij mas dl i (u-ts V—1)'= a 

par conscquent 
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On trouvera de la méme manicre, 

fU) Ul .duic “= 

On a éyidemment, 

fU;.U).dn.c “=0, 

dans le cas méme ou z et i’ sont égaux, parce que le produit 
U;,. Uy, ne contient que des puissances impaires de yu. Cela 

pose. 

L’expression générale de U domne pour sa yaleur initiale , que 
novus avons désignée par X, 

Xo ; 1 + Q.(1—2) + etc. 
ax qe LO pL. w.(1— Fw?) + ete. } 

Si Pon multiplie cette équation par U,.du, et si Pon prend les in- 
tégrales depuis ~ == —oo jusqu’a w# ==, on aura, en yertu des 
théorcmes précédens , 

SAO p= Fa O.fU Tides 

dou lon tire 

QO = eee 3Vn bet aus 

on trouvera de Ila méme maniere , 

oe ee V2 (XU, dp. 

On aura donc ainsi les valeurs successives de QC, Q®, etc.; 
L©, L©, etc., aamoyen dintégrales définies , lorsque X ou Ja valeur 
initiale de U sera donnée. 

ot Te? 
ee | 
naw 

Dans le cas ou X est égal a expression générale 

de U prend une forme trés - simple. Alors la fonction arbitraire 
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sy eet = —C. 
ra “)d e la forniule (A) est de la forme k.c ae 

Pour déterminer les constanles € et k, nous observerons qu’en 

supposant 
¢ 

C=, 

on aura Vo 

Le / “Us an A -040).— HE 
| OE —e A a 7) Le oe 

En faisant ensuite 

Ci eee t/q! Bah 1+- (—-—“ ral Isa 

et observant que l’intégrale relative a s devant étre prise depuis 
s==—o jusqua s =o, Pintégrale relative a s’ doit étre prise 
dans les mémes limites, on aura 

meyegs 

ee 

En comparant cette expression a la valeur initiale de U , qui est 

| CH ipa > 

d’ou l’on tire 
Sit ite Boat 

6 ig ? v= uc 

On doit avoir ensuite 

k. Vx ees: 

Via. Vas 
ce qui donne 

2 

valeur que Yon obtient encore, par la condition que 2./U.du. Vn=1, 
Vintégrale 
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Vintégrale ctant prise depuis 4—— co jusqu’a “==; on aura donc 
pour expression de U, quel que soit r’, 

Ses the 
= aS eae Cierny ep a ci : 

Viz. +0) 

On trouve en effet, que cette valeur de U, substituée dans Péqua- 
tion aux différentielles partielles en U, y satisfait. 

6’ diminuant sans cesse quand 7’ augmente, la valeur de U 
varie sans cesse, et deyient a sa limite, lorsque 7’ est infini, 

U 

Pour donner une application de ces formules , imaginons dans une 
urne C,un trés-grand nombre m de boules blanches , et un pareil 
nombre de boules noires. Ces boules ayant été mélées, supposons 
que lon tire de Purne, 7 boules que l'on met dans Purne 4. Sup- 
posons ensuite que l’on mette dans Purne #, autant de boules 
blanches, qu'il y a de boules noires dans Purne 4, et autant de 
boules noires , qwil y a de boules blanches dans laméme urne. Il 
est clair que le nombre des cas dans lesquels il y aura x boules 
blanches , et par conséquent x — x boules noires dans lPurne 4, 
est égal au produit du nombre des combinaisons des m boules 
blanches de Purne C, prises x a x, par le nombre des combinai- 
sons des m boules noires de la méme urne, prises n—x a n— x. 
Ce produit est, par len° 3, égal a 

m.(m—1).(m—2)...(m—ax-++1) m.(m—1).(m—2)... (m—n+x+1) 

RE Bs eae : 1.2.5...(m—x) : 

ou a 
Cle Ovau. tt)” 

Ve Duds oD. Le Bw dew Maw) 6162.58. (m—x).1.2.5...(m—n-+x)" 

Le nombre de tous les cas possibles est le nombre des combi- 

naisons des 2m boules de lurne C, prises 2 a n; ce nombre est 

169.5.. -2Mt ' Kft pbemma lie See Rai teet SS 
1.2.9. .0,1.2.9...(2M—n) ” 

en divisant Ja fraction précédente par celle-ci, on aura, pour la 
38 
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probabilité de x, ou pour la valeur iniliale de UV, 

(1.975 6.0N AF etn 2c ae a) 

¥19,30..8s 04220. ., (Maes 1200. CUE). 1 8 See, OAR eae. weet 

Maintenant, si Pon observe que Pou a a ircs-peu prés, lorsque 
s est un grand nombre , 

* s+i —s as 
Lela Duiny Seeman V285 

on trouvera facilement apr¢s toutes les réductions, en faisant 

__atu.Vn 
— > 

2 

rye Origée 1 . . 
ct en négligeant les quantités de ordre -, qui ne sont pas multi- 

2 

plies par p’, 
my." 

eee ee m 2n—n iad ee 
Y nz am —n 

en faisant donc 

SD gamed my . 

—~ om—n?: 

On aura 

21 Sek 
[ieee topes! 

WV he 

Sile nombre m est infini, alors = +4, ct la valeur initiale de 
CU cst 

Ti V2 Pa tal 

V tix 

Sa valeur, apres un nombre quelconque de tirages, est 

— BS — ‘ 

a 

jae 2 ee eee 

= —— 6} . 

Vv ar ds hal eS 

Le cas de m infini revient a celui dans lequel les wnes 4 et B 
scraicnt remplies , en projetant x fois une pitce qui amenerait in- 

. différemment croix ou pele, cl metlant dans Purne .4, unc boule 
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bianche, chaque fois que croix arriverait, et une boule noire, chaque 
fois que pile arriverait ; et faisant Pinverse pour lurne B. Car il est 
visible que la probabilité de tirer une boule blanche de l’urne C, est 
alors 7, comme celle @amener croix ou pile. 

En prenant lintégrale (Udx , ou + fUdu. Vn, depuis w= —a 
jusqu’a “~=a, on aura la probabilité que le nombre des boules 

blanches de Purne .4, sera compris dans les limites a. Vn. 
On peut généraliser le résultat précédent, en supposant Purne 4 

remplie comme au commencement de ce numero , par la projection 
@un prisme de p+q faces latérales , dont p sont blanches et g sont 
noires. On a vu quwalors si lon fait 

oe ge PG): 
2pq 

on a a Porigine, ou lorsque r est nul, 

A a & Sit ) 
ples Take te e 

le 

> 

Supposons p et qg trés-peu différens, ensorte que lon ait 

+4 a Pp aa ‘ € + vee 

pt+4 a 
eoeee eases EL 1 ane 

q a Vnl’ 

on aura 
Fe 2 
t— a 

in — 

it 

ou a trés-peu pres 7* = 2 ; donc 

2 n >) 

Tice 2 c 7 2 2 ? 

Y anz 

En faisant donc 
n+u.Vn 

on aura 
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Supposons maintenant qu’aprés un nombre quelconque de tirages , 

on alt 
=u or 

U= sc ae 
V nex 

€ et a étant des fonctions de 7’. Si lon substitue cette valeur 

dans ’équation aux dillérences partielles en U, on aura 

—(5)-f2 — 2.) 4 4.(G).(u—a) 

= 4.(6—1).[ 1 — 2 ey) — 8a. (ua); 

dou lontire les deux équations suivantes , 

dé 

i) _ 
—1 

, da ML ty yl ans a, 
En les intégrant , ct observant qu’ Vorigine de r',a=a et C2, 
on aura 

6 = tacr ime ave 
ce qui donne 

(vu. berks wen ye 

2 ener la 
V ozr.(rte") 

Cherchons maintenant la valeur moyenne du nombre des boules 
blanches contenues danslurne 4 aprés r tirages. Cette valeur est 
la somme des produits des divers nombres des boules blanches , 

multipli¢es par leurs probabilités respectives ; elle est done ¢gale 
a lintegrale 

U=z «C 

nt+p.Yn U du. Vn 

2 (oe ree ae 

prise depuis w= — oo jusqu’a « = cc. En substituant pour Usa valeur 
donnée par la formule (A), on aura, en vertu des théorémes pré- 
cédens, pour cette intégrale , 

oF. 

+.n+7.L”.c Me 

A Porigine ou 7 est nul, cette valeur est ¢ 2 +! L©;ainsil’on aura 
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£® au moyen du nombre des boules blanches que lurne 4 con- 
tient a cette origine. 

On peut obtenir fort simplement de la maniére suivante, la valeur 
moyenne dunombre des boules blanches, apres 7 tirages. Imaginons 
que chaque boule blanche ait une valeur que nous représente- 
rons par Punité, les boules noires ¢tant supposées n’avoir aucune 
valeur. Il est clair que le prix de Purne 4 sera la somme des produits 
de tous les nombres possibles de boules blanches qui peuvent exister 
dans Purne , multipliés par leurs probabilités respectives ; ce prix 
est donc ce que nous avons nommeé valeur moyenne du nombre des 

boules blanches. Nommons-le z, aprés le tirage r*”. Au tirage sui- 
vant, sil sort une boule blanche , ce prix diminue d'une unité; or 
si Pon suppose que x est le nombre des boules blanches contenues 
dans Purne aprés le tirage rv", la probabilité d’en extraire une boule 

blanche sera = en nommant donc U la probabilité de cette suppo- 
Uxdx 

sition, Pintégrale ef , etendue depuis « =o jusqu’a x =n, 

sera la diminution de z, résultante de la probabilité dextraire une 
. e ° 7 a 

boule blanche, de Purne. Si Von fait, comme ci-dessus , - = 7 ’ ’ Bis ? 

° rie . \ . 1 . . : 

et si lon designe la fraction tres-petite ~ par dr’, cette diminution 

sera égale a zdr’; car z est égala fUxdx, somme des produits des 
nombres des boules blanches, par leurs probabilités respectives. 
Le prix de Purne 4 s’accroit, si Pon extrait une boule blanche de 
Purne B, pour la mettre dans Purne 4; or, x ¢tant supposé le 
nombre des boules blanches de Yurne 4,~— «x sera celui des 

boules blanches de Purne B, et la probabilité d’extraire une boule 
— 

71 

“ye, 7 “ye, 7 ° , i—ZX 

probabilité par la probabilité U de x ; Vintegrale fi U.——.dx , 

prise depuis x nul jusqu’a x7, sera Yaccroissement de z. 
JU .(n—x). dx est le prix de Purne B ; en nommant done z’ ce prix, 
z'dr' sera Vaccroissement de z: on aura donc 

blanche de cette derni¢re urne, sera ; en multipliant cette 

zi / 

dz = z'dr' —zdr’. 

La somme des prix des deux urnes est ¢yidemment égale az, 
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nombre des houles blanches quw’elles conticunent, ce qui donne 

cn —sr: substituant cette valeur de 2’ dans Pequatiyn prece- 

dente, elle devient 

ds = (n—2z).dr' ; 

dou Von tire en integrant , 
Lo) 

z= ant Toe 

© étant une constante arbitraire ; ce qui est conforme a ce qui 
precede. 

On peut ctendre toute cette analyse , au cas d@’un nombre quel- 
conque Wurnes: nous nous bornerons ici a chercher la valeur 
moyenne du nombre des boules blanches que chaque urne contient 
apres r tirages. 

Considérons un nombre e durnes, disposecs circulairement , et 
renfermant chacune le nombre x de boules, les unes blanches , 
ct les autres noires; 7 ctant suppos¢ un trés-grand nombre. Suppo- 
sons qu’apres 7 tirages , 2.) 5,1, 2.5---Ze_, Solent les prix respectifs 

des diverses urnes. Chaque tirage consiste a extraire en meme 
tems , une boule de chaque urnc, et ala mettre dans la suivante, 
en partant de Pune delles dans un sens déterminé. Si Pon fait 

-=/,7' 
1 

. 

et —== dr’; onaura, parle raisonnement que nous venons 

de faire relativement a deux urnes , 

dz, == (z-:— 2). dr"; 

cette équation a lieu depuis i= 1 jusqu’ai = e— 1. Dans le cas 
de i==e,ona 

Cg mom By 

en intégrant ces équations , ct supposant qu’a Vorigine les prix res- 
pectifs de chaque urne, ou les nombres des boules blanches qu’elles 
conticnnent, soicnt 

Xs5 Ange a Ag 2h 

On parvient & ce résullat qui a lieu depuis «== 0 jusquaime—1, 
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258 ss —«ar') 

—( asm\ , +2, .cos (===) — ar) 

-.S. Cc 

ions SE Lr 

25.(L—2) + 
“+ A,.COS ——- — ar) ? 

ion) je) a 

A.+COS ( 

e 
+ A,_,.COS (ence ar) 

le signe § s’étendant a toutes les valeurs de s, depuis s = 1 jus- 

qua s=e, et a ctant égal a sin =. Le terme de cette expres- 

sion correspondant a s==e, est indépendant de 7’, et egal a 

= (Abas .ee-FA._,); Cest-a-dire, a la somme enticre des boules 

blanches des urnes, divisée par leur nombre. Ce terme est la 
limite de Pexpression de z;; dou il suit qu’aprés un nombre infini 
de tirages, les prix de chaque urne sont éguux entre eux. 
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ES TE | 

CHAPITRE IV. 

De la probabilité des erreurs des résultats moyens d’un 
grand nombre d observations , et des résultats moyens les 
plus avantageux, 

fe Chyna maintenant les résultats moyens d’un grand 
nombre d’observations, dont on connaitla loi de facilité des erreurs. 

Supposons d’abord que pour chaque observation , les erreurs 
puissent ¢tre également 

1, NHL, NA 2,.--— 1, 0, 1ye-sM—2, N—1, ZN. 

oye, 7 1 : 

La probabilité de chaque erreur sera anEe Si ’on nomme s, le 

la Y—1 
nombre des observations , le coefficient de c ‘ dans le déye- 
loppement du polynome 

Roe ep i ay el gn oP te F 

eevietmon se air +c” Yo Hh les Mae: 

sera le nombre des combinaisons dans lesquelles la somme des 

erreurs est J. Ce coefficient est celui qui est indépendant de c?7 Y~ 
et de ses puissances, dans le développement du méme polynome 

ye — la Yr p) . 
mullipli¢ par c , on aura donc pour lexpression de ce 
cocfficient, 

* [dex (cosla—\/— 1. sinl@). (1-2 cos@-+-2 Cos 2%... ++ 2 cosne)', 

Yintégrale ¢ctant prise depuis @ = 0 jusqu’a w= 7. 

Ona yu dans le n* 36 du premier Livre, que cette intégrale est 

Bp 

(antiy.Y¥3 — n (n+ 1)s 
ne ey fy > 

Vn (n-+-1) . 297 2 le 
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Je nombre total des combinaisons des errcurs est (2n-+1)'; en 
divisant la quantité précédente par celle-ci, on aura 

pea 
V3 = om n(n+1)s 

Vn.(n+1).257 ; 

pour la probabilité que la somme des erreurs des s observations 
sera 7, 

Si Pon fait 
Jia 57 n.(n+1).s 
— e Sehr? ay 

la probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans les 

limites + 27’. sadam et are es sera égale a 

ne fic fee 
Va 

Pintegrale ¢tant prise depuis to jusqu’a t== 7. Cette expression 
a lieu encore dans le cas de x infini. Alors en nommant 2a linter- 
valle compris entre les limites des erreurs de chaque observation , 

a ae Vs. ie: 

ainsi la probabilité que lasomme des erreurs sera comprise dans 

les limites =kar. Ys est 

Wes —3 73 

oe alr’ ; 

c’est aussi la probabilité que ’erreur moyenne sera comprise dans 

on aura 2 = a, et les limites précédentes deviendront = 

be 

. : r es 

les limites 7 car on a lerreur moyenne, en divisant par s 
s 

la somme des erreurs. 

La probabilité que la somme des inclinaisons des orbites de s 
cométes, sera comprise dans des limites données, en supposant toutes 
les inclinaisons également possibles, depuis zéro jusqu’a l’angle droit, 
est évidemment la méme que la probabilité précédente ; Vintervalle 
2a des limites des erreurs de chaque observation est, dans ce cas, 

59 
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lintervalle = des limites des inclinaisons possibles; alors la pro- 

babilité que la somine des inclinaisons doit étre comprise dans les 
iS: yr? cor 7. Ss 3 = ; 

limites = = a est 2/2 fire *” 5 ce qui s’accorde avec ce 

que lon a trouve dans le n° 13. 

Supposons géncralement que la probabilité de chaque erreur 
*,e , ° : . , wo , 

positive ou negative, soit exprimce par ? @r x et n étant des 

nombres infinis. Alors, dans Ja fonction 

1+ 2C0S @ + 200s 27+ 20s 3@...+2C08 7@, 

eer Sha awe Le: 
chaque terme, tel que 2cos x@, doit étre multiplie par ¢ G); 

or ona 

x 29 (=).cos xa = 20 ¢) Kg (=) a+ ctc. 
Wu 

En faiSant donc 
x : 1 

Ca SG hemo 
¥ n? d i 

la fonction 

Q C)+ 20 (*). cos @ + 29 ().cos SOF as +29 (“).cos new , 

devient 

an. fix! .@ (x') —n3ex*. fac'*dx' O(c’) + ete.; 

les integrales devant ¢tre ¢teudues depuis x’== 0 jusqu’a x'’=1. 
Soit alors 

ie 2 fdr O (0). kK sale de .O (x ye etc. 

La serie precedente devient 

: kh" 

nk. Sm 1° ete.) 

Maintenant la probabilité que la somme des erreurs des s obser- 
vations sera comprise dans les limites + 7, est, commie il est 
facile de Sen assurer par les raisonnemeus précédens , 
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>. [fdaw.dl.cos la. . dae): CEtseet (;).cos aa... | 

. . + 29 (“).cos nw 

Pintégrale étant prise depuis @ nul jusqu’a a = 7 ; cette probabilité 
est donc 

a. (Yaw .dl.cos lar.(1 —* .ntot— ete.) (u) 

Supposons 
k" —i* 

( — [ine —etc. )= oe ; 

en prenant les logarithmes hyperboliques, on aura a trés-peu pres , 
lorsque s est un grand nombre, : 

Rk” 

Sep Var; 

eee Var 
er k's? 

Si Pon observe ensuite que nk ou 2.fdx.0 ) exprimant la pro- 

babilité que erreur d’une observation est comprise dans les limites 
En, cette quantité doit étre égale a lunité ; la fonction (w) 
deyiendra 

2 Tk —t lt ee 
Fee wy Jfdl. dt.c .cos (= ° wi 

Pintégrale ah: a ¢ devant étre prise depuis ¢ nul jusqu’a 

ce qui donne 

at = >, ou jusqu’a t= 00, n étant supposé infini; or ona, 

par le n° 25 du premier Livre , 
k 

marge Ath k's 

fat. cos (. Jb) oe , 

en faisant donc 
rae LE 
5 2t.\ 
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Ja fonction (w) devient 

D) —t® 
——- de’. « 

ee 

Ainsi en nommant, comme ci-dessus, 2a l’intervalle compris entre 
les limites des erreurs de chaque observation, la probabilite que 
la somme des erreurs des s observations , sera comprise dans les 

limites Ear. Vs, est 

k's 

3 —i, 
2e4/—.fdr.c * 
qe S ? 

ce qui est conforme a ce que Yona trouve ci-dessus. 

si ? G) est constant; alors a 6, et cette probabilité devient 

. BP 6: . ° oy 

Si e (=) ou @(x’) est une fonclion rationnelle et entiere de x’, 

on aura, par la methode du n° 15, la probabilite que la somme 

des erreurs sera comprise dans les limites ar. Vs, exprimée par 
une suite de puissances s, 2s, etc. de quantités de la forme 

s—pmotr. Vs, dans lesquelles ~ augmente en progression arith- 
meétique, ces quantités €tant continuées jusqu’a ce qu’elles deviennent 
négatives. En comparant celle suite a expression précédente de 
la méme probabilité, on obtiendra @une manitre fort approchée, la 
valeur de la suite ; et Pon parviendra ainsi sur ce genre de suites, 
a des theorémes analogues a ccux que nous avons donnés dans le 
n° 42 du premier Livre, sur les differences finies des puissances 
dune variable. 

Si la loi de facilité des erreurs est exprimée par une exponen- 
tielle négative qui puisse s’étendre jusqu’a Vintini, et généralement 
si les erreurs peuvent s’etendre a Vinfini; alors a devient infini, et 
Vapplication de la méthode précédente peut offrir quelques diffi- 
cultés. Dans tous ces cas, on fera 

f : 

J -_— XL i = i 

A Cis f; dae i 
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A ctant une quanlité quelconque finie, et en suivant exactement 
Vanalyse précédente, on trouvera pour la probabilité que la somme 
des erreurs des s observations est comprise dans les limites 
thr. Vs, 

kr? 

is > Ak" 
rt jdres ; 

expression dans laquelle on doit observer que ¢ G) Ou ® (x’) ex- 

prime la probabilité de Perreur +x, etquelona 

Re Oe Fe fxd 0 (x")., 

les intégrales tant prises depuis x’=o jusqu’a x’ = ov. 

1g. Déterminons présentement la probabilité que la somme des 
erreurs d’un trés-grand nombre d’observations sera comprise dans 
des limites données, abstraction faite du signe de ces erreurs, 
Cest-a-dire, en les prenant toutes positivement. Pour cela, consi- 
dérons la suite 

ee 
SR See ie a 

2) & , , *a° , 

o(*) étant Pordonnée de la courbe de probabilité des erreurs, 

correspondante a Perreur + x, et x étant ainsi que nm, considéré 
comme formé d’un nombre infini @unités. Si Pon éléve cette suite 
a la puissance s, aprés avoir changé le signe des exponentielles 
négatives ; le coefficient d’une exponenticlle quelconque, telle que 

pee Aare sera la probabilité que la somme des erreurs prises 
abstraction faite du signe , est 7-+-s; cctte probabilité est donc 

all fd@ cn tse Vr Q () + 20 ). Cc” 
ae 20 (-). sacar i 

ae . cee et 20 (Coca 

Vintégrale relative a @ élant prise depuis @ =—7 jusqu’a @=7 ; 
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—_—!1 ao ei 

> car dans cet intervyalle , Pintégrale fda .c ou 

fd@ (cos ra —V—1.sin rv) 

disparait, quel que soil 7, pourvu qu'il ne soit pas nul. 

On a, en développant par rapport aux puissances de aw, 

af [0 429 (VF p20 0). oY T] 
o(6)+ 20 +29 Qt (| 

ang He V=ELe +29) pea 
= @| ¢ G)+2"¢ (:). bt Ww 

— etc. 

En faisant donc 
cc , I 
er ae ee 0 
il il 

Dslr GU) Kk pe i er OA) ok CO Ol eae 

fx de WONG oe. fede Od.) en, Cte... 

les intégrales ¢tant prises depuis x’ nul jusqu’a x’ = 1 ; le second 
membre de Peéquation (1) devient 

2k’ nee nd 
s.log nk+-s.log(1-+ —. nw Vo pT etc.) us @ V—-. 

Perreur de chaque observation devant tomber nécessairement 
dans les limites =n, on a nk = 1; la quantité précédente devient 
ainsi , 

ak’ ; oe kk" —9k!?) 28 nt 
S. ——* ne fy — aes 2 —etc.; 

en faisant donc 
p- ok’ 

n k~ 

et ncgligcant les puissances de @ supcricures au carré, cette quan- 
tite se reduit & son second terme, et la probabilité précédente 
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devient 
ag ee as 

— fda. oe Sika casas 

Soit 
k Ct l = 

= ae ee ee 
V kok” ae ae Vs; 

Pintégrale préccdente devicnt 

-< 26s: ie see 

=i SEdt.c Bia ass 
27 7n.Ys 

Cette intégrale doit étre prise depuis t= — oo jusqu’a t==0o; et 
alors la quantité précédente devient 

En la multipliant par d/ ou par ndr. Vs, Pntégrale 

E272 

—=fear.c 4 
2V a 

sera la probabilité que la valeur de 7, et par conséquent, la 
somme des erreurs des observations est comprise dans les limites 
ok’ , . . 

—— .asEar. V/s, =a etant les limites des erreurs de chaque obser- 

vation, limites que nous désignons par En , quand nous les conce- 
vons partagées dans une infinite de parties. 

On voit ainsi que la somme des erreurs, la plus probable, abs- 
traction faite du signe, est celle qui réponda r= 0. Cette somme 

ke’ ok’ I 
= .as. Dans le cas ou $(x) est constant, —- ==, la somme 

des erreurs, la plus probable, est donc alors la moiti¢ de Ja plus 
srande somme possible , somme qui est égale a sa. Mais si @ (x) 

n’est pas constant et diminue a mesure que l’erreur x augmente , 

est 

alors = est moindre que 3, et la somme des erreurs , abstraction 
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faite du signe , est au-dessous de la moitié de la plus grande somme 

possible. 

On peut, par la méme analyse, déterminer la probabilité que la 

somme des carrés des erreurs, sera J + ys; il est facile de voir 

que cette probabilile a pour expression , Pintegrale 

2()t0().¥ tae().2°¥= 
Ps oe 29(“).c7* Veo 

prise depuis #7 =— 7, jusqu’a @==7. En suivant exactement l’ana- 
lyse precédente, on aura 

[da@ pee tee a= 

37 

on? .k" 
= —— ; 

et en faisant 
; k 

Vk ar 

la probabilité que la somme des carrés des erreurs des s obserya- 
: A Kee ak” - 

tions sera comprise dans les limites = .a*s Har. Ys, sera 

6/2 r? 

— 

oe Sede 4 : 

La somme la plus probable est celle qui répond a r nul; elle est 
on te , 

donc = +a*.8. Si s est un trés-grand nombre, le résultat des obser- 

vations s’¢cartera trés-peu de cctte valeur , et par conséquent il fera 
A = ‘ x a ry k 

connaitre a tres-peu pres le facteur ——. 

20. Lorsque Yon veut corriger un élément déja connu a fort 
peu pres, par Pensemble @un grand nombre d’observations, on 
forme des équations de condition de la maniére suivante. Soit z 
la correction de Pélément, et € Pobservation; Pexpression analy- 
tique de celle-ci sera une fonction de élément. En y substituant, 
au lieu de Vélément, sa valeur approchée, plus la correction < ; 
en reduisant en série par rapport a z, et négligeant le carré de z; 

cette 
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cette fonction prendra la forme A+ pz; en V’égalant a la quantité 
observée €, on aura 

€ = h-+ pz; 

z serait donc déterminé , si Pobservation était rigoureuse; mais 
comme elle est susceptible @erreur, en nommant ¢ cette erreur, 
ona exactement, aux quantitcs pres de lordre z?, 

C+ esmh-+pz; 

et en faisant €C—h==a, ona 

e—= pia. 

Chaque observation fournit une équation semblable , que l’on peut 
représenter pour observation (¢-+1)™, par celle-ci 

6 == pO. z— al, 

En réunissant toutes ces équations , on a 

S.O= z.§.pP—S.a, (1) 

le signe S se rapportant a toutes les valeurs de i, depuis i= o 
jusqu’a 7==s—1,s étant le nombre total des observations. En 
supposant nulle la somme des erreurs, cette équation donne 

S.a) 
ae S. pO? 

iA 
~ 

cest ce que l’on nomme ordinairement, résultat moyen des obser- 
vations. 

On a vu dans le n° 18, que la probabilité que la somme 
des erreurs des s observations sera comprise dans les limites 

star.s, est ; 
Vo 

ae kl 

ae fdr.c a’ 

, . oc 

Nommons =& wu lerreur du résultat z; en substituant dans ’équa- 
ob Ey ag S10 i 

tion (1), ear. Vs au lieu de S.«, et 370 5 u au lieu de =z, 

elle donne 
PR SG oe 

gd Vs ; 

+O 
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la probabilité que Perreur du résultat z, sera comprise dans les li- 
uiiles =& w est donc , 

ku? (S$ 0)? 

k : die EROES 
/ 7 5. p0.f Soc 4 

kK so a 

Aulicu de supposer nulle la somme des erreurs, on peut 2nppo- 
ser nulle une fonction quelconque lneaire de ces erreurs, que 

nous representerons ainsi, 

meéep MO Of nO 6, erm) 66-9, (iv) 

m,m, m™, etc. étant des nombres entiers positifs ou négatifs. En 

substituant dans cette fonction (7), au lieu de ¢, ©, etc., leurs 

valeurs données par les équations de condition , clie deyient 

£.S8.m@p— §.m@a® ; 

en ¢galant donc a zéro, la fonction (m), ona 

Sm Os 

re S.mOpo’ 

Soit w Perreur de ce résultat , ensorte que l’on ait 

es SS. m@) C4) 

oi 
Oe mp 

ue 

la fonction (mm) devient 

u. S. m je 

Determinons la probabilité de Perreur zw , lorsque les observations 
sont en grand nombre. 

Pour cela, considcrons le produit 

fo(). pnre Voi x fo (*) on eV aa: ey oma Dae ete 

le signe f stendant a toutes les valeurs de x, depuis la yaleur 
negative extreme de x, jusqu’a sa valeur positive extreme. 

41 & 
, if , ye , D 3s) est, comme dans les numcros préecdens , la probabilité @une 

erreur #, dans chaque obscryation ; x ¢tant supposé, ainsi que a, 
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formé dune infinité de parties prises pour unité. Il est clair que 

le coefficient d'une exponenticlle quelconque ¢’” ay dans le dc- 
veloppement de ce produit, sera la probabuilité que la somme des 
erreurs des observations , miultiplices respectivement par m, m™, etc., 

cest-a-dire, la fonction (m), scra égale & Z; en multipliant donc le 

produit précédent par c— ‘V—" Je terme indépendant de c? Y~* 
ct de ses puissances, dans ce nouveau produit , exprimera cette pro- 
babilité. Si ’on suppose, comme nous le ferons ici, la probabilité 
dvs erreurs positives, la méme que celle des erreurs négatives ; 

x Sy Val eluate on pourra, dans la somme /. ye vi ", réunir les termes 

multipliés, Pun par e™”* “—, et Pautre par c_ reas ; alors cette 

somme prendla forme 2/9 (=).cos mxe@. Il en est de méme de 

toutes les sommes semblables. De la il suit que la probabilité que la 
fonction (7m) sera égale a J, est égale a 

(o~ Bae 2f (<).cos mx 

: ee } x =f (e ): cosmOxra... ro KYO ).cosm' Pca (2) 

ersatanseal 

'Vintégr ale étant prise depuis @=— 7 jusqua @=7. Ona en 
réduisant les cosinus en sctries , ‘ 

: 2) a : : 3 bos az 
S® (<).cos TIL HOD =o G)- = mar .a fZ.0G)+ etc. 

Si Pon fait ~ =x’, et silon observe que la variation de x étant 

Punile, on a da! = =; on aura 

Ro fo G) =a.fdx'.0 (x'). 

Nommons, comme dans les numéros précédens , & Vintégrale 

ofdx'.o(x '), pri ise depuis x’ nul jusqu’a sa valeur positive extréme ; 

nommons pareillement kK" Vintégrale /2'*dx', prise dans les mémes 
limites, et ainsi de suite; nous aurons 

2/0 & "): cosmaw=ak. ‘Gar sD Va fe j, miatat— etc ) 
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Le logarithme du second membre de cette équation est 

k" kv — 6k” 
— — Vo? -- ——_——_ ‘ masia@— etc. +log ak, 

k 12k? 

ak ou 2a.fdx'.@ (x') exprime la probabilité que Perreur de chaque 
observation, sera comprise dans ses limites, ce qui est certain; on 

a donc ak =1; ce qui réduit le logarithme précédenta 

' kkev — 6k" 
—__——_. .mibat@t— etc. 

De la il est aisé de conclure que le produit 

ae 

a ld EO () COSINE. 6 X 2/0(=) .COS mo Yacar, 

est 
Be . 

Rhi¥ — 6k"? , — —.aa@*.S,mO? 
Qe ot SOE etc.).¢ > 

Yintégrale précédente (7) se réduit donc a 

RR — 6k"? =. fd@.{3 ee ar —-a'a'.S.m+etc.} 

alg Yo ata.$.mO 
xe 

En faisant sa’@* =, cette intcégrale devicnt 

1 kh¥ — 6k"? Smt 
a dt.{1 + —Se— . 2. petc.} 
2a7t. Ys fi 12k 5 

eA Sime ts 

aVs s 
xc ; 

S.m, S.mS, etc. sont évidemment des quantités de Pordre s; 
af noun tet 1 ar 

ainsi ——— est de Pordre —; en négligeant donc les termes de ce 

dernier ordre, vis-a-vis de Punité , la dernicre intégrale se réduit a 

PMs Sie SOM, 
1 aVs k ; Ss : pa SV pt raw 
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pec oa relative a @ devant étre prise depuis @=—7 jusqu’a 

= 7, lintégrale relative a ¢ doit étre prise depuis = —a7. 3 
aoe a oe =amr.Vs; et dans ces cas, ’exponenticlle sous le signe f 
est insensible a ces deux limites , ne parce que s est un grand 
nombre , soit parce que a est ici supposé divisé dans une infinité de 
parties prises pour unité; on peut donc prendre Vintégrale depuis 
f==—00 jusqu’a ¢== oo. Faisons 

Pa@)a aon oe k".S.m he fe eles 

w= lisse 2a.k" .S.mO? 

la fonction intégrale précédente devient 

kl 

~~ Gk" .a?.S. mea Cc 4 ; =e 

r= dt 5G 

2Qa7r. 4/8 m2 
k 

L’intégrale relative a ¢’ doit étre prise, comme Pintégrale relative 
a ¢, depuis ¢’—=— co jusqu’a t! = 00; ce qui réduit la quantité pré- 
cédente a celle-ci , 

kip 

a2. S.m Os é GR a 

2a. Yn. Va mo? 

Si on fait 7=ar.¥/s, et si on observe que la variation de / ¢tant 
Punité, Pon a adr=1, onaura 

eas 

RS wee ee, fdr. c A S 7 ; 

eee": mi 

pour la probabilité que la fonction (m) sera comprise dans les limites 

zcro et ar.Vs, Vintégrale étant prise depuis r nul. 

Nous avons besoin ici de connaitrela probabilité de Perreur x , 
de ’lément déterminé en faisant nulle la fonction (m). Cette fonc- 

tion étant supposée égale a Z ou a ar./s; on aura, par ce qui 
précede, 3 ‘i 

uS. mpm ar. Vs; 
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en substituant cette valeur dans la fonetion intégrale precedente , 
clle devient 

ku?.(S.mOp)? 
ve mOpO me Seen ee @a 
fe fe .fdu. c 4k .@*.S.m 3 

oa. casi fala m2 

cest expression de la probabilité que la valeur de u sera com- 
prise dans les limites zéro et w: c’est aussi expression de la pro- 
babilité que u sera compris dans les limites zéro et —u. Si lon 
fait 

sfc RWS. mO2 
TE TOe We é S.m@pO ? 

la probabilité précedente devient 

1 —t* 
ba gt | lt.c 

veo 
Maintenant la probabilité restant la méme, ¢ reste le méme , et l’in- 
tervalle des deux limites de w, se resserre @autant plus que 

eyes VS = est plus petit. Cet intervalle restant le mémc, 

la aii de z, et par conséquent la probabilité que Perreur de 
Yélément tombe dans cet intervalle, est d’autant plus grande , que 

Ja méme quantité a. — LS est plus petite; il faut donc 

choisir le systéme de facteurs m, qui rend cette quantite un 
minimum ; ct comme a, k, k” sont les mémes dans tous ces 

; : ia ; , a m) jo. 
systcmes , il faut choisir le systeme qui rend <—7—5 mopay UN minimum. 

On peut parvenir au m¢éme reésultat, de cette maniére. Repre- 
nons lexpression de la probabilité que w sera compris dans les 
limites zéro et wv. Le coefficient de dw dans la différenticlle de cette 
expression, est ’ordonnée de la courbe des probabilités des crreurs 
u de V’clément , erreurs représentées par labscisse wz de cette courbe, 
que Pon peut étendre a Pinfini , de chaque coté de Pordonnée qui 
repond a w nul. Cela posé, toute erreur, soit posilive , soit nége- 
live, doit étre considérée comme un désavantage ou une perte 
reelle, & un jeu quelconque ; or, par les principes de la théoric 
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des probabilit¢s, exposés au commencement de ce Livre, on éva- 
lue ce désavantage, en prenant la somme de tous les produits de 
chaque désavantage par sa probabilité; la valeur moyenne de 
Perreur a craindre en plus, est donc la somme des produits de 
‘chaque erreur par sa probabilité; elle est par conséquent égale a 
Vintégrale 

fudu.S.m@On,c ge Ee 
8 > 

oa. / AF Smo 

prise depuis z nul jusqu’d w infini; ainsi cette erreur est 

Rk VS. m@ 

ch aie S.mOp® * 

Cette quantité prise avec le signe —, donne l’erreur moyenne a 
craindre en moins. Il est visible que le systéme des facteurs m® 
qu'il faut choisir, doit etre tel que ces erreurs scient des minima, et 

par conséquent tel que KEKorO) soit un minimum. 

Si Pon différentie cette fonction par rapport a m®, on aura 
en égalant sa différentielle a zéro, par la condition du minimum , 

m2 p® 
Tn = Timipo" 

Cette équation a lieu quel que soit 7; et comme la variation de i 
; : : S m&? 

ne fait point changer la fraction FmepO en nommant » cette 
fraction , on aura 

Te aps 7 ae pies i 

et Pon peut, quels que soient p, p, etc., prendre yu tel que les 
nombres m, m, etc. soient des nombres entiers, comme lunalyse 
précédente le suppose. Alors on a 

S.pOx® 
s— ~S poOs ( 
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et Perreur moyenne a craindre devient 

Te 
"V ke 

= VS po 

a 

cest dans toutes les hypothéses que l’on peut faire sur les facteurs 
m,m”, etc., la plus petite erreur moyenne possible. 

Si Yon fait les yaleurs de m, m, etc. égales a 1; l’erreur 
moyenne a craindre sera plus petite lorsque le signe + sera déter- 

miné de manicre que mp soit positif; ce qui revient a supposer 
1=m=mM=elc., et a preparer les équations de condition , 
de sorte que le coefficient de z dans chacune @elles , soit positif’; 
cest ce que lon fait dans la méthode ordinaire. Alors le resultat 
moyen des observations est 

nie 

me S. pO ’ 
7 
~ 

ct Pcrreur moyenne a craindre en plus ou en moins, est 

rs 
ae 
S pO d 

a 

ai 

mais cette erreur surpasse la préccdente qui, comme on l’a yu, 
est la plus petite possible. On peut s’en convaincre d’ailleurs de 
cetle manicre. Il suffit de fuire voir que lon a Vinégalité 

ou 
$28. p > (S.p)s. 

En effet, opp est moindre que p*-+-p*, puisque (p—p)* est 
une quantité positive ; on peut donc, dans le second membre de l’iné- 
galité précédente , substituer pour app, p+ pO—f, f étant 
une quantité positive. En faisant des substitutions semblables pour 
tous les produits semblables , ce second membre sera égal au pre- 
miler , MOins une quantité positive. 

Le 
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Le résultat 

S$. pOa® 
== en S po 

auquel correspond le minimum (erreur moyenne a craindre , est 
celui que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des 
observations ; car la somme de ces carrés étant 

(p.z— ch)? (p0?.2— ati))s ie -- (po? .z—al—n)s, 

Ja condition du minimum de cette fonction, en faisant varier z, 
donne pour cette variable , ’expression précédente ; cette méthode 
doit donc ¢tre employée de préférence, quelle que soit la loi de faci- 

y a : P k 
lite des erreurs, loi dont dépend le rapport 7. 

Ce rapport est i, si @(«) est une constante; il est moindre 
que ~, Si? (x) est variable, et tel quil diminue a mesure que «x 
augmente , comme il est naturel de le supposer. En adoptant la 
loi moyenne des erreurs que nous avons donnee dans le n° 15, et 

: i Seoul a k" 1 
suivant laquelle % (w) est egal a —.log = , on a 7 ==. Quant aux 

limites = a, on peut prendre pour ces limites, les écarts du résultat 
moyen , qui feraient rejeter une observation. 

Mais on peut, par les observations mémes , déterminer le facteur 
Ze 

ae de Yexpression de erreur moyenne. En effet, on a vu 

dans le n* précédent , que la somme des carrés des erreurs des obser- 
2],/ 

° \ X x a 2 

vations, est a trés-peu pres 2s.7—, et que si elles sont en grand 

nombre, il devient extrémement probable que la somme obser- 
vée ne s’écartera: pas de ceite valeur , d’une quantite sensible ; on 
peut donc les égaler ; or la somme observée est égale a S.<, ou 

‘ S, pWa® 
a S.(p©.z—a®)*, en substituant pour z sa valeur Spor 3 on 

trouve ainsi , ame 
ak" —— S$. pO.S.aO— (S pOaoy 

$e Tr e k S poe 

Lexpression précédente de Terreur moyenne a craindre sur le 
41 
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résultat z, devient alors 

VS pO. S a0 (SF pO2Oyt 
= —— 

S. pO, Y 257 

expression dans laquelle il n’y a ricn qui ne soit donné par les 

observations et par les coefficiens des équations de condition. 

21. Supposons maintenant que lon ait deux élémens a corriger 
par Yensemble dun grand nombre observations. En nommant 
z et z' les corrections respectives de ces élémens , on formera, 
comme dans le numéro précédent, des équations de condition, 
qui seront comprises dans cette forme générale 

6 Sie 5 VA fe g® ; Ca a, 

«© étant, comme dans ce numéro, l’erreur de l’observation (i-+1)'". 
Si Pon multiplie respectivement par m, m,...m°—? ces équations , 
et que lon ajoute ensemble ces produits, on aura une premicre 
équation finale 

S.mO = z.8.mpO+ 2! .S.mg® —§.m@a®. 

En multipliant encore les mémes équations respectivement par 
n,n™,...n-, et ajoutant ces produits, on aura une seconde 
équatior finale 

S.2O =z .S.n@p@ + 2! S.n@qg@O— §.n©a®, 

le signe S s’étendant ici, comme dans le numéro précédent, a toutes 
les valeurs de i, depuis i = 0 jusqu’a i =s—1. 

Silon suppose nulles les deux fonctions §.m%®, §.n©®, fonctions 
que nous désignerons respectivcment par (m) et (7); les deux 
équations finales précédentes donneront les corrections z et 2’ 
des deux élémens. Mais ces corrections sont susceptibles d’erreurs 
relatives a celle dont la supposition que nous venons de faire, est 
elle-méme susceptible. Concevons donc que les fonctions (zm) et (7), 
au licu d’étre nulles, soient respectivement J et 7’, et nommons x 
et u’ les erreurs correspondantes des corrections z et =’, détermi- 
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nees par ce qui précéde; les;deux équations finales deviendront 

— @ (@) r i t i 2. Sp" +’. S.mq, 
l ti 7) iS. nOp f- u! Ae nOg®, 

{faut maintenant déterminer les facteurs m, m, etc. i te, CU, 
de maniere que Perreur moyenne a craindre sur chaque élément, 
Solt un minimum. Pour cela , considérons le produit 

fa(2).crite bern VE pg (2), UntdetaehVE 

le signe f se rapportant a toutes les valeurs de x , depuis x= — a 
. 98 o BS , , (eels jusqu’a xa, ® () etant, comme dans le numéro précédent , 

la probabilité de Verreur x, ainsi que de lerreur —.x. La fonc- 
tion précédente devient , en réunissant les deux exponentielles 
relatives a x et a — x, 

2f (2).cos (ma@--nxa") xX 2/0 (). cos (m@axce@-ncar’) “ee 

2X 2/9 (=).cos (moa -n—xcw"') , 

le signe f s’étendant ici a toutes les valeurs de x, depuis «=o 
jusqu’a x=a; x étant supposé, ainsi que a, divisé dans une infi- 
nité de parties prises pour unité. Présentement, il est clair que le 
terme indépendant des exponentielles , dans le produit de la fonc- 

tion précédente, par oc” dateyt dh bes OO 38 probabilité que la 
somme des erreurs de chaque observation, multipliées respecti- 
vement par m, 7, etc. ou la fonction (7), sera égal a 7, en méme 
tems que la fonction (7), somme des erreurs de chaque observa- 
tion, multipliées respectivement par 7, n“, etc., sera égal a /’; 

cette probabilité est donc 

afe(=).cos (ma-+tno’)x....... 
q —la Yale’ Y= 

oa te d@w ° da’. Cc ° 

a Mi 2 toe o(=) .cos(m—Ia-f-nG—Yaw’) x 
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les intégrales étant prises depuis @ ct @’ égaux a—7r, jusquwa @& 
ct @’ égaux a 7. Cela-posé ; 

En suivant exactement Panalyse du numéro précédent, on trouve 
que la fonction précédente se réduit a trés-peu pres a 

ml Sal’ Vo—-. a. [@?.S§.mO?+20@ .S.mOnOfe’?. $n] 

Tua /laa. aw .c 5 

k et k" ayant ici la méme signification que dans Ie numéro cilé. On 
voit encore, par le méme numéro, que les intégrales peuyent 
s‘étendre depuis aw=—o, aw’ — oo, jusquva aw=a~ ct 
aw’ = ce. Si Pon fait 

az’ S.mOn© I Vas 
t= aa + ——_— daa il x nee ak"a.S mo? 

k LS. m@n@—?l.S m@*), VY —1 ae ( ) VW 
aka * S.mO*, 5.1 (S. mony? 

si Pon fait ensuite 

E= S.m.§.nO— (S. mOn®); 

la double intégrale précédente devient 

k 

ee 2 2 .S.nO—all’.S.mOnO+l? S$ .mO77 
c 

het? W glo P) 
kt Pine PS 

x ((F su gi poo k.§. me 

En prenant les intégrales dans les limites infinies positives et né- 
gatives , comme celles relatives a aw et aw’, on aura 

k 2S .n@?—e2ll’.S.m@On® +1 .§.mO2 
Saree E —_—_—_ 

OES SAS (0) 

Il faut maintenant, pour avoir la probabilité que les valeurs de Z 
et de J’ scront comprises dans des limites données, multiplicr 
cette quantite par d/.dl’, et VYintégrer ensuite dans ces limites. En 

nonunant V cette quantile, la probabilité dont il s’agit sera donc 
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S{Xadl.dl'. Mais pour avoir la probabilité que les erreurs wu et uw! 
des corrections des €lémens seront comprises dans des limites 
données, il faut substituer dans cette intégrale , au lieu de Jet de /’, 
leurs valeurs en w et uv’. Or si Yon différentie les expressions de / et 
de /’, en supposant /' constant, on a 

dl = du.S.m@p© 4+- du! .S.m©g®, 

o=du.S.n© 0? + du'.S. aa, 

ce qui donne 

du. [S.mOpO.S.nOq — §.n©pO.$.mOqO} 
d= BYE ngG ) 

Si Von diflérentie ensuite expression de /’, en supposant w cons- 
fant, on a 

dl = du! S.n©Q®; 
on aura donc 

dl. dl' =[S .m@p® .S,n@qgO—S.n©p©.S.mg). du. du'. 

En faisant ensuite 

F= Sn .(S.m@p©)* — 2S .m@n©. S.m@p® S$. nOp© 

+ Sm (Sn p), 

G= Sin .S.m@p© .S.mOg® + S.m™ S$ .n@p@.S.nOg® 
— Sn. LS 0p OS. m@qO+-S .m@p® Sng], 

Ma Sn .(S.m@g)? — 2..S.m©n©..S.m@q® Sng 

+S. (Sq), 

T= S.m@p®.S.n@g?— §.n@p®.S.mq, 

la fonction (0) devient 
‘ __k.( Fu’+2Guu'. Hu’ ) 

Sf k I du du’ z 4k" a’. 

a ee 
Intégrons d’abord cette fonction depuis wu’ = — % jusqu’a ua x. 
Si Pon fait 
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ct si ’on prendlintégrale depuis ==-— 00 jusqu’a t= %, on aura 
en ne considérant que la variation de w’, 

kus FH — G? 
vie du SF at "PE 

i's a’ Va’ * i 

FH—G? 
ERs 

Or on a 

Yintégrale précédente devient donc 
fen 

Cc 
1 du yee Ae ate 
Hoe wi AR x e 

On aura, par le numéro précédent, ’erreur moyenne a craindre 
en plus ou en moins, sur la correction du premier élément, en 
multipliant la quantité sous le signe {/ par =ew, et prenant l’in- 
tégrale depuis w==o jusqu’a w=, ce qui donne pour cette 
erreur , 

4. 2: VH ; 

Pa Pe? 
¢ k" 

le signe ++ indiquant Yerreur moyenne a craindre en plus, ct le 
signe —, erreur moyenne a craindre en moins. 

Déterminons présentement les facteurs m® et n®, de manicre 
que cette erreur soit un minimum. En faisant varier m© seul , on a 

H ~ T—p®.$ n@gWkeg®. S$. n@OpO© dlog YH dm, E=POS 2g Sn) 
{ g.S.n©2,§,mOgO—n® .§. mOgO.$.nOqO } 

y L—qO.S.mOn® 8 .n@gO+-m®. (S$ .nOg@y? ro) q q q + dm”. we a 

Nest facile de voir que cette différentielle disparait, si ’on sup- 
pose dans les coefficiens de dm, 

mo jp 2 i oe 3 n© —- & a gq, 

ctant un coefficient arbitraire indépendant de 7, et au moyen 
duquel on peutrendre m® et n® des nombres entiers; la suppo- 
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sition précédente rend donc nuille la différentielle de Mx , prise par 

rapport a m®. On verra de la méme maniére, que cette suppo- 
sition rend nulle la différentielle de la méme quantité, prise par 
rapport a 2. Ainsi cette supposition rend un minimum, Yerreur 
moyenne a craindre sur la correction du premier élément; et Pon 
verra de la méme manicre, quelle rend encore un minimum, 
Yerreur moyenne a craindre sur la correction du second élé- 

ment, erreur que Pon obtient en changeant dans lexpression de la 
precedente, H cn F. Dans cette supposition, les corrections des 
deux éléinens sont 

Sq. S$. pOaO—S$, pOqO.§.gOa 

© pr 6 Osan S pou. S pal 
oo < SOS RE So os 

I] est facile de voir que ces corrections sont celles gue donne la 
méthode des moindres carrés des erreurs des ol servations , ou du 
minimum Ac la fonction 

S.( pz gOz'— a); 

dou il suit que cette méthode a généralement lieu, quel que soit 
le nombre des clémens a déterminer ; car il est visible que Pana- 
lyse précédente peut s’étendre a un nombre quelconque d’élémens. 

. hk’ oar oor 
En substituant pour a.i/ Tz» 1a quantite / =.» a laquelle on 

peut, par le n° 20, le supposer €gal, ¢, &, etc. ¢tant ce qui reste 

dans les équations de condition, aprés y avoir substitué les cor- 
rections données par la méthode des moindres carrés des erreurs ; 
Perreur moyenne a craindre sur le premier ¢lément , est 

e Sg 

ce VS por. 5. qo — (6. poqoy” 

Lerreur moyenne a craindre en plus ou en moins sur le second 

élément , est 
@)2 —_~ 

ues VS.por 

PRY 3 

V5. pO?.S.qePr— (S.nOgO)” = 



508 THEORIE ANALYTIQUE J2 

dou lon voit que Ie premier élément est plus ou moins bicn 
déterminé que le second, suivant que S'.¢@? est plus petit ou plus 
grand que S'.p. 

Siles r premi¢res ¢quations de condition ne renferment point, 
ct si les s—r derniceres ne renferment point p; alors S'.pOg2=0, 
et les formules précédentes coincident avec celle du numéro 
précédent. 

On peut obtenir ainsi ’erreur moyenne a craindre sur chaque 
élément déterminé par la méthode des moindres carrés des 
erreurs, quel que soit le nombre des ¢lémens, pourvu que lon 
considére un grand nombre d’observations. Soient z, z’, 2", 2'", etc., 
les corrections de chaque élément, et représentons gén¢éralement 
les équations de condition, par la suivante, 

Om pO.z- g@.z' + 7. 2" + 10,2!" etc. — 2, 

Dans le cas d’un scul €lement , erreur moyenne a craindre est , 
comme on I’a vu, 

Se? 1 
Gs ee V Cha ae pet 

257% VY S.vO (a) ; 

Lorsqwil y a deux ¢clémens, on aura lerreur moyenne a craindre 
sur le premier élément, en changeant dans la fonction (a), S. po 

S.pOgy , 
dans S.p©— ¢ — or } ce qui donne pour cette erreur, 

Se 
a VAIO — VS.q ) 

7 VS. pO? S. gO (S.pOqO) * (a’) 

Lorsqu’il y a trois élémens, on aura lerreur a craindre sur le pre- 
mier élément, en changeant dans cette expression (a’), S.g dans 

i) eS pore) DAO) i) Ci §.pOrO® .$,gOrO 
Sp ‘ So? ? S. pS gf dans Sp — ES s e 

(S.g@rO S.q@ dans S.g°?— Gris earee qui donne pour cette erreur , 

OY 
. 3: qe, SA 1 (SF, GOO 

2S 
a a 

Me —s ‘Se po —S POTSe r)’— $ pO, ($.qUrO)'—S, g)*, (S.pr©)* (a ) 

S79 (S pOqO}p2.$.pOq@,$ pL Ss. qOrO 

Dans 
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Dans le cas de quatre élémens, on aura erreur moyenne a craindre 
sur le premier élément, en changeant dans cette expression (a") , 

Sp, dans S po—Cer™. Sp@g®, dans S.pCqg2— ee ee 

etc. En continuant ainsi, on aura erreur moyenne a craindre sur 
le premier élément, quel que soit le nombre des élémens. En 
changeant dans lexpression de cette erreur, ce qui est relatif au 
premier élément, dans ce qui est relatif au second, et récipro- 
quement; on aura Perreur moyenne a craindre sur le second élé- 
ment, et ainsi des autres. 

De la résulte un moyen simple de comparer entre elles diverses 
tables astronomiques, du cdté de la précision. Ces tables peuvent 
toujours étre supposées réduites a la méme forme, et alors elles 
ne different que par les époques, les moyens mouyemens, et les 
coefficiens de leurs argumens; car si lune d’elles, par exemple , 
contient un argument qui ne se trouve point dans les autres, il est 
clair que cela revient a supposer dans celles-ci, ce coefficient nul. 
Maintenant, sil’on comparait ces tables a la totalité des bonnes obser- 

vations, en les rectifiant par cette comparaison ; ces tables ainsi rec- 
lifiées , satisferaient, par ce qui précéde, a la condition que la somme 
des carrés des erreurs qu’elles laisseraient subsister encore , soit 
un minimum. Les tables qui approcheraient le plus de remplir cette 
condition , mériteraient donc la préférence ; d’ou il suit qu’en com- 
parant ces diverses tables, a un nombre considérable dobserva- 
tions , la présomption d’exactitude doit étre en faveur de celle 
dans laquelle la somme des carrés des erreurs est plus petite que 

dans les autres. 

23. Jusqu’ici nous avons supposé les facilités des erreurs posi- 
tives , lesmémes que celles des erreurs négatives. Considérons main- 
tenant le cas général dans lequel ces facilités peuvent étre diffé- 
rentes. Nommons a T’intervalle dans lequel les erreurs de chaque 
observation peuvent s’étendre, et supposons-le partagé dans un 
nombre infini x 4-7’ de parties égales et prises pour lunité, x tant 
le nombre des parties qui répondent aux erreurs négatives, et 7! 
étant le nombre des parties qui répondent aux erreurs positives. 

42 
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Sur chaque point de l’intervalle a, élevons une ordonnée qui ex- 

prime la probabilité de lerreur correspondante , et désignons par 

Q (<a =)» Yordonnée correspondante 4 Perreur x. Cela posé, con- 
n 

sidérons la suite 

i race nae ite the Vad oo 

Pi Sh ao ge 4 

are 4 ce °(; + a) he @ G + ze aa! 

hae ascrtan ta 8 Geared seer 
oo) qx@ Y—1 cs ¥ igne 

n+ >) . » HenasiE Sf 
s’étendant a toutes les valeurs de x, depuis « = — 7x jusqu’a x = 7’. 

Représentons cette suite par / o( 

Le terme indépendant de c7V— et de ses puissances, dans le dé- 
veloppement de la fonction 

MY x o(,). oY x so(—,). 
2X SOG). non 

sera, par le n° 21, la probabilité que la fonction 

ge te PE fe GO —ME—), (mm) 

sera égale a l-++-; cette probabilité est done 

=. fdw.c~"” beg ed oe So a) of*V—'y ete., (2) 

Vintégrale étant prise depuis @ =— 7 jusqu’a w=z7. Le loga- 
rithme de la fonction 

Yi x Fo (sea octY x fo Ea). YF Keto, (a 
est 

— KoY—1-+ log [ se (=). Peg oh | +etc., 
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nctn’ ctant supposés des nombres infinis, sil’on fait 

x ! 

n+ os ar 

si de plus on suppose 

k= fie'.9(x'), Mafrldx'.o(x'), k'=fx'tdx'.o(x!), ete., 

—— = da2'; 

ca 

] 5 > d 5 rTGeES ’ is J — 4 ) les intégrales Ctant prises depuis x! = =e jusqu’a 2/= ~ npn 
On aura 

k’ = : ve 1 + = .9.(n-+n'). oY —1 
: qraY —1_ ! bs ; 

dl eeee: SSN a Mba cv k i 
— wed -(nn')*.@--ele. 

Lerreur de chaque observation devant tomber dans les limites — 
2 . , ne 6; 

et +7’, et la probabilité que cela aura lieu étant f¢ (=), ou 

(xn+n').k, cette quantité doit etre égale a Punité. De la il est 
facile de conclure que le logarithme de la fonction (2) est, en 

oi fee welt fuisant w= eg he 

k’ ; LS Ye (ia ma 
(5 -S.q2—B!). (nen ).aYfo— assis »S.gO*.(n-n')?.@'Lete., 

le signe S embrassant toutes Ies valeurs de 7, depuis ¢ nul jus- 
qua i=s—1. On fera disparaitre la premiere puissance de @ , 

en faisant 
k' 

7s — Ges. gq? 

et si on ne considére que sa seconde puissance , ce que lon peut 

faire par ce qui précéde , lorsque s est un tres-grand nombre , on 

aura, pour le logarithme de la fonction (2), 

By ik abe Sig (nen). 
ak 

En repassant des logarithmes aux nombres, la fouction (2) se tans- 
forme dans la suivante , 

Mt 2 ; 
= ee (nen)? Sigho. 

> 



332 THEORIE ANALYTIQUE 

Vintégrale (1) devient ainsi, 

ley Sony. Sg 
1 2k 
a /d@. Cc eC 

Supposons 

b= (n-+n’). 7.8.9, 

kk’ —RY.S.g® re oat ok? 
tm /EEDSE utr’) — 2 Ve 

La variation de / étant Punité, on aura 

1 = (n-tn').dr.f'S.q; 

Pintégrale précédente devient ainsi, aprés Yavoir intégrée depuis 
t= —o jusqu’a t= 0, 

k?y? 

kde (RRR) 
LEM Os 

Ainsi la probabilité que la fonction (m) sera comprise dans les 
limites 

ak’ ; 
5. gear. fS.q, 

est égale 
key? 

as = 2 RRR) 
Vz J V2 (kh) i 

Vintégrale étant prise depuis 7 nul. 
ak’ $ la ° 

= est Pabscisse de Pordonnée qui passe par le centre de gra- 

vité de Paire de la courbe des probabilités des erreurs de chaque 
observation ; le produit de cette abscisse par’S.g®, est donc le 
résultat moyen vers lequcl la fonction (m) converge sans cesse. Si 
Yon suppose 1= g=q“? = etc.; lafonction (m) devient la somme des 
erreurs , et alors S. 7° devient s; en divisant done par s la somme 
des erretirs , pour avoir lerreur moyenne ; cette erreur converge 
sans cessc vers Pabscisse du centre de grayité, de maniére qu’en 
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prenant de part et d’autre un intervalle quelconque aussi petit que 
Yon voudra, la probabilité que Perreur moyenne tombera dans 
cet intervalle , finira , en multipliant indéfiniment les observations , 
par ne différer de la certitude, que @une quantité moindre que 
toute grandeur donnée. 

25. Nous venons de rechercher le résultat moyen que des obser- 

vations nombreuses et non faites encore , doivent indiquer avec 

le plus davantage , et la loi de probabilité des erreurs de ce ré- 
sultat. Considérons présentement le résultat moyen des observations 
déja faites , et dont on connait les écarts respectifs. Pour cela, con- 
cevons un nombre s dobservations du méme genre, c’est-a-dire , 
telles que la loi des erreurs soit la méme pour toutes. Nommons 4 
le résultat de la premiére ; 4-+- 7, celui de la seconde; 4-+ g™, 
celui de la troisiéme, et ainsi de suite; 7, 9°, g®, etc. étant des 
quantités positives et croissantes , ce que l’on peut toujours obte- 

nir par une disposition convenable des chbservations. Désignons 
encore par @(z), la probabilité de Perreur z pour chaque obser- 
vation, et supposons que 4-+ <x soit le vrai résultat. L’erreur de 

la premiere observation est alors — x; ¢g —x, g— «x, etc. sont 
les erreurs de la seconde, de la troisieme, etc. La probabilité de 
Yexistence simultanée de toutes ces erreurs, est le produit de leurs 
probabilités respectives ; elle est donc 

Q (— x). (G—x).O (GP —-2x ) etc. 

Maintenant, x étant susceptible d’une infinité de valeurs ; en les 

considérant comme autant de causes de ’événement observé, la 
probabilité de chacune d’elles sera, parlen?i, 

dx .9 (—x).? (q—x) .9 (q—x) . ete. , 
fdx.9(—x).9 (q—x).9 (q6)- x) etc.” 

Yintégrale du dénominateur étant prise pour toutes les valeurs dont 
, 1 r . r ° 

x est susceptible. Nommons 7 ce denominateur. Cela posé , ima- 

ginons une courbe dont x soit Pabscisse, et dont Vordonnée y 
soit 

EH. (—x) 0 (7—*). 9 (F—x) . ee. ; 
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cette courbe sera celle des probabilités des valeurs de x. La valeur 
quil faut choisir pour résultat moyen, est celle qui rend lerreur 
moyenne a craindre, un minimum. Toute erreur, soit positive , 
soit négative, devant étre considérée comme un désayantage, 
ou une perte réelle au jeu; on a le désavantage moyen, en 
prenant la somme des produits de chaque désavantage, par sa 
probabilité; la valeur moyenne de lerreur a craindre, est donc 
la somme des produits de chaque erreur, abstraction faite du 
signe, par sa probabilité. Déterminons Pabscisse qu’il faut choisir 
pour que cette somme soit un minimum. Pour cela, donnons aux 
abscisses , pour origine , la premiére extrémité de la courbe pré- 
cédente, et nommons x’ et y' les coordonnées de la courbe, a partir 
de cette origine. Soit 7 la valeur quwil faut choisir. Il est clair que 
sile vrai résultat ctait x’, Yerreur du résultat / serait , abstraction 
faite du signe, 7— x’, tant que x’ serait moindre que /; or y’ est 
la probabilité que x’ est le résultat vrai ; la somme des erreurs 4 
craindre, abstraction faite du signe, multipliées par leur probabi- 

- lité, est donc pour toutes les valeurs de x’, moindres que 7, 
Sf ( 1—x'). y'dx', Yintégrale étant prise depuis x’ =o west 
x' = 1.On verra de la méme maniére » que pour les valeurs de x’ 
supérieures a 7, la somme des erreurs a craindre » multiphees par 
leur probabilité est {(a' ris -y' dx, Fintegrale eat prise depuis 
x! = I jusqu’a labscisse x’ correspondante a la derniére extrémité 
de la courbe ; la somme entiére des erreurs a craindre , abstrac- 
tion faite du signe, et multipliées par leurs probabilités respec- 
tives, est donc 

f (b—x') .y' dae! 4-f'( e'— 1) .y'dax’. 

La différentielle de cette fonction, prise par rapport a /, est 

dl. fy'dx'— dl. fy'dzx' ; 

car ona la différentielle de {( 1 — x').y'dx', en différentiant d’abord 
la valeur de / sous le signe f, et en ajoutant a cette différentielle, 
Paccroissement qui résulte de la variation de la limite de l’inté- 
grale, limite qui se change en /-+- dl. Cet accroissement est égal a 
Pélément (1— x’).y/dx', a la limite ou a’=1; il est donc nul, 
et dl.fy'dx' est la différentielle de Vintégrale (( 1 — x').y'dx'. On 
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verra de la méme maniére , que — dl.fy'dx' est la différentielle 

de Vintégrale f{(x'—/). y'dx'. La somme de ces différentielles 
est nulle relativement a labscisse 7, pour laquelle Perreur 
moyenne a craindre est un minimum, on a donc, relativement a 
cette abscisse , . 

fy de fy dx; 

la premiére intégrale étant prise depuis x'=o jusqu’a x'=1, et 
la seconde étant prise depuis x/==/ jusqu’a la valeur extréme de x’. 

Il suit de la que Pabscisse qui rend lerreur moyenne a craindre , 
uN minimum, est celle dont ’ordonnée divise l’aire de la courbe en 
deux parties égales. Ce point jouit encore de la propriété d’étre celui 
en deca duquel il est aussi probable que le vrai résultat tombe , 
qu’au-dela ; et par cette raison, il peut encore étre nommé milieu 
de probabilité. Des géométres célébres ont pris pour le milieu qu'il 
faut choisir, celui qui rend le résultat observé, le plus probable , 
et par conséquent Pabscisse qui répond a la plus grande ordonnée 
de la courbe; mais le milieu que nous adoptons, est éyidemment 
indiqué par la théorie des probabilités. 

Si Pon met ¢ (x) sous la forme d’exponentielle, et qu’on le désigne 

par gas G2 , afin quil puisse également convenir aux erreurs po- 
sitives et négatives ; on aura 

y= Hic AOAC AEH.) 

Si Pon fait #—=a-+--z, et que lon développe lexposant de c par 
rapport aux puissances de z, y prendra cette forme, 

—M—2Nz—P2?— Oz23—etc. 
a ae Be & 5 

expression dans laquelle ona 

M= > (a*) +> (a—9)+ ¥ (a—9)*+ ete., 
N=a.N(a*) + (a—q) VV (a—g) + (a— 9") (ag) + etc. , 

P= '(a")+ Y (a9) + ¥ (a9) ete. + 20°. (a*) 
“+2 (a—9)?.}"(a—9)* +2 (a—9°")*-f" (a4)? +H ele., 

etc., 
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a)'(z) étant le coefficient de d¢ dans la différentielle de { (z), 
a)" (t) étant le coefficient de dt dans la différentielle de’ (2), et ainsi 
de suite. 

Supposons le nombre s des observations, trés-grand, et détermi- 
nons a par Péquation N==o que donne la condition du maximum 
de y; alors on a 

ae ye ROA oe Q— etc. 

M, P, Q, etc. sont de Pordre s; or, si z est trés-petit de Pordre vi ; 
Ss 

—etc ena) AS 
Qz‘ devient de lordre vee et l’exponentielle c et " peut se 

Ss 

réduire a Punité. Ainsi dans lintervalle depuis z= 0 jusqu’a 

t= =; on peut supposcr 
Ys 

—M—P2z* 
¥=H. c 3 . 

— — 

Au-dela, et lorsque z est de ordre s *, m étant plus petit que 

Punité, Pz* devient de Pordre s\"; par conséquent ¢ ?* devient 
ainsi que y, insensible; ensorte que l’on peut, dans toute l’étendue 
de la courbe, supposer 

ihe Fee ote 

La valeur de a donnée par Péquation N=o0, ou 

o=a.'(a’) + (a—q)-V/(a— 9)" + (a) --'(a— + et. 

est alors l’abscisse x correspondante a l’ordonnée qui divise laire 
de la courbe en parties égales. La condition que Vaire entiére de la 
courbe doit représenter la certitude oulunité , donne 

1 —M—Pz* 
it = fdz.c y 

Pintégrale étant prise depuis z==—oo jusqua z==00, ce qui 
donne 

et WP 
H= — 

Vrs 

L’erreur 



A 
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Lerreur moyenne a craindre en plus ou en moins, en prenant a 
pour résultat moyen des observations , est & fzydz, Vintégrale 
étant prise depuis z nul jusqu’a z infini, ce qui donne pour cette 
erreur 

+ ——_: 
2. 7P 

Mais lignorance entiére ou l’on est de la loi c+ des erreurs 
de chaque observation, ne permet pas de former l’équation 

o =a.'(a*) + (a—9) .L'(a—9)*+ etc. 

Ainsi la connaissance des valeurs de g, 7“, etc., ne donnant a pos- 
teriori , aucune lumiére sur le résultat moyen a des observations ; 
il faut s’en tenir au résultat le plus avantageux déterminé a priori, 
et guc Pon a vu étre celui que fournit la méthode des moindres 
carrés des erreurs. 

Cherchons la fonction 4 (x*) qui donne constamment la régle 
des milieux arithmétiques , admise par les observateurs. Pour cela, 
concevons que sur les s observations, les i premiéres coincident, 
ainsi que les s—i derniéres. L’équation N = o devient alors 

o=i.a.N'(a*) + (s—i).(a—q) .)'(a—9)*- 

La régle des milieux arithmétiques donne 

S—l 
a=—— 

Péquation précédente devient ainsi 

V(r vG0) 
Cette équation devant avoir lieu quels que soient = et ¢, il est ne- 

cessaire que \’ (¢) soit indépendant de ¢, ce qui donne 

VO=h, 
k étant une constante. En intégrant, on a 

A(t) = kt—L, 
43 



338 THEORIE ANALYTIQUE 

L étant une constante arbitraire; partant, 

ge <= cloak. 

Telle est donc la fonction qui peut seule, donner généralementla régle 
des milieux arithmétiques. La constante Z doit étre déterminée de 

oy . , Tih G2 ° . e 4. 

maniére que lintégrale fdax.c , prise depuis x—=—oo jusqu’a 
x == oo, soit égale a Punité ; car il est certain que l’erreur x @une 
obseryation doit tomber dans ces limites ; on a donc 

L We cm i/-3 

a *y°, ” D k —kx* 

par conséquent la probabilité de Perrcur x est V/s ; 

A la vérité, cette expression donne linfini pour la limite des 
erreurs, ce quin’est pas admissible; mais, vula rapidité avec laquelle 
ce genre d’exponentielles diminue a mesure que x augmente, on 
peut prendre & assez grand, pour qu’au-dela de la limite admissible 
des erreurs, leurs probabilités soient insensibles , et puissent étre 
supposées nulles, 

La loi précédente des erreurs donne pour l’expression génerale 

(1) de YES 

we —ks.u* 
= ee 5 

en déterminant AZ de manicre que lintégrale enticre fydx soit 
Punite, et faisant 

—~ 

Sg) c= q 
s 

L’ordonnée qui divise Paire de Ia courbe en deux parties égales, est 
celle qui répond a w= 0, et par conséquent a 

Sg 
x= d > 

Ss 

©est donc la valeur de x qu'il faut choisir pour résultat moyen des 
observations; or, cette valeur est celle que donne la régle des 
milieux arithmeétiques; la loi précédente des erreurs de chaque 
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observation , donne donc constamment les mémes résultats que 
cette regle, et on a vu qu’elle est la scule loi qui jouisse de cette 
propricte. 

En adoptant cette loi , la probabilité de Perreur « de ’observa- 
tion (i++ 1)*"*, est 

VE —k. 6? 
—. Cc 5 

a 

or on a vu dans Ie n° 20, que z étant la correction dun élément , 
cette observation fournit Péquation de condition 

6 = pO.z — a, 

La probabilité de la valeur de p®.z — 2, est donc 

J! —k. (pAz—at)? 
i e Cc 5 

Ja probabilité de existence simultanée des s valeurs p.z—ae, 
PO?.z— WM, . . pO—-9.z — a), sera donc 

(/ 2 aes eek »S.(pOz—a)* 

og Ss 

Cette probabilité varie avec z; on aura donc la probabilité d’une 
valeur quelconque de z, en multipliant cette quantité par dz, et 
divisant le produit par Vintégrale de ce produit, prise depuis 
Z==— oo jusqu’a z =oo. Soit 

Zz =e +u, 

cette probabilité devient 

pe? m—ku*.$, po oe /k.S.p pe ku*.S.p ; 
we 

ensorte que si l’on décrit une courbe dont le coefficient de dw soit 

Pordonnée, et dont wu soit Pabscisse; cette courbe étendue depuis 

u==— © jusqu’a u =, peut étre considérée comme la courbe 

des probabilités des erreurs w, dont le résultat 

S.pO2 fhe 
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est susceptible. L’ordonnée qui divise aire de la courbe en deux 
parties égales , est celle qui répond a u= 0, et par conséquent a 

z égal a oe ; ce résultat est donc celui qu’il faut choisir ; or , 

il est le méme que celui que donne la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations; la loi précédente des erreurs de 
chaque observation, conduit donc aux mémes résultats que cette 
méthode. | 

La méthode des moindres carrés des erreurs devient nécessaire , 
lorsqwils’agit de prendre un milieu entre plusieurs résultats donnés, 
chacun, par ensemble d’un grand nombre @observations de divers 
genres. Supposons qu'un méme élément soit donné, 1°. par le ré- 
sultat moyen de s observations d’un premier genre, et qu’il soit 
par ces observations, égal a 4; 2°. par le résultat moyen de s’ 
observations d’un second genre, et qu'il soit égal a 4-+- q; 3°. par 
le résultat moyen de s” observations d’un troisi¢me genre, et qu’il 
soit égal a 4+ q’, et ainsi du reste. Si on représente par 4-++ x, 
Pélément vrai; Perreur du résultat des observations s sera — x; 
en supposant donc 6 égal a 

/ ee A/S. po 

j Se 2a |” 

si Yon fait usage de Ja méthode des moindres carrés des erreurs , 
pour déterminer le résultat moyen; ou a 

Vee RK" oa. Ys’ 

si Yon fait usage de la méthode ordinaire; la probabilité de cette 
erreur sera, par le n° 20, 

(5 —C? x* 
aw C 
Vr 

Verreur du résultat des observations s’ sera g — x, et en désignant 
par €’ pour ces observations, ce que nous avons nommé € pour 
les observations s, la probabilité de cette erreur sera 

. 

/ ol *5 ao G ls 6'*3.(a Ue 
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Pareillement lcrreur du résultat des observations s" sera g'—x ; 
et en nommant pour clles, 6", ce que nous avons nommé € pour 
les observations s; la probabilité de cette erreur sera 

feat eos Cee yes /\a 

= (x q 

Vr 

et ainsi de suite. Le produit de toutes ces probabilités sera la 
probabilité que —a, g—x, g'—x, etc. seront les erreurs des 

résultats moyens des observations s, s’, s”, etc. En le multipliant 
par dx, ct prenant lintégrale depuis x ==— o jusqu’a xo, on 
aura la probabilité que les résultats moyens des observations 
s', s’, etc., surpasseront respectivement de g,q', etc., le résultat 
moyen des observations s. 

Si ’on prend lintégrale dans des limites déterminées, on aura 
la probabilite que la condition précédente étant remplie, lerreur 
du premier résultat sera comprise dans ces limites ; en divisant 
cette probabilité par celle de la condition elle-méme, on aura la 
probabilité que Perreur du premier résultat sera comprise dans des 
limites donnces, lorsqu’on est certain que la condition a effective- 
ment lieu; cette probabilité est donc 

fax CORO? (my — Os. (TG elem, 

fdx eee (x—q)?—6"2.\a—g")?—elc, : 

Vintégrale du numérateur ctant prise dans les limites données, et 
celle du dcnominatewr ¢tant prise depuis 2 = — co jusqwa x= oo. 

On a 
Cra? 6". (x—q)*-+ 6". (x—g")*-++ ete. 

= (6°-+- 6-4-6" ctc.). vt 20. (6%g-+ 6'y'-+ etc.) 

be Eg? 6g" etc. 

ee Cg Ciq/tete 
e= ape epee 8 

la probabilité précédente deviendra 

fale eee. 

fab. ctr ete) 
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Vintégrale du numcrateur étant prise dans des limites données, et 
celle du dénominateur étant prise depuis t==-— oo jusqu’a t= 00. 
Cette dernicre intégrale est 

Va 
V C4 C24 CF etc. 

En faisant donc 

f= 1.\/6°4-6"--6"-Lete. ; 

la probabilité précédente devient 

to) 
Vi = fdewe +2 

La valeur de z’ la plus probable, est celle qui répond a ¢’ nul; 
d’ou il suit que la valeur de «x la plus probable, est celle qui répond 
a t==o, ainsi la correction du premier résultat , que lensemble 
de toutes les observations s, s’, s”, etc. donne avec le plus de pro- 
babilité, est 

6g + 6"2q’-+ etc. 

Crp C7. 624. etc.” 

Cette correction ajoutée au résultat Z , donne pour le résultat qu'il 
faut choisir, 

A.C + (A+ 9).6%+ (4 +9) 64 etc. 
Co 6-1 61. etc. 

La correction précédente est celle qui rend un minimum , la 
fonction 

(6.a)*++ (6'.x—¢)*-+ (6".2—g')*+- etc. 

Or la plus grande ordonnée de la courbe des probabilités du pre- 
; ; : ¢ 

mier résultat est, comme on vient de le voir, Ve celle de la 

courbe des probabilités du second résultat , est —— ainsi de a seee 

suite ; le milieu quwil faut choisir entre les divers résultats , 
est done celui qui rend un minimum, la somme des carrés de 
erreur de chaque résultat, multipliée par la plus grande ordonnée 
de sa courbe de probabilité. Ainsi la loi du minimum des carrés 
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des crrcurs, devient nécessaire , lorsque l’on doit prendre un milieu 
entre des resultats dounés, chacun, par un grand nombre d’ob- 
servations. 

24. On a vu précédemment, que de toutes les manicres de com- 
biner les équations de condition, pour en former des équations 
finales linéaires , nécessaires ala détermination des élémens; la plus 
avantageuse est celle quirésulte de la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations , du moins lorsque les observations 
sont en grand nombre. Si au lieu de considérer le minimum des 
carrcs des erreurs , on considérait le minimum autres puissances 
des erreurs, ou méme de toute autre fonction des erreurs ; les 
équations finales cesseraient d’étre linéaires , et leur résolution de- 
viendrait impraticable, si les observations étaient en grand nombre. 
Cepcndant il est un cas qui merite une attention particuliére, en ce 
quwil donne le systéme dans lequcl la plus grande erreur, abstrac- 
tion faite du signe, est moindre que dans tout autre syst¢me. Ce 
cas est celui du minimum des puissances infinies ct paires des 
erreurs. Ne consid¢rons ici que la correction (un seul élément ; 
et z exprimant cette correction, représentons , comme précedem- 
ment, les equations de condition, par la suivante , 

AQ) = p” 3 Va, — 2, 

i pouvant varier depuis zcéro jusqu’a s — 1, s étant le nombre des 
observations. La somme des puissances 27 des erreurs , sera 
S.(aO—p.2)3", le signe S's’ctendant a toutes les valeurs de 7. On 
peut supposer, dans cette somme, toutes les valeurs de p” po- 
sitives; car si Pune delles Ctait négative, elle deviendrait positive 
en changeant ,comme on peut le faire, les signes des deux termes 
du binome élevé a la puissance 27, auqucl elle correspond. Nous 
supposerons donc les quantités a — p.z, «&—p.z, a&—p.z, ete. ; 
disposées de mani¢re que les quantités p, p, p, etc. soient po- 
sitives et croissantes. Cela posé, si 2 est infini, il est clair que 

le plus grand terme de Ia somme S.(20— p®.z)*", sera la somme 

entiére, & moins qu'il n’y ait un ou plusieurs autres termes qui 

lui svient égaux, et Cest ce qui doit avoir lieu dans le cas du 
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minimum de la somme. En effet , s'il n’y avait qu’une seule quan- 

tité la plus grande , abstraction faite du signe, telle que 2°—p®.z; 
on pourrait la diminuer en faisant varier z convenablement, et alors 
la somme S.(a— p©.z)*" diminuerait et ne serait pas un minimum. 
Il faut de plus que si e—p®.z et a—p™.z sont, abstraction 
faite du signe , les deux quantités les plus grandes et égales entre 
elles, elles soient de signe contraire. En effet, la somme («—p.z)?* 
+ (4M— p.2)" devant étre alors un minimum , sa différentielle 
— andz.[ p®.(a®—p.z)*'-- pO. (a@M—p™. z)"—"] doit étre nulle, 

ce quine peut étre lorsque 7 est infini, que dans le cas o1 2 —p.z 
et o%— p.z sont infiniment peu différens, et de signe contraire. 
Sil y a trois quantités les plus grandes, et égales entre elles 
abstraction faite du signe; on verra de la méme maniere que leurs 
signes ne peuvent étre les mémes. 

Maintenant, considérons la suite 

eV — 6), 2 a V— 9.2, ab — 9). Zz). t—p.z y (0) 

AEP. Zy oe ean DafayF—9),Z men 9), 2, eV), z, 

Si Pon suppose z==-— o, le premier terme de la suite surpasse 
les suivans, et continue de les surpasser en faisant croitre z , jus- 
qu’au moment ou il devient égal a un d’eux. Alors celui-ci, par 
Yaccroissement de z, devient le plus grand de tous ; et a mesure 
que lon fait croitre z, il continue toujours de surpasser ceux qui 
le précedent. Pour déterminer ce terme, on formera la suite des 
quotiens 

Py Cn) > Co) Cn) 5 Co) od A et aC) ea) 

eYaangl) , : 
Supposons que p= pO soit le plus petit de ces quotiens en ayant 

égard au signe, c’est-a-dire en regardant une quantité négative plus 
grande, comme plus petite qu’une autre quantile négative moindre. 
Sil y a plusieurs quotiens les plus petits et égaux, nous considé- 
rerons celui qui se rapporte au terme le plus éloigné du premier 
dans la suite (0); ce terme sera le plus grand de tous, jusqu’au 
moment ou, par l'accroissement de z, il devient égal a l'un des 

suiyans , 
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Suyans , qui commence alors a étre Je plus grand. Pour déterminer 
ce nouyeau terme , on formera la nouvelle suite de quotiens 

al—alr) al) a4) ct") op ata t pO— pC) r) po—p (=2)9 °° "pO p ) pO p? etc. 5 

le terme de la suite (0), auquel répond le plus petit de ces quotiens, 
sera le nouycau terme. On continuera ainsi jusqu’a ce que Pun des 
deux termes qui deviennent ¢gaux et les plus grands, soit dans la 
premicre moitié de la suite (0), et Pautre dans la seconde moitié. 
Soient e@— pO.z et —a4 p.z ces deux termes; alors la valeur 
de < qui correspond au syst¢me du minimum de la plus grande des 
erreurs, abstraction faite du signe , est 

pe OE AO 
= pO+ por” 

Sil y a plusieurs élémens a corriger, les équations de condition 
qui déterminent leurs corrections, renferment plusieurs inconnues , 
et larecherche du systeme de correction, dans lequel la plus grande 
erreur est, abstraction faite du signe, plus petite que dans tout 
autre syst¢tme, devient plus compliquée. J’ai considéré ce cas 
une maniére générale , dans le troisitéme Livre de la Mécanique 
Celeste. observerai sculementici, qu’alors lasomme des puissances 
2ndes erreurs des observations est, comme dans le cas d'une 
seule inconnue , un minimum, lorsque 2n est infini; dou il est 
facile de conclure que dans le systéme dont il s’agit, il doit y 
avoir autant d’erreurs plus une, égales, ct les plus grandes abs- 
traction faite du signe, quil y a @élémens a corriger. On congoit 
gue les résultats correspondans a an égal a un grand nombre, 

doivent peu différer de ceux que donne 27 infini. I] west pas méme 
nécessaire pour cela, que la puissance 27 soit fort élevée , et jal 

reconnu par beaucoup d’exemples, que dans le cas méme ou cette 

puissance ne surpassc pas le carré, les résultats different peu de 

ceux que donne le systéme du minimum des plus grandes erreurs ; 

ce qui est un nouvel avantage de la méthode des moindres carres 

des erreurs des observations. 
Depuis longtems, les géoméures prennent un milicu arithmetique 

entre leurs observations; ct pour dcéterminer Ies élémens quills 
AM 
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veulent connaitre, ils choisissent les circonstances les plus favorables 

pour cet objet, savoir, celles dans lesquellesles erreurs des observa- 

tions altérent le moins qu’il est possible, la valeur de ces élémens. Mais 

Cétes est, si je ne me trompe, le premier qui ait donné une régle 

générale pour faire concourir a la détermination @un clément, 
plusieurs observations , proportionnellement a leur influence. En 
considérant chaque observation comme une fonction de l’élément, 

et regardant l’erreur de lobservation comme une différentielle infi- 

niment petite ; elle sera égale a la différentielle de la fonction , prise 
par rapport a cet élément. Plus le coefficient de la différentielle 
de élément sera considérable, moins il faudra faire varier lélé- 

ment, pour que le produit de sa variation, par ce coefficient, soit 
égal a Yerreur de observation; ce coefficient exprimera donc 
VYinfluence de observation sur la valeur de lélément. Cela posé , 
Cotes représente toutes les valeurs de l’élément, données par chaque 
observation, par les parties d’une droite indéfinie, toutes ces parties 
ayant une commune origine. Il congoit ensuite, a leurs autres 
extrémités , des poids proportionnels aux influences respectives 
des observations. La distance de lorigine commune des parties , 
au centre commun de gravité de tous ces poids, est la valeur qu’il 
choisit pour l’élément. 

Reprenons l’équation de condition du n° 20, 

O = pO.g— 0, 

e étant erreur de ’observation (i -++-1)*™, et z étant la correction 

de élément déja connu a fort peu prés ; p® que lon peut tou- 
jours supposer positif, exprimera linfluence de Yobservation cor- 

at) s r . 

respondante. me Ctant la valeur de z résultante de Yobservation , 

Ja régle de Cotes revient a multiplier cette valeur par p®, a faire 
une somme de tous les produits relatifs aux diverses valeurs, et a 
la diviser par lasomme de tous les p®, ce qui donne 

S.a® 

S. pO" 
3 SS 

Cetait en effet la correction adoptée par les observateurs , ayant 
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Pusage de la méthode des moindres carrés des erreurs des ob- 
scrvations, 

Cependant on ne yoit pas que depuis cet excellent géométre , 
on ait employé sa régle , jusqu’a Euler qui dans sa premiére 
piece de Jupiter et Saturne, me parait s’étre servi le premier , 
des équations de condition, pour déterminer les élemens du mou- 
vement elliptique de ces deux planetes. Presqu’en méme tems , 
Tobie Mayer en fit usage dans ses belles recherches sur la libra- 
tion de la lune, et ensuite pour former ses Tables lunaires. 
Depuis , les meilleurs astronomes ont suivi cette méthode , et le 
succés des Tables qu’ils ont construites a son moyen, en a constaté 
Pavantage. 

Quand on n’a qu’un élément a déterminer, cette méthode ne 
laisse aucun embarras; mais lorsque l’on doit corriger a la fois 
plusieurs ¢lémens, il faut avoir autant d’équations finales formécs 
par la reunion de plusieurs équations de condition, et au moyen 
desquelles on détermine par lélimination, les corrections des €élé- 
mens. Mais quelle est la manicre la plus avantageuse de combiner 
les équations de condition , pour former les équations finales ? 
C’est ici que les obseryatcurs s’abandonnaient a des tatonnemens 
arbitraires qui devaient les conduire a des résultats différens, 
quoique déduits des mémes observations. Pour éviter ces taton- 
nemens, M. Legendre eut lidée simple de considérer la somme des 
carrés des erreurs des observations, et de la rendre un minimum ; 
ce qui fournit directement autant d’équations finales , qu'il y a d’¢lé- 
inens a corriger.Ce savant géomc¢tre est le premier qui ait publié cette 
méthode ; mais on doit a M. Gauss la justice @observer qu'il avait 
eu, plusicurs années avant cette publication, la méme idée dont 
il faisait un usage habituel, et qu’il avait communiquée a plusicurs 

astronomes. M. Gauss, dans sa Théorie du Mouvement elliptique , 

acherché 4 rattacher cette méthode a la Théorie des Probabi- 

lités, en faisant voir que la méme loi des erreurs des observations, 

qui donne généralement la régle du milieu arithmetique entre plu- 

sieurs observations, admise par les observateurs , donne pareil- 

jement la régle des moindres carrés des erreurs des observations ; 

et c’est ce qu’on a yu dans le n° 25. Mais comme rien nt prouve 
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que la premiere de ces régles donne le résultat le plus avantageux , 

la méme incertitude existe par rapport a la seconde. La recherche 

de la maniére la plus avantageuse de former les équations finales, 

est sans doute une des plus utiles de la Théorie des Probabilités : 

son importance dans la physique et ’astronomie, me porta a m’en 
occuper. Pour cela, je considérai que toutes les maniéres de com- 
biner les équations de condition, pour en former une €quation 
finale linéaire, revenaient a les multiplier respectivement par des 
facteurs qui étaient nuls relativement aux équations que lon n’em- 
ployait point, eta faire une somme de tous ces produits; ce qui 

donne une premiére équation finale. Un second systéme de facteurs 
donne une seconde équation finale, et ainsi de suite, jusqu’a ce 

que lon ait autant d’équations finales, que d’élémens a corriger. 
Maintenant, il est visible qu'il faut choisir les systémes de facteurs, 

de sorte que Verreur moyenne a craindre en plus ou en moins 
sur chaque élément, soit un minimum ; Perreur moyenne étant 
Ja somme des produits de chaque erreur par sa probabilité. Lors- 
que les observations sont en petit nombre , le choix de ces systémes 
dépend de la loi des erreurs de chaque observation. Mais si l’on 
considére un grand nombre dobservations , ce qui a lieu le plus 
souvent dans les recherches astronomiques; ce choix devient 
indépendant de cette loi; et Pon a vu dans ce qui précéde, que 
Panalyse conduit alors directement aux résultats de ]Ja méthode des 
moindres carrés des erreurs des observations. Ainsi cette méthode 
qui n’offrait Pabord que VPavantage de fournir, sans tatonnement, 
les équations finales nécessaires a la correction des élémens , 
donne en méme tems les corrections les plus préeises , du moins 
lorsqu’on ne veut employer que des ¢quations finales qui soient 
linéaires, condition indispensable , lorsque lon considére a la fois 
un grand nombre d’observations; autrement, Vélimination des 
inconnues et leur détermination seraient impraticables. 
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CHAPITRE V. 

Application du Calcul des Probabilités, a la recherche 
des phénomenes et de leurs causes. 

25. hee phénomenes de Ja nature se présentent le plus souvent 

accompagnés de tant de circonslances étrangéres; un si grand 
uombre de causes perturbatrices y meélent leur influence, qu'il 
est trés-difficile , lorsqu’ils sont trés-petits, de les reconnaitre. On 
ne peut alors y parvenir, qu’en multipliant les observations, afin 
que les effets ¢trangers venant a se détruire , le résultat moyen des 
observations ne laisse plus aperceyoir que ces phénoménes. On 
concoit par ce qui precéde , que cela n’a lieu rigoureusement , 
que dans le cas d@un nombre infini d’observations. Dans tout autre 
cas, les phcuomenes ne sont indiqués par les résultats moyens, que 
dune mani¢re probable, mais qui l’est @autant plus, que les obser- 

vations sont en plus grand nombre. La recherche de cette proba- 
pililé est donc trés-importante pour la physique, Pastronomie, et 
eénéralement pour toutes les sciences naturelles. On va voir qu’elle 
rentre dans les methodes que nous venons dexposer. Dans le 
chapitre précédent, Pexistence du phcnomene était certaine ; son 
étendue seule a été Pobjet du Calcul des Probabilités: ici ’existence 
du phénomene et son ¢tendue, sontlobjet de ce calcul. 

Prenons pour exemple, la variation diurne du barom¢tre , que 
Yon observe entre les tropiques, et qui devient sensible méme 

dans nos climats, lorsque lon choisit et que Pon multiplic conye- 
nablement les observations. On a reconnu qu’en général, vers 

neuf heures du matin, le barometre est plus clevé que vers quatre 
heures du soir; ensuite il remonte jusque vers onze heures du 
soir, etil redescend jusque vers quatre heurcs du matin, pour 

revenly & son maximum de hauteur, vers neuf heures. Supposons 
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que l’on ait observé la hauteur du barométre vers neuf heures du 

matin et vers quatre heures du soir, pendant le nombre s de jours; 
et pour éviter la trop grande influence des causes perturbatrices , 
choisissons ces jours de maniere que dans l’intervalle de neuf heures 
a quatre heures, le barométre n’ait pas varié au-dela de quatre 
millimetres. Supposons ensuite qu’en faisant la somme des s hau- 
teurs du matin , et la somme des s hauteurs du soir, la premiére 
de ces sommes surpasse la seconde de la quantite g; cette diffé- 
rence indiquera une cause constante qui tend a élever le baro- 
métre vers neuf heures du matin, et a ’abaisser vers quatre heures 
du soir. Pour déterminer avec quelle probabilité cette cause est 
indiquée, concevons que cette cause n’existe point, et que la 
différence observée g, résulte des causes perturbatrices acciden- 
telles, et des erreurs des observations. La probabilité qu’alors la 
différence observée entre les sommes des hauteurs du matin 
et du soir, doit ¢tre au-dessous de g, est, par le n° 18, 
égale a 

kr* 
— —-—_, 

1 " 

Vz Sadie 4 ‘ 

Ake 

Yintégrale étant prise depuis r—=—oo jusqu’aA r= rays , ket k” 
a. Ss 

étant des constantes dépendantes de la loi de probabilité des diffé- 
rences entre les hauteurs du matin et du soir, et +a étant 
les limites de ces différences, a étant ici égal a quatre millimetres. 
k f L4 , x . 

jv ¢tant au moins égal a six, comme on Ia vu dans le n* 20 

k A , . P . 
7ar Ne peut pas etre suppose moindre que 3; en faisant donc s=400, 

et supposant l’étendue de la variation diurne, d’un millimétre , ce 
qui est a peu prés ce que M. Ramond a trouvé dans nos climats, 
par la comparaison d’un trés-grand nombre d’observations , on aura 

: : . ky? ° la x . g=400", Ainsi r==5, et ae est au mains égal a 37,5; en fai- 

sant donc 
kr* 

§—~ ____ 
t Ak 1} 
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la probabilité précédente devient au moins 

__ fat.co™ 

Vx. 

Pintégrale étant prise depuis t= 37,5 jusqu’a t==oo. Cette inté- 
grale est a fort peu prés, par le n° 27 du premier Livre, 

77375 . 

3375.8’ 

et clle approche tellement de Punité ou de la certitude , qu’il est 
extrémement probable que s'il n’existait point de cause constante 
de Pexcés observé de la somme des hauteurs barométriques du 
matin , sur celles des hauteurs du soir , cet excés serait plus petit 
que 400"; il indique donc avec une extréme vraisemblance , 
lexistence d'une cause constante qui l’a produit. 

Le phenomene dune variation diurne étunt ainsi bien constaté, 
déterminons la valeur la plus probable de son étendue, et Yerreur 
que lon peut commettre sur son évaluation. Sanposens pour cela, 

que cette valeur soit ~ 4 + ©"; la probabilité que l’étendue de la 
va 

variation diurne du matin au soir, sera comprise dans ces limites , 
est, parle n°18, 

ky? 

= Fe Sa. ot : 

ra 

Yintégrale étant prise depuis r= o. 
M4 

On peut éliminer - , en observant que par le n° 20, cette frac- 

Se? h sane 
tion est a peu prés égalea ——— ; Ee &® ctant la difference de 

7 4 Vétendue observée le netted et le signe S s’étendant a 
J 

toutes les valeurs de 7, depuis i= 0 jusqu’a i = s—1; en faisant 

donc ied 
2S. 2 

Pai ie e ? 
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la probabilité que V’étendue de la variation diurne du matin au 

" a wees qd t 2S. 2 

soir, est comprise dans les limites = may : / ——, sera 

>. fdt.c-*, Pintégrale étant prise depuis ¢ nul. 
Tr 

La variation diurne des hautewrs du barometre , dépend unique; 
ment du soleil; mais ces hauteurs sont encore affectées par les 
marées aériennes que produit lattraction du soleil et de la lune 
sur notre atmosphere, et dont j’ai donné la théorie dans le qua- 
triéme Livre de la Mécanique Céleste. Il est donc nécessaire de 
considérer a la fois ces deux variations , et de déterminer leurs 
erandeurs et leurs ¢poques respectives , en formant des équations 
de condition analogues a celles dont les astronomes font usage , 
pour corriger les élémens des mouvemens célestes. Ces variations 
ctant principalement sensibles a l’équateur, et les causes perturba- 
trices y étant extrémement petites ; on pourra, au moyen d’excel- 
lens barométres , les déterminer avec une grande précision; et je 
ne doute point que l’on ne reconnaisse alors, dans ensemble dun 
irés-grand nombre d’observations, les lois qu’indique la théorie de 
Ja pesanteur dans les marées atmosphcriques, et qui se mani- 
festent d’une manicre si frappante dans les observations des marées 
de POcéan , que j’ai discutées avec étendue, dans le Livre cité de 
la Mécanique Céleste. 

On voit, par ce qui précéde, que lon peut reconnaitre l’effet 
trés-petit d’une cause constante, par une longue suite d’observa- 
tions dont les erreurs peuvent excéder cet effet luiméme. Mais 
alors , il faut avoir soin de varier les circonstances de chaque ob- 
servation , de maniére que le résultat moyen de leur ensemble , 
nen soit point altéré sensiblement, et soit presqu’enticrement 
Veffet de la cause dont il s’agit: il faut ensuite multiplier les obser- 
vations, jusqu’a ce que l’analyse indique une trés-grande probabi- 
lité que Verreur de ce résultat sera comprise dans des limites tr¢s 
rapprochées. 

Supposons , par exemple, que l’on veuille reconnaltre par l’obser- 
vation, la petite déviation a lest, produite par la rotation de la terre, 
dans la chute des corps. Jai fait voir dans le dixi¢me Livre de la 
Mecanique Céleste, que si du sommcet d’une tour fort élevée, on 

abandonne 
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abandonne un corps a sa pesanteur; il retombera sur un plan 
horizontal passant par le pied de la tour, a une petite distance a 
Pest du point de contact de ce plan avec une boule suspendue par 
un fil dont le point de suspension est celui du départ du corps. Jai 
donné dans le Livre cité, Pexpression de cette déviation, et il en 
résulte qu’en faisant abstraction de la résistance de air, elle est 
uniquement vers l’est; qu’elle est proportionnelle au cosinus de la 
latitude, et ala racine carrée du cube de la hauteur, et qu’a la latitude 
du point de départ, elle s’éléve a 5,1 millimétres,, lorsque la hau- 
teur de la tour est de 50 métres. La résistance de lair change 
ce dernier résultat : j’en ai donné pareillement expression dans 
ce cas, au Livre cité. 

On a déja fait un grand nombre d’expériences pour confirmer , 
par ce moyen, le mouvement de rotation de la terre, qui d’ailleurs 
est démontré par tant d’autres phénoménes , que cette confirmation 
devient inutile. Les petites erreurs de ces expériences trés-délicates, 

ont souvent excédé leffet que Yon voulait déterminer; et ce n’est 
qven multipliant considérablement les expériences , que l’on peut 
ainsi constater son existence et fixer sa valeur. Nous allons sou- 
mettre cet objet a Panalyse des probabilités. 

Silon prend pour origine des coordonnées, le point de contact 
du plan et de la boule suspendue par un fil dont le sommet de 
suspension est celui du départ d’une balle que Pon fait tomber ; 
si Pon marque ensuite sur ce plan, les divers points ou la balle va 
toucher le plan dans chaque experience ; en déterminant le centre 
commun de gravité de ces points, la ligne menée de Porigine des 
coordonnées ace centre, déterminera le sens et la quantité moyenne 
dont la balle s’est écartée de cette origine; et un et lautre seront 
déterminés avec d’autant plus d’exactitude, que les expériences 
seront plus nombreuses et plus précises. 

Considérons maintenant , comme axe des abscisses, la ligne 
menée de Porigine des coordonnées, a lest ; et désignons par 

x, 2, 2... 2, y, yO, ¥, ..y- les coordonnées respectives 
des points déterminés par les experiences dont le nombre est ». 

En exprimant par X et ¥ les coordonnées du centre ee de 
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tous ces points ;on aura 
at) @) 

x — S.— ) Y — S pile F) 
s sé 

le signe S s’étendant a toutes les valeurs de i, depuis z==o jusqu’a 
i= s—1.Cela posé, en désignant par =Ea les limites des erreurs 
de chaque expérience, dans le sens des x; 1a probabilité que l’écart 
mvyen de la balle, du point origine des coordonnées , est compris 

dans les limites X= -% 
Vs 

, sera, par le n° 18, 

& et k" étant des constantes qui dépendent de la loi de facilité des 
erreurs de chaque expérience dans le sens des x. 

Pareillement , =ta’ étant les limites des erreurs de chaque ex- 
périence dans le sens des 7; la probabilité que la valeur moyenne 
de la déviation dans le sens des y, est comprise dans les limites 

¥ +2, sera 
Vs 

k et kK" étant des constantes dépeadantes de la loi des erreurs des expé- 

riences dans le sens des y. Les fractions Pa et étant, par ce qui 

précéde, plus grandes que 2; on pourra juger du degré d’approxima- 
tion et de probabilité des valeurs de X et de ¥, et déterminer la 
probabilité de l’écart au sud et au nord, indiqué par les observations. 

L’analyse précédente peut encore étre appliquée a la recherche 
des petites inégalités des mouvemens célestes, dont l’étendue est 
comprise dans les limites, soit des erreurs des observations , soit 
des perturbations produites par les causes accidentelles. C’est a 

peu pres ainsi que Ticho-Brahé reconnut que léquation du tems, 
relative au soleil et aux planétes, n’était point applicable a la lune , 
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et qu’ll fallait en retrancher la partie dépendante de lanomalie du 
soleil , et méme une quantité beaucoup plus grande ; ce qui conduisit 
Flamsteed a la découverte de linégalité lunaire que ’on nomme 
équation annuelle. C’est encore dans les résultats d’un grand nombre 
@observations, que Mayer reconnut que Péquation de la préces- 
sion , relative aux planétes et aux étoiles, n’était point applicable 
ala lune; il évalua a 12” décimales environ, la quantité dont il 
fallait alors la diminuer , quantité que Mason éleva ensuite a prés 
de 24", par la comparaison de toutes les observations de Bradley , 
et que M. Burg a réduite a 21", au moyen d’un bien plus grand 
nombre d’observations de Maskeline. Cette inégalité , quoiqu’indi- 
quée par les observations, était négligée par le plus grand nombre 
des astronomes ; parce qu’elle ne paraissait pas résulter de la 
théorie de Ja pesanteur universelle. Mais ayant soumis son exis- 
tence au calcul des probabilités , elle me parut indiquée avec une 
probabilité si forte , que je crus devoir en rechercher la cause. Je 
vis bientét qu’elle ne pouvait résulter que de ’ellipticité du sphéroide 
terrestre , que l’on avait négligée jusqu’alors .dans la théorie du 
mouvement lunaire , comme ne devant y produire que des termes 
insensibles ; et j’en conclus qu’il était extrémement vraisemblable 
que ces termes devenaient sensibles par les intégrations successives 
des équations differentielles. Ayant déterminé ces termes par une 
analyse particuliére, que j’ai exposée dans le septiéme Livre de 
la Mécanique Céleste ; je découvris d’abord Vinégalité du mouve- 
ment de la lune en latitude, et qui est proportionnelle au sinus de 
sa longitude : par son moyen, je reconnus que la théorie de la pesan- 
teur donne effectivement la diminution observée par les astronomes 
cités , dans Vinégalité de la précession, applicable au mouvement 
lunaire en longitude. La quantité de cette diminution, et le coeffi- 
cient de linégalité en latitude dont je viens de parler, sont donc 
trés-propres a déterminer l’aplatissement de la terre. Ayant fait 
part de mes recherches a M. Burg quis’occupait alors de ses Tables 
de la Lune; je le priai de déterminer avec un soin particulier , les 
coefficiens de ces deux inégalités. Par un concours remarquable , 
les coefficiens qu’il a déterminés, s’accordent a donner a la terre, 

Paplatissement 5B aplatissement qui différe peu du milieu conclu 
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des mesures des degrés du méridien et du pendule; mais qui vu 

Pinfluence des erreurs des observations et des causes perturba- 

trices , sur ces mesures, me parait plus exactement détermine par les 

inégalités lunaires. M. Burckhardt qui vient de former de nouvelles 

Tables de la Lune, trés-précises, sur Pensemble des observations 

de Bradley et de Maskeline, a trouvé le méme coefficient que 
M. Burg, pour Pinégalité lunaire en latitude : il trouve un trente-qua- 
triéme a ajouter au coefficient de Pinégalité en longitude, ce qui 

réduit Daplatissement a > par cette inégalité. La différence trés- 

feo r 1 1 crs 
iégére de ces résultats , prouve qu’en fixant a 50h? cet aplatisse- 

ment, Perreur est insensible. 

L’analyse des probabilités m’a conduit pareillement a Ja cause 
des grandes irrégularités de Jupiter et de Saturne. La difficulté d’en 
reconnaitre la loi, et de les ramener a la théorie de lattraction 
universelle , avait fait conjecturer qu’elles étaient dues aux actions 
passagéres des coméetes ; mais un théor¢éme auquel j’étais parvenu 
sur attraction mutuelle des planétes, me fit rejeter cette hypo- 
thése, enm’indiquant l’attraction mutuelle des deux planétes, comme 
la vraie cause de ces irrégularités. Suivant ce théoréme, si le 
mouvement de Jupiter s’accélére en vertu de quelque grande iné- 
galité a trés-longue période ; celui de Saturne doit se ralentir dela 
méme maniere, et ce ralentissement est a acceleration de Jupiter, 
comme le produit de la masse de cette derni¢re plancte, par la 
racine carrée du grand axe de son orbite , est au produit sem- 
blable relatif a Saturne. Ainsi en prenant pour unité, le ralentisse- 
ment de Saturne, laccélération correspondante de Jupiter doit 
étre 0,40884; or Halley avait trouvé, par la comparaison des 

observations modernes aux anciennes, que l’accélération de Jupiter 
correspondait au ralentissement de Saturne, et qu’elle était 0,44823 
de ce ralentissement. Ces résultats, si bien d’accord avec la théorie, 
me portérent a penser qu’il existe dans les mouvemens de ces pla- 
nétes, deux grandes inégalités correspondantes et de signe con- 
traire, qui produisaient ces phénoménes. J’avais reconnu que 
Yaction mutuelle des planétes ne pouvait point occasionner dans 
leurs moyens mouvemens , des variations toujours croissantes, ou 
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periodiques , mais d’une période indépendante de leur configuration 
mutuelle ; c’était donc dans le rapport des moyens mouvemens de 
Jupiter et de Saturne , que je devais chercher celle dont il s’agit ; 
or en examinant ce rapport, il est facile de reconnaitre que deux 
fois le moyen mouvement de Jupiter ne surpasse que d’une quan- 
tite trés-petite, cing fois celui de Saturne; ainsi les inégalités qui 
dependent de cette différence , et dont la période est @environ 
neuf siécles, peuvent devenir fort grandes par les intégrations 
successives qui leur donnent pour diviseur, le carré du coefficient 
tres-petit du tems, dans argument de ces inégalités. En fixant vers 
Pépoque de Tycho-Brahé, lorigine de cet argument; je voyais que 
Halley avait du trouver par la comparaison des observations 
modernes aux anciennes, les altérations quil avait observées ; 
tandis que la comparaison des observations modernes entre elles, 
devait présenter des altérations contraires et pareilles a celles que 
Lambert avait remarquées. L’existence des inégalités dont je viens 
de parler, me parut donc extrémement vraisemblable, et je n’hési- 
tai point a entreprendre le calcul long et pénidle , nécessaire pour 
men assurer complettement. Le résultat de ce calcul, non-seule- 

ment les confirma, mais il me fit connaitre beaucoup d’autres 
inégalités dont ensemble a porté les Tables de Jupiter et de 
Saturne, au degré de précision des observations mémes. 

On voit par la combien il faut étre attentif aux indications de 
la nature , lorsqu’elles sont le résultat d’un grand nombre d’obser- 
vations , quoique dailleurs elles soient inexplicables par les moyens 
connus. J’engage ainsi les astronomes a suivre avec une atten- 
tion particuliére , Vinégalité lunaire a longue période , qui dépend 
principalement du mouvement du périgée de la lune, ajouté au 
double du moyen mouyement de ses noeuds; inégalité dont j’ai 

parlé dans le septiéme Livre de la Mécanique Céleste, et que 

déja les observations indiquent avec beaucoup de vraisemblance. 

Les cas précédens ne sont pas les seuls dans lesquels les observa- 

tions ont redressé les analystes. Le mouvement du peérigée lu- 

naire et Paccélération du mouvement de la lune, qui m’ctaient 

point donnés dabord par les approximations, ont fait sentir 

la nécessité de rectifier ces approximations. Ainsi, Pon peut 
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dire que la nature elle-méme a concouru a la perfection analytique 

des théories fondées sur le principe de la pesanteur universelle ; et 

cesta mon sens, une des plus fortes preuves de la vérité de ce 

principe admirable. 

On peut encore, par lanalyse des probabilites , verifier ’existence 
ou linfluence de certaines causes dont on a cru remarquer action 

sur les étres organisés. De tous les instrumens que nous pouvons 

employer pour connaitre les agens imperceptibles de la nature, les 
plus sensibles sont les nerfs, surtout lorsque leur sensibilité est 
exaltée par des circonstances purticulieres. C’est a leur moyen, 
gue lon a découvert la faible électricité que développe le contact 
de deux métaux hétérogénes; ce qui a ouvert un champ vaste 
aux recherches des physiciens et des chimistes. Les phénoménes 
singuliers qui résultent de ’extréme sensibilité des nerfs dans quel- 
ques individus, ont donné naissance a diverses opinions sur l’exis- 

tence dun nouvel agent que on a nommé magnétisme animal, sur 
Yaction du magnétisme ordinaire et linfluence du soleil et de la 
lune, dans quelques affections nerveuses ; enfin, sur les impressions 
que peut faire naitre la proximité des métaux ou d’une eau cou- 
rante. Il est naturel de penser que Vaction de ces causes est 
trés-faible , et peut facilement étre troublée par un grand nombre 
de circonstances accidentelles; ainsi de ce que, dans quelque 
cas, elle ne sest point manifestée, on ne doit pas conclure 
qu'elle n’existe jamais. Nous sommes si éloignés de connaitre tous 
les agens de la nature, quwil serait peu philosophique de nier l’exis- 
tence des phenoménes, uniquement parce qu’ils sont inexplicables 
dans l’état actuc] de nos connaissances. Seulement nous devons 
les examiner avec une attention d@autant plus scrupuleuse , qu’il 
parait plus difficile de les admettre; et c’est ici que analyse des 
probabilités devicnt indispensable pour déterminer jusqu’a quel 
point il faut multiplicr les observations ou les expériences, pour 
avoir en faveur de l’existence des agens qu’elles semblent indi- 
quer , une probabilité supéricure a toutes les raisons que l’on peut 
avoir Wailleurs de la rejeter. 

La méme analyse peut étre étendue aux divers résultats de la 
médecine et de économie pulitique, et méme a influence des 
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causes morales ; car Paction de ces causes, lorsqu’elle est répétée 
un grand nombre de fois, offre dans ses résultats, autant de régu- 
larité , que les causes physiques. 

On peut encore déterminer par l’analyse des probabilités , com- 
parée aun grand nombre d’expériences , Pavantage et le désavan- 
tage des joueurs , dans les cas dont la complication rend impossible 
leur recherche directe. Tel est Pavantage de la main, au jeu du 
piquet : telles sont encore les possibilités respectives d’amener les 
différentes faces dun prisme droit rectangulaire , dont la longueur, 
Ja largeur et la hauteur sont inégales ; lorsque le prisme projeté 
en Pair, retombe sur un plan horizontal. 

Enfin, on pourrait faire usage du calcul des probabilités , pour 
rectifier les courbes ou carrer leurs surfaces. Sans doute , les géo- 
metres n’emploiront pas ce moyen; mais comme il me donne lieu 
de parler d’un genre particulier de combinaisons du hasard, je vais 
Pexposer en peu de mots. 

Imaginons un plan divisé par des lignes paralleles , équidistantes 
de Ja quantité a; concevons de plus un cylindre trés-ctroit dont 
2r soit la longueur, supposée égale ou moindre que a. On demande 
la probabilité qu’en le projetant, il rencontrera une des divisions 
du plan. 

Elevons sur un point quelconque dune de ces divisions, une per- 
pendiculaire prolongée jusqu’a la division suivante. Supposons que 
le centre du cylindre soit sur cette perpendiculaire, et a la hauteur 
y au-dessus de Ja premiére de ces deux divisions. En faisant tour- 
ner le cylindre autour de son centre, et nommant ¢ l’angle que le 
cylindre fait avec la perpendiculaire , au moment ou il rencontre 
cette division; 29 sera la partie de la circonférence décrite par 
chaque extrémité du cylindre, dans laquelle il rencontre la divi- 
sion; la somme de toutes ces parties sera donc 4f@dy, ou 
4oy — 4fyd@; or on a y =7.C0S 9; cette somme est donc 

49.y — 4r.sin % + constante. 

Pour déterminer cette constante , nous observerons que l’intégrale 

doit s’étendre depuis y nuljusqu’a y =r, etpar cons¢quent depuis 
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9 = 7 jusqu’a 9 =o, ce qui donne 

constante = 47; 

ainsi la somme dont il s’agit est 4r. Depuis y==a—r jusqu’a 
y =a, le cylindre peut rencontrer la division suivante , et il est 
visible que la somme de toutes les parties relatives a cette ren- 
contre, est encore 47; 87 est donc la somme de toutes les parties 

relatives a la rencontre de lune ou lautre des divisions par le 
cylindre , dans le mouvement de son centre le long de la perpen- 
diculaire. Mais le nombre de tous les arcs quwil decrit en tournant 
en entier sur lui-rméme, a chaque point de cette perpendiculaire , 
est 2a7; c'est le nombre de toutes les combinaisons possibles ; 
la probabilité de la rencontre d'une des divisions du plan par le 

4r 
ar 

cylindre , le rapport du nombre de fois ou le cylindre rencontrera 
Pune des divisions du plan, au nombre total des projections , sera 

cylindre , est donc Si Pon projette un grand nombre de fois ce 

° ‘ 1 \ r ° A 

par le n° 16, a tres-peu prés, la valeur de a, ce qui fera connaitre 

la valeur de la circonférence 27. On aura, par le méme numéro, 
la probabilite que Perreur de cette valeur sera comprise dans 
des limites données ; et il est facile de voir que le rapport 
or ° s ® . *) ‘ 

— qui, pour un nombre donné de projections, rend Perreur a 

craindre la plus petite, est Punité; ce qui donne la longueur du 
cylindre égale a lintervalle des divisions. 

Conceyons maintenant le plan précédent divisé encore par des 
lignes perpendiculaires aux précédentes, et équidistantes dune 
quantité 6 égale ou plus grande que la longueur 2r du cylindre. 
Toutes ces lignes formeront avec les premiéres, une suite de 
rectangles dont 6 sera la longueur et a la hauteur. Considérons 
un de ces rectangles ; supposons que dans son intérieur, on méne 
a la distance r de chaque cdté, des lignes qui lui soient paralléles. 
Elles formeront @abord un rectangle intérieur, dont 6—ar sera 
Ja longueur , et a—.r la hauteur. Ensuite deux petits rectangles, 
dont 7 sera la hauteur, et 6— 27 la longueur ; puis deux autres 

petits 
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petits rectangles dont r sera la longueur, et a—2r la hauteur; enfin , 
quatre petits carrés dont les cotés seront égaux a r. 

Tant que le centre du cylindre sera placé dans le rectangle 
intérieur , le cylindre en tournant sur son centre, ne rencontrera 
jamais les cotés du grand rectangle. 

Lorsque le centre du cylindre sera placé dans Vintérieur d’un des 
rectangles dont r est la hauteur et 6— 27 la longueur; il est facile 
de voir par ce qui précéde, que le produit de 87, par la longueur 
6—2r, sera le nombre des. combinaisons correspondantes, dans 
lesquelles le cylindre rencontrera un ou Pautre des cétés b du 
grand rectangle. Ainsi 8r.(—27) sera le nombre total des combi- 
naisons correspondantes aux cas dans lesquels le centre du cylindre 
étant placé dans Pun ou l’avtre de ces petits rectangles, le cy- 
lindre rencontre le contour du grand rectangle. Par la méme raison, 
8r.(a—2r) sera le nombre total des combinaisons dans lesquelles 
le centre du cylindre étant placé dans Vintérieur des petits rec- 
tangles dont 7 et a — 27 sont les dimensions , le cylindre rencontre 
le contour du grand rectangle. 

Il nous reste a considérer les quatre petits carrés. Soit 4BCD 
Pun deux. De langle 4 commun a ce carré et au grand rec- 
tangle , comme centre, et du rayon 7, décrivons un quart de 
circonférence , se terminant aux points B et D. Tant que le 
centre du cylindre sera compris dans le quart de cercle formé 
par cet arc, le cylindre en tournant, rencontrera dans toutes ses 
positions , le contour du grand rectangle; le nombre des combi- 
naisons dans lesquelles cela aura lieu, est donc égal au produit 
de 27 par la surface du quart de cercle, et par conséquent il est 

égal a —. Si le centre du cylindre est dans la partie du carré 

qui est au-dela du quart de cercle; le cylindre en tournant autour 

de son centre, pourra rencontrer ’un ou autre des deux cétés 
AB et AD prolongés, sans jamais les rencontrer tous deux a la 

fois. Pour déterminer le nombre des combinaisons relatives a _ 

cette rencontre , je concois sur un point quelconque du coté 4B, 

distant de x du point 4, une perpendiculaire y dont lextrémité 
soit au-dela du quart de cercle. Je place le centre du cylindre sur 

cette extrémité de laquelle jabaisse quatre droites égales a r, et 
46 
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dont deux aboutissent sur le cété 4B prolongé, si cela est néces- 

saire, et deux autres sur le coté 4D pareillement prolongé. Je nomme 
2@ langle compris entre les deux premieéres lignes, ct 29’ langle 
compris entre les deux secondes. Il est visible que le cylindre en 
tournant sur son centre, rencontrera le coté 4B prolongé, tant 
quune de ses moitiés sera dans langle 20, et quil rencontre le 
coté 4D prolongé, tant qu’une de ses moitiés sera dans l’angle 2’; 
le nombre total des combinaisons dans lesquelles le cylindre ren- 
contrera Pun ou lautre de ces cétés, est donc 4.(9-+ 9’); ainsi ce 
nombre, relativement a la partie du carré, extérieure au quart de 
cercle, est 

4f(O+9').dx.dy; 

or on a évidemment , 

u=='71COS Os, “y==ric0s@ ; 

Yintégrale précédente devient ainsi , 

4r.{(9 + 9').do.dg'.sing sing’; 

et il est facile de voir que Vintégrale relative a 9’, doit étre prise 

depuis 9’= 0 jusqu’a 9'= = —, et que lintégrale relative a @ 

doit ¢tre prise depuis =o jusqu’a = ;ce qui donne 2 7*.(12—77’) 

pour cette intégrale. En lui ajoutant =, on aura le nombre des 

combinaisons relatives au quarré; et en quadruplant ce nombre , 
et le réunissant aux nombres précédens des combinaisons rela- 
tives a la rencontre du contour du grand rectangle, par le cylindre; 
on aura, pour le nombre total des combinaisons, 

8.(a+b).r— 8r’. 

Mais le nombre total des combinaisons possibles, est évidemment 
€gal a 27 multiplié par la surface ab du grand rectangle; la 
probabilité de la rencontre des divisions du plan par le cylindre , 
est douc 

4.(a+b) S lovee ia 

ab.a 
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a a aS 

CHAPITRE VI. 

De la probabilité des causes et des événemens futurs , 
tirée des événemens observes. 

26. La probabilité de la plupart des événemens simples, est 
inconnue : en la considérant d priori, elle nous parait susceptible 
de toutes les valeurs comprises entre zéro et Punité; mais si lon 
a observé un résultat composé de plusieurs de ces événemens , 
la manicre dont ils y entrent, rend quelques-unes de ces valeurs 
plus probables que les autres. Ainsi a mesure que le résultat ob- 
servé se compose par le développement des événemens simples , 
leur vraie possibilité se fait de plus en plus connaitre, et il devient 
de plus en plus probable qu’elle tombe dans des limites qui se res- 
serrant sans cesse, finiraient par coincider, si le nombre des évé- 
nemens simples devenait infini. Pour déterminer les lois suivant 
lesquelles cette possibilité se découvre, nous la nommerons x. La 
théorie exposée dans les chapitres précédens, donnera la proba~ 
bilité du résultat observé, en fonction de x. Soit y cette fonction ; 
si Pon considére les différentes valeurs de x comme autant de 
causes de ce résultat, la probabilité de x sera, par le troisieme 
principe du n° 1, égale a une fraction dont le numerateur est y, 
et dont le dénominateur est la somme de toutes les valeurs de y ; 

en multipliant donc le numeérateur et le dénominateur de cette 

fraction par dx, cette probabilité sera 

yd 
fydx ’ 

Vint¢grale du dénominatcur étant prise depuis «=o jusqu’a x—=1, 

La probabilité que la valeur de « est comprise dans les limites 

x= et x0’, est par conséquent égale a 

d. 
rar (1) 
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Vintégrale du numérateur étant prise depuis «== 6 j eis a xm, 

et celle du dénominateur étant prise depuis «=o jusqu’a «=1. 

La valeur de «la plus probable , est celle quirend y un maximum. 

Nous la désignerons par a. Si aux limites de «, y est nul, alors 
chaque valeur de y a une valeur ¢gale correspondante de lautre 
cété du maximum. 

Quand les valeurs de « , considérées indépendamment du résultat 
observé, ne sont pas également possibles; en nommant z la fonc- 
tion de x qui exprime leur probabilité; il est facile de voir, par 
ce qui a été dit dans le premier chapitre de ce Livre, qu’en chan- 
geant dans la formule (1), y dans yz, on aura la probabilité que 
la valeur de x est comprise dans les limites « =6 et x=6!. Cela 
revient A supposer toutes les valeurs de x égaiement possibles 
a priori, et a considérer le résultat observé, comme étant formé 
de deux résultats indépendans, dont les probabilités sont y et z. 
On peut donc ramener ainsi tous les cas a celui ou Pon suppose 
a priori, ayant événement, une égale possibilité aux différentes 
valeurs de x, et par cette raison, nous adopterons cette hypo- 
these dans ce qui va suiyre. 

Nous avons donné dans les n®* 22 et suivans du premier Livre , 
les formules nécessaires pour déterminer par des approximations 
convergentes, les intégrales du numérateur et du dénominateur de 
la formule (1), lorsque les évenemens simples dont se compose 
Pévenement observe, sont répétés un trés-grand nombre de fois ; 
car alors y a pour facteurs, des fonctions de x élevées ade grandes 
puissances. Nous allons, au moyen de ces formules, déterminer la 
loi de probabilité des valeurs de x, A mesure qurelles s’éloignent 
de la valeur a, la plus probable, ou qui rend y un maximum. Pour 
cela, reprenons la formule (c) du n* 27 du premier Livre , 

1 dU ins d‘.U5 - 

12.de B Ta d.gaarh tej fit oe 
Y “i in d?, U? if Bek Bake td woo 2 ; 
aa i dx Uptar ae aircseaila eat 1.2. - Soe —ete.}; (2) 

- Va d. U? ( 9 oo rae ee ge +-T'.——.. ame a Sa tete} 
x ae 
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cr—a d.U? d?.U3 

Viog¥olegy? 107 dear? ® 
: dy ae 

viennent v, <— ; a , etc., lorsqu’on y change aprés les diffé- 

v est égal a te. sont ce que de- 

rentiations , x ena, a étant la valeur de x quirendy un maximum: 

T est égal a ce que devient la fonction Vlog ¥Y — logy, lorsqu’on 
change x en a—§ dans y, et 7” est ce que devient la méme 
fonction, lorsqu’on y change x dans a-+ 4’. L’expression précé- 
dente de /ydx donne la valeur de cette intégrale, dans les limites 
x=a— et x=a-+84’; lintégrale /dt.c—* étant prise depuis 
t=— T jusqu’a t= 7". 

Le plus souvent, aux limites de Pintégrale /ydx, étendue depuis 
x== 0 jusqu’a x==1,y est nul; ou lorsque y nest pas nul, il 
devient si petit a ces limites, qu’on peut le supposer nul. Alors , 
on peut faire a ces limites J’ et 2” infinis, ce qui donne pour Iinté- 
erale fydx, étendue depuis x ==0 jusqu’a x= 1, 

2 3 if 

Sydx = Y.{U++ , come ZA = eres as ‘ 3 4dgi t ete. }. V75 

ainsi la probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 
x=a—het x=a+’, est oe a 

1 mm, (a. 4 

2° Bicones Ser )-Tasdat rade —ete.} 

(mae ate BR {Se +7". S(T). 1.2. aaa tete} 
= on ae peu 3 

¥ { Ta. Set can O54; aa tete.}. Vn. 

On voit par le n° 23 du premier ie que dans le cas ou_y a pour 
facteurs, des fonctions de x élevées a de grandes puissances de 

Pordre —,a ¢tant une fraction extrémement petite, alors U est 
a 

le plus souvent de Pordre a, ainsi que ses differences succes- 
: Oe Po? : a 

sives; U, a oS =~» etc. sont respectivement des ordres //z, 

a , a* , etc.; dot il suit que la convergence des séries de la for- 
Ae (3); exige que Z ct Z’ ne soient pas dun ordre supérieur 
‘ 1 
cl = a Va 6 

3 (5) 
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Si Pon suppose 6=6'; alors on a a fort peu prés T=T’, et la 

formule (3) se réduit, en négligeant les termes de l’ordre @, aVin- 

tégrale te —7e 

en négligeant le carré de la différence 7’*— 7", a doubler Pinté- 
grale précédente , et ala prendre depuis ¢ nul jusqu’a 

a(/a _ (PEF. 
T’*= log Y—logy, 

t? 

, prise depuis ¢==— T'jusqu’a t= 7" ; ce quirevient 

or on a 

et lon peut supposer 

log y = - ~ .log ?, 

@ étant une fonction de x ou de a— 6, qui ne renferme plus de 
facteurs élevés a de grandes puissances ; en nommant donc 

d> de , do 
©, 7» 72> etc., ce que deviennent, lorsque 6 est nul, 9, 7, 

hy etc,; en observant ensuite que la condition de Y ou ®, un 

: d® 
maximum, donne J; = 0 on aura 

Bo 64 di ddo may: 3 _ de 
aT —=—§. a as Sree rd Riser & gate tll th gee ree (435) ]+ etc, 

En changeant 6 dans —@, on aura la valeur de a7"*; on aura donc, 
en négligeant les termes de lPordre @’, 

a(T'+T")____g, _ddo 
2 *20.dx?’ 

(THT? _ 6) dd 
2 ast are ~~ 20d" 

7 yea it eg yoy ee add¥ 
aoe 20, w= ‘2Y.dx* ’ 

t.Va guile, 

partant , 

Faisons 

Ja probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 
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ab ee , Seta 

CT (a ogee a 
——— 
Va 

Pintégrale étant prise depuis t=0, et pouvant étre obtenue 
dune maniére fort approchée, par les formules du n° 27 du pre- 
mier Livre. 

I] résulte de cette expression, que la valeur de «x la plus pro- 
bable est a, ou celle qui rend P’evénement observé, le plus pro- 
bable; et qu’en multipliant a Vinfini les événemens simples dont 
Yévénement observé se compose, on peut a la fois resserrer les 

limites ath VS, et augmenter la probabilité que la valeur de x 

tombera entre ces limites; ensorte qu’a l’infini , cetintervalle devient 

nul, et la probabilité se confond avec la certitude. 

Si Pévénement observé dépend d’événemens simples de deux 
differens genres, en nommant «x et x’ les possibilités de ces deux 
genres d’événemens, on verra par les raisonnemens préceédens , 
que y étant alors la probabilitéde Pévénement composé, la fraction 

ydx.dx’ 

Sfydx.dx'? (4) 

sera la probabilité des valeurs simultanées de x et de 2’, les inté- 
crales du dénominateur étant prises depuis «= 0 jusqu’a x= 1, 
et depuis x’==o jusqu’a x2'==1. En nommant a et a’ les valeurs 

de x et de x’ qui rendent y un maximum, et faisant x=a-+4, 
ac! = a'+-6', on trouvera, par analyse du n° 27 du premier Livre , 

que si Pon suppose 
ddY 

Sie or) y Gere) 

TH ey ty 

ave rae Ey adv 5? 
Tar us erst 
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la fraction (4) prendra cette forme 

ated e me 
ffat.dl cm 

Les intégrales du dénominateur doivent ¢tre prises depuis ¢=:— 6% 
jusqu’a t=, et depuis t/==— oo jusqu’a t/= 20; car les inté- 
grales relatives a x et x’ de la fraction (4) étant prises depuis «=o 
et x’ =o jusqu’a x et x’ égaux alunité, et a ces limites, les va- 
leurs de 6 et de 6’ étant —a et 1—a; —a’ et 1— <a’, les limites 
de ¢ et de ¢’ sont égales a ces derniéres limites multiplies par des 

“a7 1 ° . . ta : 

quantités de l’ordre Vz ¢ ainsi Pexponentielle c~’—** est excessi- 
a 

vement petite a ces limites, et l'on peut sans erreur sensible , 
étendre les intégrales du dénominateur de la fraction précédente , 
jusqu’aux valeurs infinies positives et négatives des variables ¢ et /’; 
ce dénominateur devient ainsi égal a7; et la probabilité que les 
valeurs de 6’ et de § sont comprises dans les limites 

r ddY 
F t Ky at, 

C=Gr i’ — —$———— 

\/ ddY¥\ /ddY ddY¥ \2’ 
cay dee = aa) 
on > ae 

G0, OV EE .- \/ 
a fa JE). (BD) (BY ey: 

dx? es age) \aeae) dx” 
est égale a 

~ ffdt.dt! cmv", 

les intégrales étant prises depuis ¢ et ¢’ nuls. 

On voit par cette formule, que dans le cas de deux genres 
différens d’événemens simples , la probabilité que leurs possibilités 
respectives sont celles qui rendent ’événement composé , le plus 
probable, devient de plus en plus grande, et finit par se confondre 
avec la certitude; ce quia lieu généralement pour un nombre quel- 
conque de genres différens d@’événemens simples, qui entrent dans 
l'éyenement obseryé, 

Si 
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Si Pon concoit une urne renfermant une infinité de boules de 

plusieurs couleurs différentes, et qu’aprés en avoir tiré un srand 
nombre x, p sur ce nombre, aient été de la premiére couleur ‘ 
q de la seconde, r de la troisiéme, etc. ; en désignant part 52k 
x", etc. les probabilités respectives d’amener dans un seul tirage, 
une de ces couleurs , la probabilité de ’événement observé sera le 
terme qui a pour facteur x’.2x't,2'".etc., dans le développement du 
polynome 

(2+ x! + 2x"-+- etc.)", 

t x4 x’ + x"+ etc. =1, 

ptg¢qtr--etc.=n7; 

on pourra donc supposer ici y=2’.x'.x'".etc.; et alors on a 
pour les valeurs de x, x’, x", etc. qui rendent l’événement observé 
le plus probable , 

oulona 

oe, oie ci etc. 

Ainsi les valeurs les plus probables sont proportionnelles aux 
nombres des arrivées des couleurs; et lorsque le nombre 7 est 
un grand nombre, les probabilités respectives des couleurs, sont 
a trés-peu pres égales aux nombres de fois qu’elles sont arrivées , 
divisés par le nombre des tirages. 

27. Pour donner une application de la formule précédente , 
considérons le cas ou deux joueurs 4 et B jouent ensemble avec 
cette condition , que celui qui sur trois coups en aura gagné deux, 
gagne la partie ; et supposons que sur un trés-grand nombre n de 
parties , 4 en ait gagné un nombre z. En nommant « la probabilité 
de 4 pour gagner un coup, et par conséquent 1— x, la probabi- 
lité correspondante de #; la probabilité de 4 pour gagner une 
partie, sera la somme des deux premiers termes du binome 
(x-++1—«)*; et la probabilité correspondante de B, sera la 
somme des deux derniers termes. Ces probabilités sont donc 

x?.(3—2x) et (1—-x)*.(1-+ 2x); ainsi la probabilité que sur 7 

parties, 4 en gagnera i, et B, n—z, sera proportionnelle a 

x.(3— 20)'.(1—ax )"-*.(1 + 2x)"; en nommant fone y cette 

7 
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fonction, et a la valeur de x qui la rend un maximum; la pro- 

babilité que la valeur de x est comprise dans les limites a—Oet 

6, sera a-p ? ae 

fydx ’ 

Vintégrale du numérateur étant prise depuis x ==a— § jusqu’a 

«==a-+-4, et celle du dénominateur étant prise depuis «=o jus- 
qu’a x = 1. Si Pon fait 

on aura par le numéro précédent , 

@ = x". (3 — ax)”. (1 — x)". (1 + 2x). 

La condition du maximum de y ou de @, donne d?=0; par 
conséquent a étant la valeur de x correspondante a ce maximum, 
on aura 

dou l’on tire 

i'=a’?.(3—2a), 1—i!=(1—a)*.(1-+2a); 

ensuite on a 

20.dx*~— (3—2a).(1 +20) 

La probabilité que la valeur de x est comprise dans les limites 
r r ie? , x 

ace Va? sera donc, par le numéro précédent, égale a 

—18.r? 

6.Y2 (—2a).(a-+2a) 

V ~.(3—2a).(1 + 2a) far-e : 

On verra facilement que ce résultat s’accorde avec celui que 
nous avons trouvé dans le n° 16, par une analyse moins directe 
que celle-ci. 

La partie finit en deux coups, si 4 ou B gagne les deux pre- 
micrs coups, le troisicme coup n’¢tant pas ey Bens quil deyient 
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inutile. Ainsi les nombres des parties gagnées par l'un et Vautre 
des joueurs, n’indiquent pas le nombre des coups joués; mais ils 
indiquent que ce dernier nombre est contenu dans des limites 
données, avec une probabilité qui croit sans cesse, 4 mesure que 
les parties se multiplient. La recherche de ce nombre et de cette 
probabilité étant trés-propre a éclaircir Panalyse précédente ; nous 
allons nous en occuper. 

La probabilité que 4 gagnera une partie en deux coups, est x*, 
x exprimant, comme ci-dessus , sa probabilité de gagner a chaque 
coup. La probabilité qu’il gagnera la partie en trois coups, est 
2x*.(1—2x). Lasomme x*.(3—2x) de ces deux probabilités , est 
la probabilité que 4 gagnera la partie. Ainsi pour avoir la proba- 
bilité que sur 7 parties gagnées par le joueur 4, s seront de deux 
coups, il faut élever a la puissance i, le binome 

a 2x7. (1— 2) 

x*.(3—2x) tf x*.(8—22x)’ 
ou 

et le terme i—s-+-1 du développement de cette puissance, sera 
cette probabilité qui est ainsi égale a 

1.2500. -.b.8 (Ixy 

er es Oe ee ee 

Le plus grand terme de ce développement est, par le n° 16, 
celui dans lequel les exposans s et i— s du premier et du second 
terme du binome sont a trés- peu prés dans le rapport de ces 
termes , ce qui donne 

Nous nommerons s’ cette quantité , et nous ferons 

s=s'+1; 
on aura, par Ie n° 16, 

—ilt 

L as’. (i—s‘) 

V as'x.(i—s’) dl.c 
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pour la probabilité de s, correspondante a adresse x du joueut 4. 

On trouvera pareillement , que si on nomme z le nombre des 

parties de deux coups, gagnées par le joueur B , sur le nombre 

n—i de parties qu’il a gagnées; la valeur de z la plus probable 
tise ros arg ° 

sera 553 et qu’cn désignant par z’ cette quantité, et faisant 

gait, 

la probabilité de z correspondante a x sera 

—: (n—t1).1"* 

n—t al! 22. (n—l—z’) 

22'.(n—1—2').7°  * 4 1 

Le produit de ces deux probabilités est donc la probabilité corres- 
pondante a x, que le nombre des parties de deux coups , gagnées 
par le joueur 4, sera s‘-+-/, tandis que le nombre des parties de 
deux coups, gagnées par le joueur B, sera z’-+-1'. Soit 

i F n—1 

Lo a (i—s’)? ee = 22’ .(1—1— 2’) ; 

on aura pour cette probabilité composée , 

ey, Be jp ‘Va 

Mah diicamcnis 

Il faut multiplier cette probabilité par celle de x, qui, comme on 

Ya yu dans le numéro précédent, est — ; le produit est 
fydx 

Vqq ydx —ql?—q'l? 
rere e Wie dl'.c 5 (€) 

Vintégrale du dénominateur doit ¢tre prise depuis x==o jusqu’a 
« == 1; et par le n° 27 du premier Livre, cette intégrale est a trés- 
peu pres , 

2YV dx 
Y.Y>- > ay 

Si Pon nomme X la fonction 

Vague tes 
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et que Pon désigne par a’ la valeur de x, qui rend Xy un maximum, 
et par X’ et Y’, ce que deviennent X et y, lorsqu’on y change 
x en a’; on aura, par le numéro précédent, en faisant c=a'-- 4, 

Oa Y’) 

SS —gl’—q' I ‘XY dx* 
ydx.Vqg.c 74 aah ic che pes eae 

Il est facile de voir que a’ ne différe de la valeur a de x, qui 

rend y un maximum, que dune quantité de ordre a, que nous 
désignerons par fe; en substituant dans Y, a+ fa au lieu de a’, 
pour en former ¥’, et développant par rapport aux puissances de 

dY , : 
a, on verra que — etant nul, parce que Y est le maximum de y, 

Y’ ne differe de Y, que de quantités de ordre 2; ainsi Pon a, 
aux quantités prés dun ordre infericur a celui que l’on conserve, 

b dx’ rhe Ss ‘oli 
et cn observant que Xds CN es ar Yq, peuvent étre négligées par rap- 

dy’ 
porta = Vdz 

(SPOR Steet 
OXY’ .dx* 2Y.dx*’ 

la fonction («) devient par la 
6*. ddY a ghmag fp 

eae rae Akal vate Ste el) 7. Va ¥. dac* 

On doit dans cette fonction, supposer «=a, ce qui donne, en 
substituant pour z, sa valeur na*.(3—2a) , 

3 — 2a / 1 + 24 
4 — Gna®. (a—a) BS es 4na.(1—a)*” 

Ensuite, x étant égal a a’+4, ilest égalaa+fa-+6; en né- 
eligeant donc les quantités de Pordre @, on aura 

x=at+96. 

Maintenant le nombre des parties de deux coups, étant 

L phe ory +1, 

5 — 22 1+ 2% 
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ce nombre sera 

l n—l 2.(n—) j 

apa ae 1 + 2a +f Crsay Ob Ib? 

Faisons 
thet SDE See i—t) , 

oe lar (Qa oe Op aiod 

et désignons par g" la quantité 

ddY 
2..(n—1) 2? a 2 

avd | aap (ae) 
qui, aprés toutes les réductions, se réduit a 

g- (3—2a).(1+2a) 

an. (1—2a)*. (3—2a+-2a’)?’ 

la fonction (e’) deviendra 

V 977" dt. dl dl yy ey 

Fe OF ° . i : 

a. we 
(e") 

En Vintégrant depuis J== — oo jusqu’a 7== oo, et depuis // =—o, 
jusqu’a /’/==0o, on aura la probabilité que re nombre des parties 
de deux coups, sera égal a 

l 

oe 1 Poet; 

or ona 

falc BAO Ct 

er a. a wr. C19 —(9-+9'). (i= eal att) 

Cette derniére intégrale, prise depuis == —0o jusqu’a l= 0, est, 
par ce qui précede, 

. 5 (tl! I 
Ae ie 
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En la multipliant par d/', ct la mettant sous cette forme, 

pee eA het RAO. (y peng tt at 2 
AL ae ee qT tay +97 
Vq+q 

et Pintégrant depuis l/==—oo jusqu’a 7= 0%; on aura 

qqq't 
Ee EG aS 

Vago" +q 7 

La fonction (e") intégrée par rapport a 7 et U’, dans les limites infi- 
nies positives et négatives de ces variables , devient ainsi 

gq‘q'.t? 

| Vox! To ate THT, 
Va ag eer +74 

Ainsi la probabilité que le nombre de parties de deux coups, sera 
compris dans les limites 

L n—l 
ata —— =i (8 Sees Rete Tage? n(av+i—a )4t, 

est egale au double de Pintégrale de la différenticlle précédente , 
5 . . 1 prise depuis ¢ nul. On doit observer que g, g’, g" sont de ordre =% 

Le 

ensorte que la quantité ——777 _. est du méme ordre. Représen- 
: 7 > q9 +99 +99 P 

tons-la par —, et faisons t=r. /n; on aura 

—k’2)2 =—. fkdr.c nate” 
Vn 

pour expression de la probabilité que le nombre de parties de 
deux coups, sera compris dans les limites 

n.(at+i—a )& Vins 

Pintégrale étant prise depuis 7 nul. L’intervalle de ces deux limites 

est 2rVn, et le rapport de cet interyalle au nombre x de parties, 
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est Ti ce rapport diminue sans cesse, a mesure que nm aug- 

merite, et y peut en méme tems croitre indéfiniment ; de sorte 
que Vintégrale précédente approche indéfiniment de Punité. 

Le nombre total des coups, est le triple du nombre des parties 
de trois coups , plus le double du nombre des partics de deux 
coups, ou le triple du nombre total 7 des parties , moins le nombre 
des parties de deux coups ; il est donc 

an.(i1-+a—a’*)=r.Yn, 

Yintégrale (e””) est donc expression de la probabilité que le nombre 
des coups sera compris dans ces limites. 

Si au lieu de connaitre le nombre i des partics gagnées par le 
joucur 4, et le nombre total 7 de parties , on connait le nombre 
i et le nombre total des coups; la méme analyse pourra servir a 
déterminer le nombre inconnu z des parties. Pour cela, désignons 
par /,le nombre total des coups; on aura, par ce qui précéde , 
les deux équations 

es z n—t = 
nN _——— Sa ear cl hs 

i L n—t n—t 

a 3— 2a 1—a 1 + 2a 

Ces €quations donnent a et n en fonctions de h=Er. Vn. Supposons 

‘ hotr.Yn heer: slr 
— t ( emmeragh 0 —sln (= +); 

on aura, en réduisant en série, 

awn (Ce 
=i (D)bir ya. +) 

. h 
on substituera dans f’, au lieu de nm et de a, i. (:) et T (-): 

Vintégrale (¢'”) est alors la probabilité que le nombre x des partics , 
est compris dans les limites 

asin Via@ O 

-+ etc.; 

28. 
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28. Cest principalement aux naissances, que lanalyse précé- 

dente est applicable , et ’on peut en déduire non-sculement pour 
Pespéce humaine , mais pour toutes les espéces d’étres organisés , 
des résultats intéressans. Jusqu’ici les observations de ce genre 
n’ont ¢té faites en grand nombre, que sur l’espéce humaine : nous 
allons soumettre au calcul , les principales. 

Considérons d’abord les naissances observées a Paris, a Londres, 
et dans le royaume de Naples. Dans l’espace des 40 années écoulées 
depuis le commencement de 1475, époque ou Pon a commencé a 
distinguer a Paris, sur les registres, les naissances des deux sexes, 
jusqu’a la fin de 1784, on a baptisé dans cette capitale, 395386 
garcons, et 577555 filles, les enfans trouyés étant compris dans 

25 
ce nombre: celadonne a peu pres 

24 
pour le rapport des baptémes 

des gargons a ceux des filles. 
Dans l’espace des g5 années écoulées depuis le commencement 

de 1664 jusqu’a la fin de 1758, il est né a Londres, 757629 garcons , 

et 698958 filles ; ce qui donne 3 a peu pres, pour le rapport des 

neissances des garcons a celles des filles. 
Eirfin, dans ’espace des neuf années écoulées depuis le commen- 

cemeut de 1774 jusqu’a la fin de 1782, il est né dans le royaume 
de Naples, la Sicile non-comprise, 782552 gargons, et 746821 filles ; 

° 92 . 4 

ce qui donne — pour le rapport des naissances des garcons a celles 
21 ce) 

des filles. 
Les plus pelits de ces nombres de naissances, sont relatifs a 

Paris; dailleurs, c’est dans cette ville que les naissances des garcons 
et des filles, approchent le plus de légalité. Par ces deux raisons , 
la probabilité que la possibilité de la naissance @un gargon surpasse 

~, doit y étre moindre qu’a Londres et dans le royaume de Naples. 
2 

Dcéterminons num¢riquement cette probabilite. 
Nommons p le nombre des naissances masculines observées a 

Paris, g celui des naissances féminines , et x la possibilité dune 
naissance masculine , c’est-a-dire la probabilité quun enfant qui 
doit naitre, sera un gargen; 1—- sera la possibilité @une nais- 

sance féminine, et ’on aura la probabilité que sur p-+-q naissauces, 
48 
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p secront masculines , et g seront féminines , égale a 

1.2.5...(p+q) 

PESTER Se 
en faisant donc 

Y= xX? .(1—x)!, 

la probabilité que la valeur de x est comprise dans des limites 
données, sera par le n° 26, égale a 

fydx 

fydx? 

Yintégrale du dénominateur étant prise depuis «=o jusqu’axr—1, 
et celle du LLU étant prise dans les limites données. Si 
Yon prend zéro et ; pour ces limites, on aura la probabilité que 
Ja valeur de x ne surpasse pas ;. La valeur qui correspond au 

. {Sia es : maximum de y, est aopgpetve la grandeur des nombres p et g,’exc¢s 

de 2 ee sur +, est trop considérable pour employer ici la for- 

mule (c) du n° 27 du premier Livre, dans approximation de Pin- 
tégrale fydx, prise depuis 2=o jusqu’a x —=2?; il faut donc, dans 
ce cas, faire usage de la formule (A) du n° 22 du méme Livre. 
Ici ona 

Rae S NES aen(Cr sii) hy 

dys) Saipan pobig); x. 
la formule citée (A) donne ainsi pour lintégrale /ydx, prise depuis 
Hao jusque cas 

—— 
— 

oe 

< rig 
FOS D ue @-aigiatians. 1 

Quant a Vintégrale fydx , prise +?) x =o jusqu’a «==1,0n4, 
par le n° 26, 

fyda = ¥.| U+>. =~ gat ete. ]. ‘oa 

Y ctant ce que devient y 4 son maximum, ou lorsqu’on y substitue 

p pep TR pq Pow x. v estici égal a et U, = ,etc. sont 
Vlog Y— logy” 
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‘ d?. 3 ‘ \ a wa ce que deviennent », —-, etc., lorsqu’on y fait, aprés les diffé- 
“ . . Pp . . . r : peatony oad ae nt On trouve ainsi pour lintégrale /ydx, prise 

depuis x nul jusqu’a «=1, 

Pa Its 
Jydi= P 4 Van | a EE Me p+q — 13. -PI_ : 

(peg tits [a hy 12.pq.(p +49) ete. | 

fa probabilité que la valeur de x ne surpasse pas £, est donc 
égale a 

3 

(p+aP tits 
eas. eae, Poot 

pen a ee p+q —13.pq ret x [: coat ane Gea) ete. |. (0) 

Pour appliquer de grands nombres a cette formule, il faudrait 
avoir les logarithmes de p,g et p—g, avec douze décimales au 
moins: on peut y suppléer de cette maniére. On a 

ea 
l ob g ( Baxi _ p49 og og p-log @ -- — ag q -log ( oy)! 

Lorsque les logarithmes sont hyperboliques , le second membre de 
cette équation , réduit en série, devient 

peg Mad ees ee, ES 
on aura donc par cette série ah unens yle or hyper- 

(pcg Jes 
aP+4 . pP .g! 

vertira en logarithme tabulaire; et en lui ajoutant le logarithme 
3 

bolique de . En le multipliant par 0,43429448, on le con- 

tabulaire de ANSE (P EIA Eb on aura le logarithme tabulaire du 
2.(p—q)-V 2pq™ 

facteur qui multiplie la série (0). Si ’on nomme ne facteur , ct si 

Pon fait 
p = 595586, 39g = 577555; 
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on trouve cn logarithme tabulaire 

log w#== 72,2511780, 

la série (0) devient 

pat — 0,0030761 + etc.). 

Cette quantité dune petitesse excessive, retranchée de Vunité, 
donnera la probabilité qu’a Paris, la possibilité des naissances des 
garcons, surpasse celle des filles; dou Pon voit que lon doit re- 
earder cette probabilité comme ¢tant égale, au moins, a celle des 
fuits historiques les plus avérés. 

Si ’on applique la formule (0) aux naissances observées dans les 
principales villes de Europe , on trouve que la supériorité des nais- 

sances des garcons sur les naissances des filles , observée partout de- 

puis Naples jusqu’a Pétersbourg , indique une plus grande possibilité 
des naissances des garcons, avec une probabilité extrémement 

approchante de la certitude; ce résultat parait donc étre une loi 

eénérale , du moins en Europe; et si dans quelques petites villes , 
ou l’on n’a observé quun nombre peu considérable de naissances ; 

la nature semble s’en ¢carter; il y a tout lieu de croire que cet 

écart nest qu’apparent, et qu’a la longue, les naissances obseryées 
dans ces villes offriraient, en se multipliant, un résultat semblable 

i celui des grandes villes. Plusieurs philosophes, trompés par ces 

anomalies, ont cherché la cause de phénoménes qui ne sont que 

Veffet du hasard; ce qui prouve la nécessité de faire précéder de 
pareilles recherches, par celle de la probabilité avec laquelle les 
observations indiquent les phénomeénes dont on veut déterminer la 

cause. Je prends pour exemple, la petite ville de Vittcaux, dans 
laquelle , sur 415 naissances observées pendant cing années, il est 
né 203 garcons et 212 filles. p étant ici moindre que g, ordre na- 
turel parait renversé. Voyons quelle est d’aprés ces observations ; 
la probabilité que les facilites des naissances des garcons surpassent 
dans cette ville, celles des naissances des filles. Cette probabilité 

est ae , Pintégrale du numérateur étant prise depuis x=? jusqu’a 

x==1, et celle du dénominateur ¢tant prise depuis «2 =o jusqu’a 
xen i. La formule (0) qui, retranchée de Punité, donne cette 



DES PROBABILITES. 581 

fraction , devient ici divergente ; nous emploierons alors la formule 
(3) du n° 26, qui se réduit a fort peu pres a son premier terme 
fdter™ 

Via ? 
TF 

a == + jusqu’a la valeur de ¢ qui correspond a x= 1. Or on a, 
par le numéro cité, 

lintégrale €tant prise depuis la valeur de ¢ qui correspond 

v—=log Y— logy, 

y Ctant x?.(1—x)', et ¥ étant la valeur de y correspondante au 

maximum de y, quia licu lorsque x == are la valeur de 2? qui 

(ea 

correspond a «==, est —log ey = logarithme étant hy- 

perbolique, et étant donné, par ce qui précéde, par une séric trés- 
convergente. La valeur de zd? qui correspond a x =1, est? =o; 
on a donc ainsi les deux limites de lintegrale /dt.c—", intégrale 
quwil sera facile dobtenir par les formules que nous avons données 
pour cet objet. On trouve ainsi la probabilite qu’s Vitteaux, les faci- 
li’s des naissances des garcons ’emportent sur celles des filles , 

égale a 0,33; la supériorité de la facilité des naissances des filles , 

est donc indiquée par ces observations , avec une probabilité égale 
a 0,67, probabilité beaucoup trop faible pour balancer lanalogie 
qui nous porte a penser qu’a Vitteaux, comme dans toutes les 
villes ou Pon a observé un nombre considérable de naissances , 
la possibilité des naissances des garcons lemporte sur celle des 
naissances des filles. 

29. On a yu qu’a Londres, le rapport observé des naissances 
’ r ved! . \ . 

des gargons a celles des filles, est égal a —3, tandis qu’a Paris , 
° nN y 9 25 

cclui des baptémes des garcons a ceux des filles , n’est que vi Cela 

semble indiquer une cause constante de cette difference. Détermi- 

nons la probabilité de cette cause. 

Soient p ct g les nombres des baptémes des garcons et des filles, 
faits & Paris dans Vintervalle du commencement de 1745 a la fin 

de 178%; en d¢ésignant par x, la possibilité du bapléme un garcon, 
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et faisant, comme dans le numéro précédent, 

yao. (ay, 
la valeur de x Ja plus probable, sera celle qui rend y un maximum, 

elle est donc ; = a en supposant ensuite 

garry 
la probabilité de la valeur de @ sera, par le n° 26, égale a 

fh, Pe A Ades a BG: 
Va 2pq 

En désignant par p’, g' et 4’, ce que deviennent p, g et § pour 
Londres , on aura 

: 2 OP Og) a 
dt Sel P ea) P op’”’ 
Va op'q’ ° 

. PAD pp C'S gy 
db. dit , /p+q. past ey 2pq ap'q 

G 4P9-P'q 

de ces deux probabilités, sera donc la probabilité de existence 
simultanée de 6 et de 6’. Faisons 

— 

Pp Tre i P ar pag state 

la fonction différentielle précédente devient 

tpg) 2 GEN a 2h _ P'q—py’ 
dé oe af Gta era) (+9 nee 2pq Lm (Ht (p+9)-(P'+9) ca) 

4Pq «pq 

En Vintégrant pour toutes les valeurs possibles de 6, et ensuite 
pour toutes les valeurs positives de ¢; on aura la probabilité que 
la possibilité des baptémes des garcons est plus grande a Londr es 

qu’a Paris. Les yaleurs de 4 peuvent s’étendre depuis 4 égal a — ca 



DES PROBABILITES. 3895 

jusqu’a @ égal 8 1 — aes mais lorsque p et 7 sont de trés-grands 

_ P+" pp 

nombres, le facteure “4 est si petit a ces deux limites , 
qu’on peut le regarder comme nul ; on peut donc étendre l’inté- 
grale relative a 8, depuis 8—= — oo jusqu’a =o. On voit par la 
méme raison, que l’intégrale relative a t, peut ¢tre étendue depuis 
=o jusqu’a t==oo. En suivant le procédé du n° 27 pour ces 

intégrations multiples, on trouvera facilement que si lon fait 

woe ap qe” ere ge 
apg (p +.9)'+ apg. CP)’ 

A= PISS PY 

(P+q)- +9)’ 

pee ee) ay 
CP Ea. 

ce qui donne d§= d¢'; la différentielle précédente intégrée d’abord 
par rapporta ¢/ depuis ¢/=— oo jusqu’a t' == 00, et ensuite depuis 
t= o jusqu’a ¢ infini, donnera 

kdt kt. (¢—h)* 
Va 

pour la probabilité qu’a Londres, la possibilité des baptémes des 
garcons est plus grande qu’a Paris. Si lon fait 

k.(t—h) =’, 

cette intégrale devient 
dt" mae 

mec lt Of 9 

Va 

Pintégrale étant prise depuis ¢’== — kh jusqu’a ¢’= 0; ct il est 

visible qu’elle est égale a 
dt" eS 

1—/—=.c , 
Va 

Pintégrale étant prise depuis ¢’== kh jusqu’a 2” infini. De lail suit, 
par l¢ n° 27 du premier Livre, que si l'on suppose 

PY (pq) pep +7)’ —_——— SS * 

(p+) PEW): (PG — PT’ 
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la probabilité que la possibilité des baptémes des gargons est plus 
grande a Londres qu’a Paris, a pour expression , 

En faisant dans cette formule, 

P= 393586 > I= 3977055 , 

Pp = 797629 , 7’ = 698958, 
elle devient 

1 
ai 328269" 

fl y a donc 528268 a parier contre un, qu’a Londres, la possibi-~ 
lité des bapteémes des gargons est plus grande qu’a Paris. Cette 
probabilité approche tellement de la certitude, quil y a lieu de 
rechercher la cause de cette supériorité. 

Parmi les causes qui peuvent la produire, il m’a paru que les 
baptémes des enfans trouvés, qui font partie de la liste annuelle 
des baptémes a Paris, devaient avoir une influence sensible sur le 
rapport des baptémes des gargons a ceux des filles ; et qwils devaient 
diminuer.ce rapport, si, comme il est naturel de le croire , les 
parens des campagnes environnantes , trouvant de lavantage a 
retenir prés d’eux les enfans males , en avaient envoyé a lhospice 
des Enfans trouvés de Paris , dans un rapport moindre que celui 
des naissances des deux sexes. C’est ce que le relevé des registres 
de cet hospice m’a fait voir avec une trés-grande probabilité. 
Depuis le commencement de 1745 jusqu’a la fin de 1809, on y a 
baptisé 163499 garcons et 159405 filles, nombre dont le rapport 

39 “oon 05 A ‘ 
est 35, et differe trop du rapport = des baptémes des garcons et 

des filles & Paris, pour étre attribué au simple hasard. 

do. Determinons, d@aprés les principes précédens, les probabi- 
lités 



DES PROBABILITES. 335 

lités des résultats fondés sur les tables de mortalité ou d’assurance, 
construites sur un grand nombre d’observations. Supposons @abord 
que sur un nombre p d’'individus dun age donné 4, on ait observé 
quil en existe encore le nombre 7, a Page 4+ a; on demande 
la probabilité que sur p' individus de Page .4, il en existera g’++-z 
a lage .4-+a, la raison de p’ et g/ étant la méme que celle de 
pa gq. 

Soit x la probabilité dun individu de Page 4, pour vivre a l’age 
A +-a; la probabilité de ’événement observé est alors le terme 

du binome (x + 1—.2x)? qui a x’ pour facteur ; cette probabilité 
est donc 

1 NO GO% . *P 09. (1— x P49; 

1.9.95. p= gel. 255. ..g 

ainsi la probabilité de la valeur de x, prise de l’événement ob- 
serve est 

atdx.(1—x)P4 

faidx. (i—x)P-? 

Pintegrale du dénominateur ¢tant prise depuis x = 0 jusqu’a x==1. 

La probabilité que sur les p’ individus de Page 4, g'+-+z viyront 
a Page 4+a, est 

Ie ce Mee 
BOS, A hl oe cet | ree eS SS I4-Z ae (=e 

FTO TOE Sea ry chal a ney noe (2 x) . 

En multipliant cette probabilité par la probabilité précédente de 
la valeur de x; le produit intégré depuis «=o jusqu’a x= 1, 
sera la probabilité de existence de g’ +-z personnes a lage 4-—--a; 
en nommant donc P cette probabilité, on aura 

~~ 1.2.5...(q/+2).1.2.5...( pq’ —2). fxidx. (1—ax)P9" 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
x =0 jusqu’a «=1.On a par le n° 28, a tres-peu pres , 

49 
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pot ttt scan Me Pa 
aN Uli “42+5 

dx.(1— 

=Va.[ 94+9).0+op5 
—2+ ia lm hee 

yAlalene =q-=9' Gaga, —) | f "ai 

wp tr ts 
_ ais 2 (p—gP tt? q P—Y a a= ae fx'dx .(1—x) [/ 27 PH 

Ensuite, par le n° 33 du premier Livre, on a 

BE ed Se Pe pp? t. cP . / 27, 

Y a qi +2-+4 eee 4 1a 

1.2.5. 0000(gl-beleg’T G45) ST! Sa aes 

—q—2+4 
Nee PSY ES Mee ne —q 2+ eae ee 1.2.5...(p'—g'—z)==(p’—q') 1¢ = 

U 

enfin on a g’ = mie Cela posé, on trouve apres toutes les ré- 

ductions, 
plies Hered: SETS 

Ps / pata = Lk | 
gp -(pP—q). (p+ p). 27 

q+q+2+3 PAP —q—9—*-+s 
C+) (1-4 

x qr4 Sam 2 ie 
2\d te+3 el pane (49) Op) q gece 

Si Yon prend le logarithme hyperbolique du second membre de 
cette équation , que lon réduise ce logarithme en série ordonnée 
par rapport aux puissances de z, et que l’on néglige les puis- 
sances supérieures au carré; on aura enrepassant du logarithme 
ala fonction, 

a+3 

—_—___,_—-—— —p2* 
P= Wh i re Oe ME liebe 2qp'.(p—q).(p+p) 

qP -(p—q).(p-++p').2% haga pps” 

! 4 “i te \ I 

P7>P Ctant supposés de trés-grands :eimnbres de Pordre = Ic 

By aia 4 
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coefficient de z est trés-petit de Pordre «; celui de — z* est trés- 
petit et du méme ordre. Mais si Yon suppose z de ordre 1/2, 
on pourra négliger dans Pexpression précédente , le terme dépen- 
dant de la premiére puissance de z, comme trés-petit de l’ordre 
Vz. De plus, ce terme se détruit luicméme, lorsque lon a égard 
a la fois aux valeurs positives et négatives de z. En le négligeant 
donc, on aura 

pz? 

aqp’.(p—q)-(p +P’) 
SS = 

‘ VSS 3 an Jade. 0 

pour lexpression de la probabilité que sur p’ individus de Page 4, 
le nombre de ceux qui parviendront a Page 4-++ a sera compris 
dans les limites g/=z, lintégrale ¢tant prise depuis z nul. 

Supposons maintenant que lon ait trouvé par Vobservation , 
que sur p individus de lage 4, g vivaient encore a l’dge 4-+-a, 
et7 a Page 4-+-a-+-a'; on demande la probabilité que sur p’ 

individus du méme age 4, “-+-z vivront a lage 4 +a, et 
P 

ais z' vivront a Page d+a-+a’. 

La probabilité que sur p’ individus de Page 4, a -+ z Vivront a 

Page 4-+a est, par ce qui précede , 

A) Se 2 Bee 
/ P agp. (Pp—q)-(P+P) rere ane a ee . 

29qp'.(p—9q). (pp). * 

On aura Ja probabilité que sur ee individus de lage 4-+-a, 

& whe z) ; -+-u vivront a Page 4-+-a--a’, en changeant dans 

Ja fonction précédente, p’ dans ate spng,genretzenu; 

ce qui donne, en négligeant z par rapport a 

u? 

LE | AA 
/ ae 5 ee CE Oa ei eS 

arp’ .(q—1).(p+P')-* 

Le produit de ces deux probabilités, est la probabilité de l’existence 
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simultance de z et de w; or on a 

op’ ): Ein ‘ ——- 2)-p ua 2 (P42) tust +s) 
ce qui donne 

en faisant done 
ae pe 
~ 2qp'.(p—q)- (pp) * 

€'2 = gp” ! 

arp’.(q—7).(pP+P) 

La probabilité P de Pexistence simultance des valeurs de z et de 
z’ sera 

S 7S fle pe ' Ode  Cdai! —C?.22—C (2 5 

c fj £¥a aati: 

En suivant cette analyse , on trouve généralement que si l'on 
fait 

Wares rp” 

~~ asp’. (r—s).(p+tp’)? 
ices sp” Neer ae 

~~ ap’. (s— t).(p-+ py? 
etc. ; 

la probabilité P que sur p' individus de Page 4, les nombres de 
ceux qui vivront aux ages 4-+-a, d--a+a’, dA+a+a'+a", etc. 
scront compris dans les limites respectives 

/ / See 7 / la / i 

a each a3 ac be a rian: a i ae etc. 

est 

7 b.da C dal Cha! ete (i an Ces ete 
= rj TE Mie, Mt . 

On peut apprécier par cette formule, les probabilités respectives 
des nombres dune table de mortalité, construite sur un grand 
nombre (observations. La maniére de former ces tables , est trés- 
sunple. On prend sur les registres des naissances et des morts , un 

ig 
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grand nombre d’enfans que lon suit pendant le cours de leur vie , 
en déterminant combien il en reste a la fin de chaque année de 
leur Age; et l’on inscrit ce nombre vis-a-vis de chaque année finis- 
sante. Mais comme dans les deux ou trois premicres années de la 
vie, la mortalité est trés rapide; il faut, pour plus d’exactitude, 
indiquer dans ce premier age, le nombre des survivans a la fin 
de chaque demi-année. Si le nombre p des enfans était infini, on 
aurait ainsi des tables exactes qui représenteraient la vraie loi de la 
mortalité dans le lieu et a l’époque de leur formation. Mais le 
nombre d’enfans que Pon choisit étant fini; quelque grand qu’il 
soit, les nombres de la table sont susceptibles d’erreurs. Repré- 
sentons par p’, g’, 7’, s’, t', etc., ces divers nombres. Les vrais 

irs 
nombres, pour un nombre p’ de naissances, sont Se = , cae 

, 
z, etc. Si Yon fait ¢’= ee z sera lerreur de q’; pareillement 

/ 

si ’on suppose Ht -+-z’, z’ sera erreur de 7’, et ainsi de suite. 

L’expression précédente de P est donc la probabilité que les erreurs 
de g’, 7’, s', etc. sont comprises dans les limites zéro et z, zéro et 
z', z6ro et 2’, etc. Les valeurs de €, 6’, etc. dépendent de p, q, 
r, etc. qui sont inconnues ; mais la supposition de p infini donne 

2 

== __., 
2qp'.(p— q) 

/ 

On peut substituer sans erreur sensible , 7 au lieu de = ce qui 

donne 

€> — ——_F 
aq. (p' — 4") 

On aura de.la méme maniere, 
t 

yo ted Se tt ee 
€ —~ ar’ .(qi — rr)?’ 

Hest eent) owns 
6" as’. (7 — 5)’ 

etc. 

Si Pon ne veut considérer que lerreur d’un des nombres de la 

table, tel que s’; alors on intégrera Pexpression de P, relativement 
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dz", c'%, elc., depuis les valeurs infinies négatives de ces variables eee) 

jusqu’a leurs valeurs infinies posilives; et alors on a 

pele) Lee ae werk LE) p45 ¢ 

Poe eal, el Cote or (e! .) 
WE 

Les intégrales relatives a z et z’ doivent étre prises depuis leurs 
valeurs infinies négatives, jusqu’a leurs valeurs infinies positives ; 
on trouyera ainsi, par le procédé dont nous avons souvent fait 
usage pour ce genre d’intégrations, que si ’on suppose 

fi 

ee P 
y ~~ as’. (p’—s") , 

onaura 

pe Oe 
Va 

La probabilité que lerreur d’un nombre quelconque de la table , 
sera comprise dans les limites zéro et une quantité quelconque , 
est donc indépendante, soit des nombres intermédiaires , soit des 
nombres subséquens. 

Si Pon fait yz” = ¢; on aura 

et la probabilité P que le rapport de Verreur du nombre s’ de 
la table, a ce nombre lui- méine, sera compris dans les limites 

Seng yENTEte) est 

Pintégrale ¢étant prise depuis ¢ nul. On voit ainsi que la valeur de ¢, 
et par cons¢quent la probabilité P restant les mémes, ce rapport 
augmente lorsque s’ diminue; ainsi les nombres de la table sont 
dautant moins sus, qwils sont plus éloignés du premier p’. On voit 
encore que ce rapport diminue a mesure que p’ augmente, ou a 
mesure que lon multiplie les observations; de maniére que l’on 

peut par cette multiplication, diminuer a la fois ce rapport et 
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augmenter ¢; ce rapport devenant nul lorsque p’ est infini , et P 
devenant alors égal a Punite. 

51. Appliquons l’analyse précédente a la recherche de la popu- 
lation @un grand empire. J’un des moyens les plus simples et les 

plus propres a déterminer cette population, est observation des 
naissances annuelles dont on est obligé de tenir compte pour dé- 
terminer état civil des enfans. Mais ce moyen suppose que l’on 
connait a trés-peu prés le rapport de la population aux naissances 
annuelles, rapport que l’on obtient en faisant sur plusieurs points 
de empire, le dénombrement exact des habitans, et en le compa- 
rant aux naissances correspondantes observées pendant quelques 
années consécutives: on en conclut ensuite, par une simple pro- 

portion, la population de tout ’empire. Le gouvernement a bien 
voulu, a ma priére, donner des ordres pour avoir avec précision, 
ces données. Dans trente départemens , distribués sur la surface 
de la France, de maniere a compenser les effets ce la variété des 
climats, on a fait choix des communes dont les maires, par leur 
zele et leur intelligence, pouvaient fournir les renseignemens les 
plus précis. Le dénombrement exact des habitans de ces com- 
munes, pour le 22 septembre 1802, s’est élevé a 2037615 individus. 
Le relevé des naissances, des mariages et des morts, depuis le 
22 septembre 1799 jusqu’au 22 septembre 1802, a donné pour 
ces trois annécs, 

Naissances. Mariages Deces. 

110312 garcons, 46039 105659 males, 
105287 filles, 99445 femelles. 

Le rapport des naissances des gargons a celles des filles, que ce 
rclevé présente, est celui de 22 a 21; et les mariages sont aux 
naissances, comme 3 a 14: le rapport de la population aux nais- 
sances annuclles est 28,352845. En supposant donc le nombre des 
naissances annuelles en France, égal a quinze cent mille, ce qui 
séloigne peu de la vérité; on aura, en multipliant par le rapport 
précédent, ce dernier nombre, la population de la France égale 
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\ 42529267 individus. Voyons l’erreur que lon peut craindre dans 
cette ¢valuation. 

Pour cela, concevons une urne qui renferme une infinite de 
boules blanches et noires dans un rapport inconnu. Supposons 
ensuite qu’ayant tiré au hasard un grand nombre p de ces boules , 
g aient été blanches, et que dans un second tirage, sur un nombre 
inconnu de boules extraites, il y en ait g’ de blanches. Pour en 
déduire ce nombre inconnu , on suppose son rapport a q’, le méme 

que celui de p a g; ce qui donne ie pour ce nombre. Cherchons 

Ja probabilité que le nombre des boules extraites au second tirage, 
4g £ ° 

est compris dans les limites a + z. Nommons « le rapport inconnu 

du nombre des boules blanches, au nombre total des boules de 
Yurne. La probabilité de ’événement observe dans le premier tirage, 
sera exprimée par le terme qui a pour facteur x?.(1—z)?-? dans 

le développement du binome («-+-1— x); d’ou il est facile de 
conclure, comme dans le numéro précédent , que la probabilité 
de x est 

vida .(1— x )P~4 | 

faidx.(1—x)P4? 

Pintégrale du dénominateur étant prise depuis x = 0 jusqu’a r=1. 
Concevons maintenant que dans le second tirage , le nombre total 

des boules extraites est ee + z; la probabilité de ce résultat sera 

le terme du binome (x +1 a qui a pour facteur 

Fa need x" .(1—x) ; cette probabilité est donc 

a.3...(2L PT gg! 1.9 (2 +2) +i—g 

——_——————_—_——-- - xe". (1— x) q 
Die Ouse hs Riot Cratai aah) 

En la multipliant par la probabilité précédente, le produit intégré 
depuis =o jusqu’A «x= 1, sera la probabilité que le nombre 

total 
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total des boules cxtraites, est sila z. On trouvera ainsi, par ana- 

lyse du numéro précédent, cette probabilité égale a 
g°z? 

/ ¢ PT (P—9)- 49). 
2pq'.(p—q). (9+ q').* : 

en nommant donc P la probabilité que le nombre des boules 

extraites dans le second tirage, est compris dans les limites oe zs 

on aura 
(ee tas 

See GF ee | pgs p—9)- G9) 
P=1—2 in) ee 2Pq (P q 

J 2pq’ .(p—q)- (q+) -* ‘ 

Pintégrale étant prise depuis z = z jusqu’a z infini. 

Maintenant, le nombre p des boules extraites dans le premier 
tirage , peut représenter un dénombrement ; et le nombre g des 
boules blanches qui y sont comprises , peut exprimer le nombre 
des femmes qui, dans ce dénombrement, doivent devenir méres 
dans année, ou le nombre des naissances annuelles , corres- 
pondantes au dénombrement. Alors g' exprime le nombre des 
naissances annuelles observées dans tout l’empire, et dou lon con- 

clut la population Pa. Dans ce cas, la valeur précédente de P 

exprime la probabilité que cette population est comprise dans les 

limites ? ache 

Nous supposerons , conformément aux données précédentes, 

p= 2037615, g= oS, 

nous supposerons ensuite 

g'== 1500000, z== 500000; 

la formule précédente donne alors 

Il y a donc environ 1161 4 parier contre un, qu’en fixant a 
5o 
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42529267, la population correspondante a quinze cent mille nais- 
sances, on ne se trompera pas d’un demi-million. 

La différence entre la certitude et la probabilité P diminue avec 
une trés-grande rapidité, lorsque z augniente: elle serait insensible, 
si on supposait z = 700000. 

52. Considérons maintenant la probabilité des événemens futurs , 
tirée des événemens observés; et supposons qu’ayant observe un 
événement composé d’un nombre quelconque d’événemens simples, 
on cherche la probabilité @un résultat futur , composé d’éyénemens 
semblables. 

Nommons x la probabilité de chaque événement simple, 7 la 
probabilité correspondante du résultat observé, et z celle du résul- 
tat futur ; la probabilité de x sera , comme onl’a yu, 

oe 
fydx’ 

lintégrale ¢tant prise depuis »==ojusqua x=1; est donc la 
yadx 

? are 

probabilité du résultat futur, prise de la valeur de «x, considérée 
comme cause de l’événement simple ; ainsi en nommant P la pro- 
babilité enti¢re de Péyénement futur, on aura 

fyzdx 

i= fydx ? 

les intégrales du numérateur et du dénominatcur ¢ctant prises depuis 
eae O jlisqua x= 1. 

Supposons, par exemple, quwun ¢vénement étant arrivé m fois 
de suite, on demande la probabilité quwil arrivera les 7 fois sui- 
vantes. Dans ce cas, x étant supposé représenter la possibilité de 
Pévénement simple, x" sera celle de Pévénement obseryé, et x” 
celle de Péyenement futur ; ce qui donne 

Ve", =H x"; 
Vou Pon tire 

Supposons Péyénement obseryé, composé Vun trés-grand nombre 
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d’éycnemens simples; soit a la valeur de x qui rend y un maximum, 
el ¥ ce maximum ; soit a’ lavaleur de x qui rend yz un maximum, 
et Y’ et Z' ce que deviennent y et z a ce maximum. On aura par 
le n° 27 du premier Livre, a trés peu prés, 

3 ates 
¥?./on 

/. dd¥ ’ 
~~ “dx 

fide = UDEV 
PCR 
dt 

ECE 

Le résultat observé étant composé d'un trés-grand nombre d’évé- 
nemens simples , supposons que l’événement futur soit beaucoup 
moins composé. L’équation qui donne la yaleur a’ de x, corres- 
pondante au maximum de yz, est 

d ly 

1s 
“17 \ 1 ° , 

est une quantite trés-grande, de Pordre = ; et puisque le ré- 

sultat futur est trés-peu composé par rapport au résultat observe , 
dz ; : ret 
—— sera dun ordre moindre, que nous désignerons par 
2dx I—A? 

ee , : Shae alan , : d 
ainsi a ctant la valeur de x qui satisfait a Pequation o= SF 

af x 

la difference entre a et a’ sera trés-petite de Pordre a, et lon 
pourra supposer 

a’ =ata’.m. 

Cette supposition donne 
20 

A dY en ee 
Y’=Y-++a pean FE .+bete. 

1.2 

: dny: 
Mais on a Cie. et il est facile d’en conclure que = est d’un 

dx Fax" 
an a 

Soc ind ~; let 2 oY sera par ordre ¢gal ou moindre que —; le terme — 3" - yqya Sera pa 
a? 
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‘ n(a—s ae 

conséquent au plus de lordre a O—2)_ Ainsi la convergence de 
expression de Y’ en série, exige que A surpasse ;; et dans ce 

cas, Y’ ne différe de ¥, que de quantités de Yordre@”. 
Si on nomme Z ce que devient z lorsqu’on y fait =a; on 

s’assurera de la méme maniere que Z’ peut se réduire a Z. Enfin, 
: Et CAR eee 

on prouvera par un raisonnement semblable, que ae se reduit 

a trés-peu prés a Vi ain substituant ces valeurs dans lexpres- 

sion de P, on aura 
PAZ > 

c’est-a-dire que Pon peut alors déterminer la probabilité du résul- 
tat futur, en supposant x égal a la valeur qui rend le résultat 
observé, le plus probable. Mais il faut pour cela que le résultat 
futur soit assez peu composé , pour que les exposans des facteurs 
de z soient d’un ordre de grandeur plus petit que la racine carrée 
des facteurs de 7; autrement, la supposition précedente exposerait 
a des erreurs sensibles. 

Si le résultat futur est une fonction du résultat observé, z sera 
une fonction de y, que nous représenterons par ¢ (v). La valeur 
de x, qui rend zy un maximum est, dans ce cas, la méme qui 

: eres ; ae d. 
rend y un maximum ; ainsi on a a' =a; et si l’on désigne iy 

par ¢'( y), Vexpression de P deviendra, en observant que 
dY 
—— ==, 0 x ? 

Si o(y )=y", ensorte que l’événement futur soit 7 fois la répé- 
tition de ’évenement observé; on aura 

y" 

Vn+1 

La probabilité P calculée dans la supposition que la possibilité des 
évenemens simples est égale a celle qui rend le résultat vbservé 
le plus probable, est ¥": on voit ainsi que les petites erreurs qui 

P 



DES PROBABILITES. 397 
résultent de cette supposition , s’accumulent 4 raison des événe- 
mens simples qui entrent dans le résultat futur , et deviennent trés- 
sensibles lorsque ces événemens sont en grand nombre. 

35. Depuis 1745, €époque ou ’on a commencé a distinguer a 
Paris sur les registres, les baptémes des garcons de ceux des 
filles, on a constamment observé que le nombre des premiers a 
été supérieur a celui des seconds. Déterminons la probabilité que 
cette supériorité se maintiendra pendant un tems donné, par exemple, 
dans l’espace d’un siécle. 

Soit p le nombre observé des baptémes des garcons ; g celui 
des filles ; 2x le nombre des baptémes annuels; x la probabilité que 
Penfant qui va naitre et étre baptisé sera un garcon. En élevant 

x-+-1—x a la puissance 27, et développant cette puissance, 
on aura 

on. (2n—1) 

uals 4 
x" one". (1—x) xi"? (1—2x)*--etc. 

La somme des 7 premiers termes de ce développement, sera la pro- 
babilite que chaque année, le nombre des baptémes des garcons l’em- 
portera sur celui des baptémes des filles. Nommons z cette somme ; 
z' sera la probabilité que cette supériorité se maintiendra pendant 
le nombre i d’années consécutives ; donc si l’on désigne par P la 
probabilité entiére que cela aura lieu; on aura par le numéro pré- 
cédent , 

fxPdx.2'.(i—x)! 

fuPdx.(i—x)? ? 
oe 

les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
x =o jusqu’a r=1. 

Si lon nomme ala valeur de x qui rend x’. z'.(1—2)! un maximum, 
PZ dz az oe dZ ; 

et que lon désigne par Z , Ta’ 7p ce que deviennent z, a0 as 

lorsqu’on y change x en a; on aura par le n° 26, 

aP+ (1—a)it". Zi, Vox 
Vere (1 ei er OE ig ae RG ES TF Fada 

p-(1—a)*-+9.a?--1.a?.(1—a)’. aS) 
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z étant la somme des 7 premiers termes de la fonction 

nv,[a-ban.© Sr ae is Sess ete. |, 
1.2 

on a par le n° 37 du premier Livre , 

f wen. du 

EA SUES 
mer Uh oie 
ea 

. , , r ° . 1l—Z. sy 

Vintégrale du numeérateur étant prise depuis v= jusqu’a 

u== x, et celle du dénominateur ¢ctant prise depuis w~==o jusqu’a 
: =": . 

u=oo. Soit w= ——, cette valeur de z deyiendra 

fo"ds.(a — s )"™ 

VYintégrale du numérateur étant prise depuis so jusqu’a s = x, 
et celle du dénominateur étant prise depuis so jusqu’a s =1. 
De la on tire 

st aa a Noo a 
rs realidad Fate Ob) @ tap eae 

Pintégrale du dénominateur étant prise depuis s==o jusqu’a s =x. 
On aura ensuite 

ddz dw n—(2n—1).x 

aaa” 20° -x.(t—— x) 

En changeant x en a dans ces expressions , on aura celles de Z , 
dZ ddZ 

Zdnd ZI 
Pour determiner a, nous observerons que la condition du 

maximum de x?.z'.(1—x)!, donne 

ee dZ 
Geo — Hise 

(ou lon tire , en substituant pour 
dZ RRC LAG 

ZF dq? 52 valeur precedente, 

; 

Ai qt, (1—a)” Teale 

Beis: gt (p+ q).fs"ds.(1— sy? 
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Vintégrale du dénominateur étant prise depuis so jusqu’a s =a. 
Pour conclure a de cette équation , nous observerons que la valeur 
de s qui rend s*.(1—s)"" un maximum, esta trés-peu prés 2, et par 

conséquent , moindre que qui lui-méme est plus petit que a. 
P 

P+4q 
Ainsi 7 €étant supposé un grand nombre, on peut, sans erreur 
sensible , étendre lintégrale de cette expression de a, depuis s==o 
jusqu’a s=1, le terme qui en dépend étant trés-petit. Cela donne 
Pal less -2c, 

Lu — _ 

ns ae Pee (n— Ouote °V ox Ve 
EERE TY WAS ge 2 — hae el RRA Ala ee ME 

on+t SR Sie a 
(an — 1) pained Va 

Péquation qui détermine @ devient ainsi a fort peu pres, 

eyed p L,an+t, (1—a)".2 on an Vin 

ped (p+q).Vr 

Pour la résoudre , nous observerons que a difftre trés-peu de 
Pe, . = 1 ’ : ensorte que si l’on fait 

P+ 1 

ers pat 
@ sera fort petit, et Pon aura d’une maniere trés approchée, 

p. [: — (= RE _ eu. (p+9) (P—9) __ (p+a)*.nu? 
hog APG Pq RY ats 

w=. Vi- (p+). V a ? (1) 

on aura ensuite a tres-peu pres, 
— (PAN 2 

a (al = (2). SS) aes Bete 

En substituant dans le radical 

cia Sh ae eT dZ*—ZddZ\ 
1/ p-(—w)? +qu'?+i.a*.(1—a)?* eS Fda “), 

dZ (p+q).a—p 
Soto pour Z7, 2 Sa valeur icy 

ou pour a, sa yaleur ; 
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dZ n—(2n—1).a 
Pie gr ee ee 3 ce radical de- 

U ddZ Ceasnl oe ; et pour 57, sa valeur 5 
la. ia.(1— @) 

vient a fort peu prés, 

ee PEt “& al ioe (p—9)—p] + 2. Be. on PTD), 

Enfin, on a par le n° 27, 

es Vox 
EDT B nee GE) 4 a) ee cae 

Cela posé , expression de P deviendra a trés-peu pres, 

ae 

= (pag)* 
Z'.c PF 

f+ eto: so ens ae 2 (an ppaezeiy? 

Il ne s’agit donc plus que de déterminer Z. On a 

| EI 

fs*.ds.(i—s)" 

A= ered KLE GQ—s)'- ? 

Yintégrale du numérateur étant prise depuis s =o jusqu’a s=a, 
et celle du dénominateur étant prise depuis s =o jusqu’a s=1. 
Il est facile d’en conclure que lon a 

1-4 fs" .ds.(a—s)"™ 

cee = fs%.ds. (ies )eoee 

Vintégrale du numérateur étant prise depuis s=a jusqu’a s=1 
et celle du dénominateur étant prise depuis s =o jusqu’a s=1; on 
aura ainsi a fort peu pres, par le n° 28, 

Z=1-F, (5) 

Vintégrale relative a ¢ €tant prise depuis 

s(n) (np 4) te 
= an.(n—iy'\ pFq Spies 2) -H) 

jusqu’a 2? = 0, 
Pour 



DES PROBABILITES. 4o 

Pour appliquer des nombres a ces formules, nous observerons 
que, par ce qui précéde, dans lintervalle du commencement de 
1745 a la fin de 1784, on a par le n° 28, relativement a Paris, 

P 090000), © g==579555. 

En divisant par 40 la somme de ces deux nombres, onaura 19273,5 
pour le nombre moyen des baptémes annuels; ce qui donne 
n == 9656,75; nous supposerons de plus i= 100. Au moyen de ces 
valeurs , on déterminera celle de », par Péquation (1); on déter- 
minera ensuite la valeur de Z par Péquation (3); enfin Péquation 
(2) donnera la yaleur de P. On trouvera ainsi 

hoo Ls byrley Us 

Il y avait donc a la fin de 1784, d’aprés ces données, pres de 
quatre contre un a parier que dans espace d'un siécle, les 
baptémes des garcons a Paris , ’emporteront , chaque année, sur 
ceux des filles. 

Bt 
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CHAPITRE VII. 

De Vinfluence des inégalités inconnues qui peuvent exister 
entre des chances que l'on suppose parfauement égales. 

34. J ’ar déja considéré cette influence dans le n°1, ou lon a vu 
que Ces inégalités augmentent la probabilité des événemens com- 
posés de la répétition des événemens simples. Je vais reprendre 
ici cet objet important dans les applications de analyse des 
probabilités. 

I] résulte du numéro cité, que si au jeu de croix et pile, il existe 
une différence inconnue entre les possibilités @amener Pun ou 

soit la ’ : diffé 1 rs a 

autre ; en nommant @ cette dilierence, ensorte ae 

possibilité d’amener croix , et par conséquent —— - = celle @amener 

pile, celui des deux signes + et — que lon doit adopter étant 
inconnu ; la probabilité d’amener croix n fois de suite, sera 

is aD 6 ee 
grt 

ou 
1 n.n—1 n.n—1.n—2.n—3 

= ‘ a? SS pg: =e ( a? ase 1a + etc.), (a) 

Le jeu de croix et iy consiste , comme on sait, a projeter en lair 
une piéce trés- “mince, ‘qui Pei die oR career sur lune de ses 

deux faces opposées que on nomme croix et pile. On peut dimi- 
nuer la valeur de 2, en rendant ces deux faces le plus égales qu’il 
est possible. Mais il est physiquement impossible d’obtenir une éga- 
lité parfaite; et alors, celui qui parie d’amener croix deux fois de 
suite, ou pile deux fois de suite,a de Yavantage sur celui qui 
parie que dans deux coups, croix et pile alterneront; sa probabilité 

étant —E*, 
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On peut diminuer Vinfluence de Vinégalité des deux faces de la 
piece , en les soumettant elles-mémes aux chances du hasard. Dési- 
gnons par 4 cette piece , et concevons une seconde piéce B sem- 
blable a la premiere. Supposons qu’apres avoir projeté cette seconde 
picce , on projette la pice 4 pour former un premier coup , et 
déterminons la probabilité que dans x coups pareils consécutifs , 
la pi¢ce 4 présentera les mémes faces que la piéce #. Si lon 
nomme p la probabilité d’amener croix avec la piéce 4, et g la 
probabilité damener pile ; si Pon désigne ensuite par p’ et g’ les 
mémes probabilités pour la piéce B; pp'+ qq’ sera la probabilité 
que dans un coup, la pi¢ce 4 présentera les mémes faces que la 
picce B; ainsi (pp'+ gq’ )" sera la probabilité que cela aura licu 
constamment dans 7 coups. Soit 

_ l+e aoe DESC 

ar x2 dna? 

1 I+e’ ,_ ime. 
| a ae <a oy cae 

on aura 

(pp! +99 "= 500 + aa’). 

Mais comme on ignore quelles sont les faces que les inégalités 
a et a’ favorisent, la ee es préccdente peut étre également 

ou =, ie ae | Oe, ~.(1—aa!)", suivant que e ct a! sont de méme 

ee ou de signes ; aati ; la vraie valeur de cette probabilité 
est donc, a et a’ étant supposés positifsS ’ P ) 

soe [( + ae! (1 ae!) 
ou 

n.n—1.n—2.n—D3 I hy l4 thea gy Th el glen il Perr wind + etc.). zat 

Si Pon compare cette formule a la formule (1), on voit quelle se 

rapproche plus quelle , de = ~, ou de la probabilité qui aurait licu, 

siles faces des picces at ie parfaitement égales. Ainsi Pinégalité 
de ces faces, est par la corrigée en grande partie : elle le serait 
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méme en totalité, sie’ était nul, ou si les deux faces de la pice B 
étaient parfaitement égales. 
p représentant la probabilité de croix, avec la piéce 4, et g celle 

de pile ; la probabilité damener croix un nombre impair de fois 
dans n coups, sera 

(pba (p91, 
le signe — ayant lieu si est pair, et le signe +- ayant lieu sin 

= —*, la fonction précédente est impair. Faisant p = - + I= 
devient 

Cy Ge oa F 

Si 7 est impair et égal a 27-++1, cette fonction est 

3.1 =f Cpr 

mais comme on peut y supposer également @ positif ou négatif, 
il faut prendre la moitié de la somme de ses deux valeurs rela- 
tives a Ces suppositions; ce qui donne } pour sa véritable valeur ; 
Pinégalité des faces de la piéce ne change donc point alors la pro- 
babilité ¢ d@amener croix un nombre impair de fois. Mais si 7 est 2 

pair et égal a 27, cette probabilité devient 

r(2 2"), (2) 

+ a étant linégalité inconnue de probabilité entre croix et pile ; 
il y a donc du désavantage a parier d’amener croix ou pile un 
nombre impair de fois dans 2i coups, et par cons¢quent, il y a 
de Pavantage a parier @amener lun ou lautre, un nombre pair 
de fois. 

On peut diminuer ce désavantage , en changeant le pari d’amener 
croix un nombre impair de fois en 2 coups, dans le pari d’amener 
dans le méme nombre de coups, un nombre impair de ressem- 
blances entre les faces des deux piéces 4 et B, projetées comme 
on Va dit ci-dessus. En effet, la probabilité d'une ressemblance a 
chaque coup est, comme on la vu, pp'+ qq‘, et la probabilité 
@une dissemblance est pq'+- p'g. Nommons FP la premiére de ces 
deux quantités , et Q la seconde ; la probabilité @amener un nombre 
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impair de ressemblances dans 2: coups, sera 

lst Q)>— CP —Q)"). 

Si Pon fait, comme précédemment, 

a __im@ ;__ ita’ 1 Ima’ P= E> PSS, te 
on aura 

5 1 + ae’ 1— aa’ 

la fonction précédente devient ainsi, 

2.(1—ativa’), 

Cette fonction reste la méme, quelque changement que l’on fasse 
dans les signes de a et de 2’; elle est donc la vraie probabilité 
d’amener un nombre impair de ressemblances; mais e& et @’ étant 
de petites fractions , on voit quelle se rapproche de 4, plus 
que la formule (2); le désavantage d’un nombre impair est donc 
par la diminue. 

On voit par ce qui précéde , que l’on peut diminuer Vinfluence 
des inégalités inconnues entre des chances que Yon suppose égales , 
en les soumettant elles-mémes au hasard. Par exemple, si Pon 
met dans une urne, les n*1, 2, 3,....”, suivant cet ordre, et 
qu’ensuite apres avoir agité Purne pour bien méler ces numéros, 
on en tire un; s'il y a entre les probabilités de sortie des numéros, 
une petite différence dépendant de lordre suivant lequel ils ont été 
placés duns Purne; on la diminuera considérablement, en mettant 
dans une seconde urne, ces numéros, suivant leur ordre de sortie 
de la premicre urne, et en agitant ensuite cette seconde urne, 
pour en bien méler les numéros. Alors Pordre suivant lequel on a 

placé les numéros dans la premiere urne, aura extrémement peu 
Winfluence sur extraction du premier numéro qui sortira de la 

seconde urne. On diminuerait encore cetle influence, en consi-~ 

dérant de la méme maniére une troisiéme urne , une quatri¢me, etc. 

Considérons deux joueurs 4 et B jouant ensemble, de manicre 

qua chaque coup, celui qui perd, donne un jeton a son adver- 

saire, et que la partie dure jusqu’a ce que l'un d’cux ait gagné 
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Lous Ics jetons de l'autre. Soient p et g leurs adresses respectives; 

act b leurs nombres de jetons en commengant. II resulte de la 

formule (H) du n° 10, en y faisant i infini, que la probabilité de 

A, pour gagner la partic, est . 

p’.Cp*— 9° ) 
prtt—qeat? 4 

Si Pon fait dans cette expression, 

estan rare 

| me ei ek aS nan tie ae» 

on aura, en prenant le signe supérieur, la probabilité relative au 
cas ou 4 est plus fort que B; et en prenant le signe inféricur , 
on aura la probabilité relative au cas ou 4 est moins fort que B. 
Si ’on ignore quel est le plus fort des joueurs, la demi-somme 
de ces deux probabilités sera la probabilité de 4, que Pon trouve 
ainsi égale a 

pb O bee GG EGske) seit | (3) 
(fay a) ? 

en changeant a en b, et réciproquement, on aura la probabilité 
de B. Si l'on suppose @ infiniment petit ou nul; ces probabilités 

1 a b oe 
deviennent ——; et So? elles sont donc proportionnelles aux 

nombres des jetons des joucurs; ainsi pour Pégalité du jeu, leurs 
mises doivent €tre dans ce rapport. Mais alors Vinégalité qui peut 
exister entre eux , est favorable au joueur qui a le plus petit 
nombre de jetoiis; car si Yon suppose a moindre que 4, il cst 

facile de voir que lexpression (3) est plus grande que ras Si 

les joueurs conviennent de doubler, de tripler , etc. leurs jetons ; 
Pavantage de 4 augmente sans cesse, et dans le cas de a ct b 
infinis, sa probabilité devient + ou la méme que celle de B. 

P étant la probabilité un événement composé de deux évé- 
nemens simples dont p et 1—p sont les probabilités respectives ; 
si ’on suppose que la valeur de p soit susceptible d'une inégalité 
inconnue z qui puisse s’étendre depuis — a jusqu’a ++ @ ; en nom- 
mant ¢ la probabilité de p-+z, 9 étant fonction de z; on aura 
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pour la yraie probabilité de Pévénement composé, 

[F'odz 

Ted 
P' étant ce que devient P lorsqu’on y change p dans p-+z, et 
les intégrales étant prises depuis z= — a@ jusqu’a z= a. 

Si Pon n’a @autres données pour déterminer z, qu’un événe- 
ment observe , formé des memes événemens simples; en nommant 
Q la probabilité de cet événement, p+z et 1—p—z étant les 
probabilités des événemens simples; expression précédente donne , 
ep y changeant ? en Q, pour la probabilité de ’événement compose, 

sP' QOdz 
SQdz ; 

les intégrales étant prises ici depuis z== —p jusqu’a z=1 —p; 
ce qui est conforme a ce que nous avons trouyé dans le chapitre 
précédent. 
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CHAPITRE VIUL 

Des durées moyennes de la vie, des mariages et des 
associations quelconques. 

ALE Soe s que l’on ait suivi sur un trés-grand nombre n 
d’enfans, la loi de mortalité, depuis leur naissance jusqu’a leur 
extinction totale ; on aura leur vie moyenne, en faisant une somme 
des durées de toutes leurs vies, et en la divisant par le nombre 7, 
Si ce nombre était infini, on aurait exactement la durée de la vie 

moyenne. Cherchons la probabilité que la vie moyenne des 7 enfans, 
ne s’écartera de celle-ci, que dans des limites données. 

Désignons par @ GE), la probabilite de mourir a Page x, a étant 

la limite de x; a et x étant supposés renfermer un nombre infini 
de parties prises pour Punité. Considérons la puissance 

0 (S)-+0(;).0 V4 92). VS... eZ). 
es ee (Ore aaNet : 

il est visible que le coefficient de c7“t”"* )@V—" dans le dévelop- 
pement de cette puissance, est la probabilité que la somme des ages 
auxquels les m enfans parviendront, sera J+-nu; en multipliant 

donc par ¢*"* aMeactsla puissance précédente, le terme indépen- 

dant des puissances de c“~*V— dans le produit, sera cette proba- 
bilité qui par conséquent, est égale a 

va {ceva [POH 9. 
(a — ia Ye ? (2) 

FQ o 8 

da .C 

9° oes ' A a < F Pintegrale étant prise depuis @==— 7 jusqu’a w= =. 
Si 
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Si Yon prend dans cette intégrale, le logarithme hyperbolique 

de la quantité sous le signe f, élevée a la puissance 7, on aura, 
en développant les exponentielles en séries, ce logarithme égal a 

Th. aV/—1-+-n.log {fe G)—eV=ifx.9(2)—F surg(2) ete}; (2) 

le signe / se rapportant ici & toutes les valeurs de «x, depuis 
. X . ors 6 . %~=0 jusqu’a # = a. Si lon fait ~ = x’, et si l’on observe que la 

variation de w étant Punité, onaadx'=1 ; onaura 

/® G)= a.fdx'.@(x'), 

of Bob o(=) = ela ae) 5 

Lyfe 
Ol a) a a af COAL ; fe. 9(Z) =a fec!*dar(2") 

etc. , 

les intégrales relatives a x’ étant prises depuis x'= 0 jusqu’a x/=1. 
Nommons 4, k’, k", etc. ces intégrales successives; la probabilité 

que la durée de la vie @un enfant, sera comprise dans les limites 

zéro et a, est /@ @ ou a.fdx'.O(x'); or cette probabilité est la 

certitude elle-méme; on a donc ak=1. Cela posé, la fonction (2) 

devient 

ny. @\/—1-+n.log (1—Fawy=1 _ = . oor ete.), 

ou 
é nk’ (kkY—k’?) =e eee ae oy) See _ * 7 ee 1—7 ae Ue etc 

Si Pon fait 
ak’ ark’ 3 

—— he = "ah. —a k! 9 

la premiére puissance de @ disparait; et de plus , x étant supposé un 
trés-grand nombre, on peut s’arréter a la seconde puissance de 
@; a fonction (1) devient ainsi, en repassant des logarithmes aux 
nombres , 5 te 

= 12 

laf —i—n. sede Tt 
1 ah 

ea (OM ° * =< [d@.c 
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Si lon fait 
panes —aw.Yn  Cl1.V—i 

nore (Aki — hk) 22 7 Glia’ a.Yn 2 

cette intégrale deyient, en la prenant depuis t== —  jusqu’a 

aay 3 2/2 

an picid 
a.Ynx- 

En la multipliant par d/, et faisant =ar. //n, on aura 

2 2 —¢?* 
— .f€dr.c : 
Va 

pour la probabilité que la somme des ages auxquels les 7 enfans 
parviendront, sera comprise dans les limites na*k’ ear. Yn. 

La quantité a*h’ ou fx.¢ (=) est lasomme des produits de chaque 
¢€ 

Age, par la probabilité d’y parvenir; elle est donc la vraie durée 
de la vie moyenne; ainsi la probabilité que la somme des ages 
auxquels les 2 enfans cesseront de vivre, divisée par leur nombre, 
est comprise dans ccs limites 

: , . . ar 
Vraie durée de la vie moyenne, plus ou moins ae 

n 

a pour expression 
2 —C?7? 
TE S/dr.c s 

La valeur moyenne de 7, en plus ou en moins, est par le n* 20, 

—C%r2 

a ferdr.c', — Vr e 

Yintégrale ¢tant prise depuis r= o jusqu’a r infini. En Ja multipliant 
a . . 

par —, on aura Perreur moyenne a craindre en plus ou en 
a 

moins , lorsqu’on prend pour durée moyenne de la vie, la somme 
des Ages qu’ont vécu les 2 enfans considérés ci-dessus , divisée 
par, quotient que nous désignerons par G; cette erreur est 



DES PROBABILITES. Avy 
cqonc 

pe a 

} arg Ck \ um ‘ 
On a a trés-peu pres , 

Ghz G; 

et comme ak = 1, on aura 

Si ’on nomme ensuite HZ, la somme des carrés des ages qu’ont 
vecu les n enfuns, divisée par n ; on trouvera, par lanalyse du n° 1g, 

ces valeurs donnent 

Perreur moyenne a craindre en plus ou en moins, sur la durée de 
la vie, devient ainsi 

La Va 
Y one 

Tl est clair que ces résultats ont également licu relativement a la 
durée moyenne de ce qui reste a vivre, lorsqu’au lieu de partir 
de l’époque de la naissance , on part dune ¢poque quelconque de 
la vie. 

On peut facilement déterminer, au moyen des tables de morta- 
lité, formées d’année en année, la durée moyenne de ce qui reste 
a vivre a une personne dont l’age est d’un nombre entier 4 d’années. 
Pour cela, on ajoutera tous les nombres de la table qui suivent 
celui qui correspond a l’age .4; on divisera la somme par ce der- 
nier nombre, ct ’on ajoutera 2 au quotient. En effet, si ’ou désigne 

par (1), (2), (3), etc., les nombres de la table, correspondans a 
Pannée 4 et aux annces suivantes; le nombre des individus qui 
meurent dans la premiére année, a partir de Pannée 4, sera 
(1)—(2); mais dans ce court intervalle, la mortalilé peut ¢tre 
supposée constante ; 2.[(1) —(2)] est donc la somme des durécs 
de leur vic, a partir de Yage 4. Pareillement 3.[(2) —(5)], 
5 {(5)—(4)], etc. sont les sommes des durées de la vie, a partir 
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du méme age, de ceux qui meurent dans les seconde , troi- 
siéme, etc. années comptées depuis année 4. La réunion de toutes 

ces sommes est el + (2) + (3)-+ (4) + etc.; et en la divisant par 

(1), on aura la durée moyenne de ce qui reste a vivre a la per- 
sonne de l’age 4. On formera ainsi une table des durées moyennes 
de ce qui reste 4 vivre aux différens Ages. On pourra méme con- 
clure ces durées les unes des autres, en observant que si F 
désigne cette durée pour Page 4, et F' la durée correspondante a 
Page A-+1,ona 

F= (BY 5 +)+3. 

3g. Déterminons maintenant la durée moyenne de la vie, qui aurait 
lieu, si ’une des causes de mortalité venait a s’éteindre. Soit U le 
nombre des enfans qui sur le nombre n de naissances, vivrait encore 
a lage x dans cette hypothése ; w étant celui des enfans vivans a 
cet age sur le méme nombre de naissances, dans le cas ou cette 
cause de mortalité subsiste. Nommons z.Ax, la probabilité qu’un 
individu de Page x, périra de cette maladie dans l’intervalle de tems 
ircs-court Ax; wz.Ax sera a trés-peu pres par le n° 25,le nombre 
des individus w, qui périront de cette maladie dans lintervalle de 
tems Ax, si ce nombre est considcrable. Pareillement si on dé- 
signe par p.Ax la probabilité qu’un individu de lage x périra par les 
autres causes de mortalité dans Vintervalle Ax; u?.Ax sera le 

nombre des individus qui périront par ces causes, dans linter- 
valle de tems Ax, ce sera donc la valeur de — Aw; j’affecte 
Au du signe —, parce que wu diminue a mesure que x augmente; 
on a donc 

— Au =u.Ax.(9+2). 

On aura pareillement 

—AU=U.9.Ax. 

En ¢liminant @ de ces deux équations, on aura 

AU Au 
pe yt Ae. 
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Ax étant ne quantité trés-petite, on peut transformer la caracté- 
ristique A dans la caractéristique différentielle 2, et alors ’équation 
précédente deyient 

du 
TSH yb de; 

dou lon tire en intégrant, et observant qu’a’Age zéro, U=zu==n, 

Um u.cl $5 -() 

Pintégrale étant prise depuis «x nul. On peut obtenir cette intégrale , 
au moyen des registres de mortalité , dans lesquels on tient compte 
de lage des individus morts, et des causes de leur mort. En effet, 

uz.Ax étant par ce qui précede, le nombre de ceux qui, parvenus 
a Page x, ont péri dans l'intervalle de tems Ax, par la maladie 
dont il s’agit; on auraa trés-peu prés l’intégrale /zdx , en supposant 
Ax égala une année, et en prenant depuis la naissance des n enfans 
que l’on a considérés, jusqu’a ’année x, la somme des fractions 
qui ont pour numerateur le nombre des individus que la maladie a 
fait périr chaque année, et pour dénominateur, le nombre des x 
enfans qui vivent encore au milieu de la méme année. Ainsi l’on 
pourra transformer au moyen de léquation (3), une table de 
mortalité ordinaire, dans celle qui aurait lieu, sila maladie dont il 
S’agit, n’existait pas. 

La petite vérole a cela de particulier, savoir, que le méme indi- 
vidu n’en est jamais deux fois atteint, ou du moins ce cas est si 
rare, que s'il existe, on peut en faire abstraction. Concevons que 
sur un trés-grand nombre 7 d’enfans, w parviennent a lage x, 

et que dans le nombre u,v n’aient point eu la petite vérole. Con- 
cevons encore que sur ce nombre y , iydx prennent cette maladie 
dans linstant dx, et que sur ce nombre, ir.ydx périssent de cette 
maladie. En désignant , comme ci-dessus, par @ la probabilité de 

périr a Page x, par d’autres causes ; on aura évidemment 

dus — u?.dx—ir.ydx. 

On aura ensuite 

En effet , y diminue par le nombre de ceux qui, dans l’instant dx, 
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prennent la petite vérole, et ce nombre est par la supposition, iyda. 
y diminue encore par le nombre des individus compris dans y, qui 
périssent par d’autres causes, et ce nombre est yedx. 

Maintenant, si de la premiere des deux équations précédentes, 
multipli¢e par y, on retranche la seconde multipli¢ée par w, et si 
Pon divise la difference par y*, on aura 

ce qui donne, en intégrant depuis « nul, et observant qu’a cette 
origine, u= yon, 

am finde oF), SHE, 
cette équation fera connaitre le nombre d’individus de Vage x, 
qui n’ont point encore eu la petite vérole. On a ensuite 

ir. ydx 
GAG a 

zdx étant, comme ci-dessus , ceux qui périssent dans le tems dx, 

de la maladie que l’on considére. En substituant au lieu de nA sa 

valeur précédente ; on aura, aprés avoir intégré , 

cla cra. ] ; 

1 firdzic- I” 

Péquation (5) donnera donc 

u 

e Vv firdr. TS (5) 

Cette valeur de UY suppose que l’on connait par observation: et 7. 
Si ces nombres étaient constans, il serait facile de les déterminer ; 
mais comme ils peuvent varier d’age en age, les élémens de la 
formule (3) sont plus aisés 4 connaitre, et cette formule me semble 
plus propre a déterminer la loi de mortalité qui aurait lieu, si la 
petite verole était éteinte. En lui appliquant les données que Yon 
a pu se procurer sur la mortalité causée par cette maladie, aux 
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divers ages de la vie; on trouve que son extinction au moyen de 
la vaccine , augmenterait de plus de trois années, la durée de la 
vie moycnne, si Wailleurs cette durée n’était point restreinte par 
Ja diminution relative des subsistances , due a un plus grand ac- 
croisscment de population. 

57. Considcrons présentement la durée moyenne des mariages. 
Pour cela concevons un grand nombre n de mariages entre n gar- 
cons de lage a, et 7 filles de Page a’; et déterminons le nombre 
de ces mariages subsistans aprés x années écoulces depuis leur 
origine. Nommons @ la probabilité qu’un garcon qui se marie 
a Vage a, parviendra a Yage a-+- x; et \ la probabilité qu’une 
fille qui se marie a Yage a’, parviendra a lage a'+ x. La proba- 
bilité que leur mariage subsistera aprés sa x‘"* annéc, sera ? ; 

done si lon développe le binome ( ?)+1—¢9)’, le terme 
H.(9)'.(a—oL)""' de ce développement, exprimera la probabilité 
que sur les n mariages, i subsisteront apres x années. Le plus grand 
terme du développement est, par le n* 16, celui dans lequel 7 est 

égal au plus grand nombre entier contenu dans n + 1.4); et par 
le méme numéro, il est extrémement probable que le nombre des 
mariages subsistans ne s’écartera que trés-peu en plus ou en moins 
de ce nombre. Ainsi, en désignant par 7, le nombre des mariages 
subsistans; on pourra supposer a trés-peu prés, 

i==n.O. 

ng est ifort peu prés le nombre des 7 maris vivans a l’age a-- x. 
Les tables de mortalité le feront connaitre dune maniére fort ap- 
prochée, si elles ont été formées sur des listes nombreuses de 
mortalité; car si on désigne par p’ le nombre des hommes vivans 
a Page a, sur ensemble de ces listes, et par g' le nombre des 
survivans a rage a-++ x; on aura a fort peu prés, par le n° 29, 

ld 
n. 

Nl. o= A 

Si on nomme parcillement p” le nombre des femmes vivantes a 

Page a’, et par g" le nombre des survivantes a Page a’ x; on 
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aura a trés-peu prés, 

donc 

On formera ainsi d’année en année, une table des valeurs de i. En 
faisant ensuite une somme de tous les nombres de cette table, et 

en la divisant par x; on aura la durée moyenne des mariages faits 
a lage a pour les garcons, et a l’age a’ pour les filles. 

Cherchons maintenant la probabilité que lerreur de la valeur 
précédente de i, sera comprise dans des limites données. Suppo- 
sons pour simplifier le calcul, que les deux conjoints soient du 
méme age, et que la probabilité de la vie des hommes soit la méme 
que celle des femmes; alors on a 

gaa, Gaaqy pip": e=A; 

et Pexpression préccdente de i devient 

nq? 
12, 

Concevons que la valeur de i soit -+-s; sseral’erreur de cette 

expression de z. On a vu dans le n° 50, que sil’on a observe que 
sur un trés-grand nombre p d’individus de Page a, g sont par- 
venus a lage a + x; la probabilité que sur p’ autres individus de 

Page a, me + z parviendront a lage a+-«, est 

“a p.z 

p/degh eudiivou at ‘ agp’ «(p—9).(p+P). 
2qp’ .(p—q).(p+p’) # 

Si Pon suppose p et g infinis, on aura éyidemment 

= i > 

et si lon fait 
pa ! —+2Z=9 5 p oe a 

on 
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on aura 

z 

ind 
P 

fa 

: : ; ‘ Bye tiers ce qui donne a trés-peu prés, en négligeant le carré et 

anq’z 
Pp 2 p? ® 

ainsi la probabilité précédente de z, est en méme tems Ia proba- 
bilité de cette expression de ng*. Supposons maintenant i=n¢"-+-/; 

en considérant le binome (9*-+ 1—9*)", la probabilité de cette 
expression de i est par le n° 16, 

2 

1 ~ ang*. (1—@’) 
SOG . 
V x. 2ng?.(1—@") 

Mais la valeur précédente de i devient , en y substituant pour 79° 
sa valcur, 

i TET ang’ 
a om + 1: 

P p f 
la probabilité de cette derniére expression de i est égale au pro- 
duit de celles de i et de z, trouvées ci-dessus; elle est donc égalea 

22 ds 

* ap’.e(I—)  2ng?.(1—¢2) 

P fee ; ie ang’ 
Ayant supposé précédemment i = 7 +s, on auras =/— = 3 

en substituant donc pour / sa valeur tirée de cette équation, et 
¢ 

observant que l’on a a trés-peu prés z =; on aura pour la pro- 

babilité que la valeur de s sera comprise dans des limites donnees , 

Pexpression intégrale 
12 %\2 

ffdz.ds 29 (t= 9)-p' ang? (1—9") 

ar. VY np’.9*. (1 --9)*-(1+9) 

° x A . ° oe ° 9. 

Vintégrale relative a z pouvant ¢tre prise depuis z = — oo jusqu’a 
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zoe. De la il est facile de conclure par les méthodes exposées 
précédemment, que si l’on fait 

i= LOS nae ee ee eee 
ang?.(i—¢).[ p+ (p'+4n) 9] ’ 

Pintégrale précédente devient 

Rds ks? 
SB iossme 

ainsi la probabilité que Perreur de expression i= “ sera 
=r857:6Sb 

vi : jfile des 

Yintégrale étant prise depuis s nul. 
L’analyse précédente s’applique également a la durée moyenne 

dun grand nombre d’associations formeées de trois individus , ou 
de quatre individus , etc. Soit x ce nombre, et supposons que tous 
les associés soient du méme age a au moment de association ; 
désignons par p le nombre des individus de la table de mortalité, 
de Page a, et par g le nombre des individus de Yage a+ <x; le 
nombre z des associations existantes aprés x années écoulées depuis 
Yorigine des associations , sera a fort peu prés 

r étant le nombre des individus de chaque association. On trou-~ 
vera par la meme analyse, la probabilité que ce nombre sera ren- 
fermé dans des limites données. La somme des valeurs de i cor- 
respondantes a toutes les valeurs de x, divisée par 7, sera la durée 
moyenne de ce genre d’associations. 



DES PROBABILITES. 4ig 

CHAPITRE IX. 

Des bénéfices dépendans de la probabilité des événemens 
futurs. 

38. Concrvows que larrivée d’un événement procure le bénéfice », 
et que sa non-arrivée cause la perte uw. Une personne 4 attend 
Parrivée @un nombre s d’événemens semblables , tous également 
probables, mais indépendans les uns des autres; on demande quel 
est son avantage. 

Soit g la probabilité de Yarrivée de chaque événement, et par 
conséquent 1— q celle de sa non-arrivée; si ’on développe le 

binome (g-+1—q)', le terme 

0 SOS ae ey 

sees Oey se 

de ce développement, sera la probabilité que sur les s vénemens , 
i arriveront. Dans ce cas, le bénéfice de 4 est iv, et sa perte est 
(s—i).m; la difference est i.(»-+-“) —su; en la multipliant par 
sa probabilité exprimée par le terme précédent , et prenant la 
somme de ces produits pour toutes les valeurs de 7, on aura ’avan- 
tage de .4, qui par cons¢quent est égal a 

LenpaomeeS: 

— spt. (q-bi—q)'+ (0+) S/F ng. (1g), 
Vomit TMaeOn eC seee 

le signe S s’étendant a toutes les valeurs de i. Ona 

ee ee ee maar ‘Se Se Ua) at 

Realy aed Lae Poona ee q ( q) 

QOS aay a d ee, 
g ae .gi-ti.(1—q) = 7: (gtti—9) 

“pin Set ONE os ga Oe ec eT 

s 

’ 
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pourvu que Pon suppose t= 1, apres la differentiation , ce qui ré- 

duit ce dernier membrea qs;Vavantage de 4 est donc s. (—1—4 he). 

Cet avantage est nul, si vg==".(1—q); Cest-a-dire, si le bénéfice 

de larrivée de Per cncite ne multiplié par sa probabilité , est égal 
a Ja perte causée par sa non-arrivée, multipli¢e par sa probabilité. 
L’avantage devient négatif, et se change en désavantage, si le second 
produit surpasse le premier. Dans tous les cas, lavantage ou le 
désavantage de 4 est proportionnel au nombre s des événemens. 

On déterminera par analyse du n° 16, la probabilité que le 
le bénéfice réel de 4 sera compris dans des limites données, si 
s est un grand nombre. Suivant cette analyse, la somme des divers 

termes du binome (g-++1 — q)' compris entre les deux termes dis- 
tans de /-++1, de part d’autre du plus grand, est 

2 

Been vat re pee sag) 
Va i ; V2s%q.Q—q) | 4 

Vintégrale étant prise depuis ¢==o jusqu’a t = ——————. L’expo- ou P Pp jusq we —) p 

sant de g dans le plus grand terme, est a trés-peu prés par le 
méme numéro, égal a sg; et les exposans de g, correspondans aux 
termes extrémes compris dans Pintervalle précédent, sont respec- 
tivement sg—Z et sg ++ 1. Les bénéfices correspondans a ces trois 
termes sont 

$.(qv—1—q -@)— 1 (+4), 

$.(gy—1—9-) 5 
s.(gr—1—g. eh) +1 (+H) 5 

en faisant donc 7= r.\/s, la probabilité que le bénéfice réel de 
A wexcédera pas les limites s.(gy—i1—q.u)tr.s.(v-+-p), est 
égal a 

r2 

rs 

2 Lar c aoaKr9) 1 oD 

Ve Vag) | Vina ? 

Pintégrale ¢tant prise depuis ro, et le dernier terme pouvant 
étre négligé. On voit par cette formule que si g-—1—q. n’est pas 



DES PROBABILITES. 421 
nul, le bénéfice réel augmente sans cesse, ct devient infiniment 
grand et certain, dans le cas d'un nombre infini d’événemens. 

On peut étendre par analyse suivante, ce résultat, au cas ot 
les probabilites des s événemens sont différentes, ainsi que les 
benelices et les pertes qui y sont attachés. Soient gg, g.. ages 
les probabilités respectives de ces événemens; », +, 1, ..46— Jeg 
benefices que procurent leurs arrivées. On peut, pour simplifier , 
faire abstraction des pertes que causent leurs non-arrivées , en com- 
prenant dans le bénefice que procure larrivée de chaque événe- 
ment, la quantité que 4 perdrait par sa non-arrivée , et en retran- 
chant ensuite de l’avantage total de 4, la somme de ces derni¢res 
quantites ; car il est facile de voir que cela ne change point la posi- 
tion de Z. 

Cela posé, considérons le produit 

agg. V1). gg. OV), 
et: (Ag g 6-9, * tence 

i est clair que la probabilité que la somme des bénéfices sera f-+-/’, 

est égal au coefficient de c/*” “V— dans le développement de ce 
produit; elle est donc égale a 

—fd@a.c I Ve! (1—g-+q. Bi tes ae 

v=!) @ Y 1 
eee (1g Py? 06 “A +55 (a) 

Vintégrale étant prise depuis @—= —7z jusqu’a @= 7, et les nombres 
y, 6, etc. étant supposes , comme on peut le faire , des nombres 
entiers. Prenons le logarithme du produit 

ai —1 —1 s—1 vs=1) a@ = . 
ol Ve Me Jee (lglg .¢ uaNe Spee) 

en le développant suivant les puissances de @, il devient 

(9. q0,O—f).@. YaaaaeaS. g®. (r—g®) vO— etc., 

le signe S se rapportant a toutes les valeurs de z, depuis i= 0 

jusqua i=s—31. La supposition de f egal a $.g®,© fait dispa- 
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raitre la premicre puissance de w; et la considération de s, un 

irés-grand nombre, rend insensibles les termes dépendans des 

puissances de @, supéricures au carré ; en repassant donc des loga- 

rithmes aux nombres dans le développement précédent, le produit 
(b) devient a trés-peu prés, 

om” : : 
SO 6 en Oy ar yg Cg) 

Cc 3 

ce qui change Vintégrale (a) dans celle-ci, 

a@* 
; —la Vai pela Grn or 

an Jd@.c ° 

Lintégrale devant ¢tre prise depuis @ = — 7 jusqu’a @ = 77, et 
S.g©.(r—q®).+© étant un grand nombre de lordre s; il est 
clair que cette intégrale peut étre étendue sans erreur sensible , 
jusqu’aux valeurs infinies I et négatives de w. En faisant 
donc 

a. $.qgO. C1—qO) vO? y(t)? Bs. PERN (9 oa PMSA 

2 2.5.90 S.g). GQ—q®). vO: oa . 

et intégrant depuis t= — oo jusqu’a t =o, lintégrale (a) deyient 

ie 
1 2.9.99. (r—g) yO 
a a a IM OF ° 

V 2%.S.g. ag) yO? 

Si Pon multiplie cette quantité par 2d’, et qu’ensuite on Vintégre 
depuis /’ =o, cette intégrale sera expression de la probabilité 
que le bénétice de 4 sera compris dans les limites f-/', ou 

S§.g%© = 1; en faisant ainsi 

I= r.V/28.q. (1g) 1 
la probabilité que le bénéfice de 4 sera compris dans les limites 

§. 40 ser. 25g? (amg 1, 
est 

Se fatsc ak 

Pintégrale ¢tant prise depuis ro. 
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Maintenant il faut , par ce qui précéde , changer dans les limites 
précedentes , > dans »°-+- #®, et en retrancher S.u; la pro- 
babilité que le benefice récl de 4 sera compris dans les limites 

S.(qOvV — (a—g) wp) Er, V28. g.( 9). COFp., 

est donc 
r? D) eae 

———", adr.c . 

Vr f 

On voit par cette formule, que pour peu que Pespérance mathé- 
matique de chaque ¢vénement, surpasse zéro; en multipliant les 
évenemens a linfini, le premier terme de l’expression des limites 

étant de Pordre s, tandis que le second n’est que de lordre Ys, 
le bénéfice réel s’accroit sans cesse, et devient a la fois infiniment 
grand et certain, dans le cas dun nombre infini d’¢yénemens. 

5g. Considérons maintenant le cas ou, a chaque ¢vénement, la 
personne 4 aun nombre quelconque de chances a espérer ou a 
craindre. Supposons , par exemple , qu’une urne renferme des 
boules de diverses couleurs ; que l’on tire une boule de cette urne, 
en la remettant dans lurne apres le tirage , et que le bénéfice de 4 
soit », sila boule extraite est de la premiere couleur ; qu’il soit »’, 
sila boule extraite est de la seconde couleur; qu'il soit »”, si la 
boule extraite est de la troisiéme couleur , et ainsi de suite; les 
bénéfices devenant négatifs , lorsque 4 est forcé de donner au lieu 
de recevoir. Nommons a, a’, a", etc. les probabilités que 1a boule 
extraite a chaque tirage , sera de la premiére, ou de la seconde, 
ou de la troisiéme, etc. couleur, et supposons que lon ait ainsi 
s tirages; on aura d’abord 

ata'+a"+etc.=1. 

En multipliant ensuite les termes du premier membre de cette 
ya /—1 ee P Bs Y= 

équation, respectivement par c etc. le 

terme indépendant des puissances de c” V—- dans le développement 

de la fonction 

enise) Vor [a.c” Veh al.” Mee ac ee etc. }', 
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sera, par ce qui préccde , la probabilité que dans s tirages , le 

bénefice de 4 sera su—+- 1; cette probabilité est donc egale a 

—.fda. ie [c pes (Ges ALA dec aepes piesa ete, fs site)’ 

Vintégrale relative a @ étant prise depuis # = — w jusqua @=7. 
Si lon développe par rapport aux puissances de @, le logarithme 
hyperbolique de la quantité élevée a la puissance s, sous le signe 
f, et si Pon observe que a+a'+a"-+ etc. =1, on aura pour 

ce logarithme , 

aw ./—1.fava'y'-a"y'+ etc.—p] 
a? ava’ y?La"y'-Letc. 

aera 3 Cee vou 2 —etc. 
—(av+ a’+ a’y"+-etc.) 

On fera disparaitre la premicre puissance de w , en faisant 

== ay-a'y't+-a'ly"+- ete. ; 

Si l’on suppose ensuite 

2h? = ay?—-a'y?—-a"'y'?-- etc. (av--a’y'+-al'y"- etc.)%, 

et si on observe que s étant supposé un grand nombre, on peut 
négliger les puissances de @ supérieures au carré; on aura, en re- 
passant des logarithmes aux nombres, 

comity ma sasthaemieleaian’ tie al «ch "Mibeneté. ore 
? 

ce qui change l’intégrale (c) dans celle-ci, 

ae fda. Ped tee 
Qn ? 

qui devient en int¢grant comme dans le numéro précédent , 

En la multipliant par 2d/, et intégrant le produit depuis 7—=o, 
on aura la probabilité que le bénélice réel de 4, sera compris dans 

les 



DES PROBABILITES. had 
les limites 

s.(av--a'y'+-a'"y" + etc.) 1; 

i e— akr' V/s, 

celte probabilite sera , en prenant lintégrale depuis =o, 

en faisant donc 

5 far'.c x 

Nous avons supposé dans ce qui préccde, les probabilités des 
événemens, connues; examinons le cas ou elles sont inconnues. 
Supposons que sur 7 événemens semblables attendus , 7 soicnt 
arrivés, et que 4 attende s pareils événemens dont chacun lui 
procure par son arrivéc, le bénéfice », la non-arrivée lui causant 

la perte ». Sil’on représente par —.s +z, le nombre @éyéne- 

mens qui arriveront sur les s événemens attendus, la probabilité 
que z sera contenu dans les limites + 4¢, sera par le n° So, 

2 —t 
ve fat. Cay 

Vintégrale étant prise depuis ¢= 0 ; X* étant égal a 

ans.(m—n).(m+s) 
ES ERAS gS prone Be 

Mais ~.s-++z étant le nombre des événemens arrivés, le bénéfice 
TL 

réel de 4 est 
ny 
- A spe. (9 +); 

Vintégrale précédente est donc la probabilité que le bénéfice rée! 
de 4 sera compris dans les limites 

ny (m—n) +) oe 
(~ = sch kt.(v-+p). 

k est de Pordre ys, si m et n sont @un ordre ¢gal ou plus grand 
que s; ainsi quelque petite que soit lespérance mathématique , 
relative a chaque événement, le bénéfice réel devient a l’infini, 
certain et infiniment grand, lorsque le nombre des éyénemens 
passés , est suppose infini, comme celui des piscine faturs. 

54 
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4o. Nous allons maintenant déterminer les benefices des ¢ta- 
blissemens fondés sur les probabilités de la vie humaine. La ma- 
ni¢re la plus simple de calculer ces bénéfices , est de les réduire 
en capitaux actuels. Prenons pour exemple, les rentes viag¢res. 
Une personne de lage 4 veut constituer sur sa téte, une rente 
viagcre 4; on demande le capital qu’elle doit pour cela, donner 
a la caisse de Pétablissement qui lui fait cette rente. 

Si Yon nomme y, le nombre des individus de Page 4, dans la 

table de mortalité dont on fait usage, ety, le nombre des individus 
de Yage 4-++ x; la probabilité de payer la rente a la fin de Pannée 

A + 2x, sera ES ; par consé€quent , la valeur du paiement sera 
A 

h. x ne . pele ° , A ° , 

-J*, Mais si Pon désigne par r Pintérét annuel de Punité, ensorte 

que le capital 1 devienne 1-+r apres un an; il deviendra (1++7r)* 

apres ox années ; ainsi le paiement (1 +-7)* fait a la fin de la x 
année, réduit en capital actuel, devient Punité , ou ce méme paie- 

ment divisé par (1 -++7)*; le paiement wh: réduit en capital actuel, 
° 

est donc wae La somme de tous les paiemens faits pendant 

la durée de la vie de la personne qui constitue la rente , et mul- 
tipliés par leur probabilité, équivaut donc a un capital actuel repre- 
sente par Pintégrale finie 

h.v2 

la caractéristique = devant embrasser toutes les valeurs de la 
fonction qu'elle affecte. 

On peut déterminer cette intégrale en formant toutes ces valeurs 
daprés la table de mortalité, et en les ajoutant ensemble: on deé- 
duira ensuite es capitaux les uns des autres, en observant que 
si Pon nomme F le capital relatif a Page 4, et F’ le capital relatif 
a lage Jd+-1,0na 

, E’+h 
F=™. ty q 

Vou turban I 

Mais ce procddé se simplifie , lorsque la loi de mortalité est connue , 
et surtout lorsqu’elle est donnée par une fonction rationnelle et 
cauicre de a, ce qui est toujours possible, en considérant les 
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nombres de la table de mortalité , comme des ordonnées dont les 
ages correspondans sont les abscisses, et en faisant passer une 
courbe parabolique par les extrémités des deux ordonnées ex- 
irémes, et de plusieurs ordonnées intermédiaires. Les différences 
qui existent entre les diverses tables de mortalité , permettent de 
regarder ce moyen, comme aussi exact que ces tables , el méme 
de s’en tenir 4 un pelit nombre dordonnées. 

Falsons 

1 2 

rp, 2=u; Ye 

reprenons la formule (16) du n° 11 du premier Livre, qui donne 

Siptu PF, 
p.c —1 

f étant une constante arbitraire. Il faut dans le développement 
du premier terme du second membre de cette équation, par 

rapport aux puissances de ie changer une puissance quelconque 
du \i d'u nie : : : 
(= ) dans =-;, et multiplier par w, le premier terme qui est in- 

dépendant de S On a ainsi 
x 

yeu 
gioats Dea ‘dx (p+1).p*t! du 

= .p7u= f— ee are -aat ete. 

Pour déterminer f, on observera que Vintégrale =.p*u est nulle, 
lorsque x1, et qu’elle se termine, lorsque r=n+1, 4+2 
¢tant la limite de la vie; car alors elle embrasse les termes cor- 
respondans a tous les nombres 1, 2, 3,.... Désignons donc par 

du pafau: du he she 
(w) , =), ClC.; ui, (=) , etc., les valeurs de uw, qa etc. corres 

pondantes a x= 1, eta x—=n-+1; on aura 

| Pf (u)—p". (uJ) 
Bef : 

=. sh. +s Eey Le) — Ge) 275 
+UIVF (Ge) —7'-G)] 
-+ etc. 
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Si z ou 2% est constant et égal a Punité, depuis w—=1 jusqu’A 
° 

a =n; alors la rente viagere doit étre payée certainement pen- 
dant le nombre v d’années, et elle devient une annuité. Dans ce 

cas, S est nul, et la formule précédente donne a pour le 

capital équivalent a Pannuité h. 

Si w=1—=; alors la probabilité de la vie décroit en progres- 

sion arithmétique , et la formule précédente donne 

aseee 1—p- n.(i—p) 

pour le capital équivalent a la rente viagére /, et ainsi de suite. 
Supposons maintenant que lon veuille constituer une rente 

viagére #, sur plusieurs individus des ages 4, 4+a, 
A-+-a+da’, etc., de sorte que la rente reste au survivant. Dé- 
signons par V2, Ye+a,Vz+e+er, etc., les nombres de la table de 

mortalité, correspondans aux ages 4, 4-+-a, 4+a-+4d, etc. ; 
la probabilité qu’a le premier individu, de vivre a Page 4+ 2, 

étant%=; la probabilité qu’a cet age, il aura cessé de vivre, est 
Yo 

i —~£. Pareillement, la probabilité qu’a le second individu, de 

vivre a ’age 4+ a+ 2, ou a la fin de la x" année de la consti- 

tution de la rente , étant or ; la probabilité qu’il aura cessé de vivre 

alors, est 1 ik Pa la probabilité que le troisiéme individu aura 

cess€ de vivre, ala méme époque de la constitution de la rente, 

est 1 —2***"”, et ainsi de suite. La probabilité qu’aucun de ces 
SYa+ar 

individus n’existera a cette époque, est donc 

Ga). (a ti) ae 

Enretranchant ce produit, de l’unité ; la difference sera la probabilité 
qu'un de ces individus au moins, sera vivant 4 la fin de la x*™ 
année de la constitution de la rente. Nommons uz cette probabi- 
lite ; 2.Ap*u sera le capital actuel equivalent a Ja rente viag¢re 2. 
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Mais on doit observer en prenant cette intégrale , que les quantités 
Jz) V24e, etc. sont nulles, lorsque leurs indices x, x--a, etc. 
surpassent le nombre n, 4-+n étant la limite de la vie. 

Si yz est une fonction rationnelle et entiére de x, et @exponen- 
tielles, telles que g’, 77, etc.; on aura facilement, par les formules 
du premier Livre, lintégrale 2.=.p*u. Mais on peut dans tous 
les cas, former au moyen d’une table de mortalité, tous les termes 
de cette intégrale, en prendre la somme, et construire ainsi des 
tables de rentes viagéres , sur une ou plusieurs t¢tes. 

Lanalyse précédente sert pareillement a déterminer la rente 
viagére que lon doit faire a un établissement , pour assurer a 
ses héritiers un capital aprés sa mort. Le capital équivalent a la 
rente viagére /, faite a une personne de lage 4, est par ce qui 

précede, h.S aie , le signe S comprenant tous les termes inclu- 
° 

sivement, depuis x==1 jusqu’a la limite de la vie de la personne. 
Nommons hg cette intégrale, et imaginons que l’établissement 
recoive de cette personne la rente #, et lui donne en échange, 
le capital Ag. Concevons ensuite que la méme personne place ce 
capital a intérét perpétuel sur l’établissement lui-méme ; lintérét 

P lest clair que l’établissement annuel de Punité étant 7 ou 

doit rendre le capital 4g, aux héritiers de la personne. Mais elle 
a fait pendant sa vie, la rente h a V’établissement, et elle en a 

recu la rente “EC =P) ;larente qu’elle a faite réellement est donc 

i; [2- —- C= E 1 =P) ), cest donc ce quelle doit donner annuelle- 

ment a rig aan pour assurer a ses héritiers le capital hg. 

Je n’insisterai pas davantage sur ces objets, ainsi que sur ceux 
qui sont relatifs aux établissemens d’assurance de tout genre, parce 
quwils ne présentent aucunes difficultés. J’observerai seulement que 
tous ces établissemens doivent, pour prospérer, se réserver un 
bénéfice, et multiplier considérablement leurs affaires; afin que 

leur bénéfice réel devenant presque certain, ils soicnt exposes le 
moins qu’il est possible , a de grandes pertes qui pourraient les dé- 
wuire. En effet, si le nombre des aflaires est s, et siPayantage de 
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Vétablissement dans chacune d’elles, est 4; alors’ il devient extré- 

mement probable que le bénéfice réel de Pétablissement sera sb, 
s tant supposé un trés-grand nombre. 

Pour le faire voir, supposons que s personnes de lage 4 cons- 
tituent, chacune sur sa téte , une rente viagcre /#; et considérons 
une de ces personnes que nous désignerons par C. Si C meurt 
dans l’intervalle de la fin de Pannée x écoulée depuis la constitu- 
tion de sa rente, a la fin de ’année « +1; l’établissement lui aura 
payé la rente / pendant x années, et la somme de ces paiemens, 
réduite en capital actuel, sera A.(p-+p*....-+p?) ou S.hp?*'; or 

la probabilité que C mourra dans cet intervalle, est ay ae Ou 

aes, la valeur de la perte que létablissement doit alors sup- 
A 

orter, est donc — *22 .=.hp**'. Lasomme de toutes ces pertes est p ) Yo Pp 

A.Ve tae 
—>. OE Shp F (r) 

cest le capital que C doit verser a la caisse de l’établissement, 
pour en recevoir la rente viagcre 4. On peut observer ici que lon a 

HA gS pt Ye Sp te Ve0E op EY 2-P 

en intégrant le second membre de cette équation , la fonction (7) se 
réduit a 

=. Sir 
oie =.=. hp? ee -++ constante; 

or =.p* se pee a ZELo , ay vero; etslorsqie «== ef 1, 
yz est nul par ce qui précéde ; la fonction (7), ou le capital que C 

doit payer a l’établissement , est donc =e, ce qui est conforme 

ace qui précéde. Mais sous la forme de la fonction (7), on peut 
appliquer au bénéfice de Pétablissement, analyse du n° 3g. En effet, 
ona dans ce cas, par le numéro cité, 

ay + a’y'+-a"y"4+- etc. = — = dt =. hp**") ? 

ensuite 4, a’, etc. étant les valeurs successiyes de — ay on 



DES PROBABILITES. Ad 
aura 

a ly ls — RC z+1)\a att aly! + ele. z.[ (2. Ap) |, 
ensorte que 

2s [— awe ce. hp**')* | — [= (A22.3 3 feasted 
Ye Yo 

En supposant que chacune des s personnes qui constitue la 
rente A sur sa téte , verse a la caisse de l’établissement, outre le 
capital correspondant a cette rente, une somme 0, pour subyeuir 
aux frais de l’établissement ; onaura par le n* 39, 

2 —? 
reste! Uk 5 

pour la probabilité que le bénéfice réel de Pcétablissement sera 
compris dans les limites 

sbcbakr'. vs. 

Ainsi dans le cas dun nombre infini d’affaires , le bénéfice réel de 
Pétablissement, devient certain et infini. Mais alors ceux quitraitent 
avec lui, ont un désavantage mathématique qui doit étre compensé 
par un avantage moral, dont l’appréciation va étre Pobjet du chapitre 
suivant. 



A32 THEORIE ANALYTIQUE 

| 

CHAPITRE X. 

De lespérance morale, 

Ar. Ox a vu dans le n° 2, la différence qui existe entre ’espérance 
mathématique et l’espérance morale. L’espérance mathématique 
résultante de l’attente probable d’un ou de plusieurs biens, étant 
le produit de ces biens , par la probabilité de les obtenir, elle 
peut étre évaluée par VPanalyse exposée dans ce qui précéde. 
L’espérance morale se régle sur mille circonstances qu’il est presque 
impossible de bien évaluer. Mais nous avons donné dans le numéro 
cité, un principe qui s’appliquant aux cas les plus communs, con- 
duit a des résultats souvent utiles, et dont nous allons développer 
les principaux. 

D’aprés ce principe, x ¢tant la fortune physique d’un individu, 
Yaccroissement dx quelle regoit, produit a Vindividu un_ bien 
moral réciproque a cette fortune; laccroissement de sa fortune 

A . , kid ie 

morale peut donc étre exprimé par =, k étant une constante. 

Ainsi en désignant par y la fortune morale correspondante a la 
fortune physique x, on aura 

¥ =k. log x+logh, 

h étant une constante arbitraire que l’on déterminera au moyen 
dune valeur de y correspondante a une valeur donnée de x. Sur 
cela, nous observerons que l’on ne peut jamais supposer x et y 
nuls ou négatifs , dans ordre naturel des choses; car Phomme qui 
ne posséde rien regarde son existence, comme un bien moral qui 
peut tre comparé a lPavantage que lui procurerait une fortune 
physique dont il est bien difficile d’assigner la valeur, mais que 
Yon ne peut fixer au-dessous de ce qui lui serait rigoureusement 

necessaire 
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necessaire pour exister ; car on concoit quil ne consentirait pointa 
recevoir une somme modique, telle que cent francs, avec la cou- 
dition de ne prétendre a rien, lorsqu’il Paurait dépensée. 

Supposons maintenant que fa fortune physique dun individu 
soit a, et quil lui survienne l'expectative d’un des accroissemens 
a, 6,7, etc., ces quantités pouvant ctre nulles ou méme négatives, 
ce qui change les accroissemens en diminutions. Représentons par 
P» 7,7, etc., les probabilités respectives de ces accroissemens, la 
somme de ces probabilités étant supposée égale a Punité. Les for- 
tuncs morales correspondantes de lindividu , pourront étre 

k.log(a+e)+logh, &.log(a+6)+logh, k.log(a+y7)+logh, ete. 

En multipliant ces fortunes respectivement par leurs probabilités 
P>7>,7, elc.; lasomme de lcurs produits sera la fortune morale 
de Pindividu, en vertu de son expectative ; en nommant donc ¥ 
celle lortune, on aura 

Y=hp.log(a+-a)-+- kg .log (a-+6) + kr. log (a+y)+ etc. log h. 

Soit X la fortune physique qui correspond a cette fortune morale, 
onaura 

Y = k.log X + log hk. 

La comparaison de ces deux valeurs de Y donne 

X=(a+e).(a+ 6)'.(a+y7)’.etc. 

Si Pon retranche la fortune primitive a, de cette valeur de X; la 
différence sera Paccroissement de la fortune physique qui procu- 

rerait a Pindividu, lc méme avantage moral qui résulte pour lui, 

de son expectative. Cette différence est donc expression de cet 

avantage, au lieu que Pavantage mathématique a pour expression 

putgé + ry-+ etc. 

De la résultent plusieurs conséquences importantes. L’une @elles 

est que le jeu mathématiquement le plus egal, est toujours désa- 

vantageux. En effet, si ’on désigne par a la fortune physique du 

joucur ayant de commencer le jeu; par p, sa probabilite = gagner , 
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et par # sa mise; celle de son adversaire doit étre, pour Pégalité 

(1-=p).& 
du jeu, ca eee ainsi le joueur gagnant la partie, sa fortune phy- 

sique devient ae, et la probabilité de cela est p. Sil 

perd la partie, sa fortune physique devient a—y, et la probabi- 

lité de cela est 1 — p; en nommant donc X sa fortune physique , 

en yertu de son expectative , on aura par ce qui précede , 

xX=(a “fe er : hy (a —p)'; 

or cctte quantité est plus petite que a, c’est-a-dire quePona 

1—pD “\? (iNane 
(+ =.) Gt als; 

ou en prenant les logarithmes hyperboliques, 

p-log ( + se fy 4 (1—p).log(a — “Y <o. 

Le premier membre de cette équation peut ¢tre mis sous la 
forme 

du 1 1 
fG iP). oe ike ee 4 f 

elacte P ae 1s 

quantité qui est évidemment négative. 

Il résulte encore de l’analyse précédente, qu’il vaut mieux ex- 
poser sa fortune, par parties, a des dangers indépendans Jes uns 
des autres , que de ’exposer toute entiére au méme danger. Pour 
le faire voir, supposons qu’un négociant ayant a faire venir par 
mer, une somme ¢, l’expose sur un seul vaisseau, et que lobser- 

vation ait fait connaitre la probabilité p de Varrivée d’un vaisseau 
du méme genre, dans le port; ’avantage mathématique du négo- 
ciant , résultant de son expectative , sera p<. Mais si l'on représente 
par Punité sa fortune physique , indépendamment de son expecta- 
tive; sa fortune morale sera par ce qui précéde , 

kp log(i--e) + logh, 
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et son avantage moral sera, en vertu de son expectative, 

(1-e)/P—1, 

quantile plus petite que pe; car ona 

(1+¢)//<i+pe, 

puisque log (1 +e)” ou p.log (1--«) est moindre que log (1-+ pe), 
ce qui est évident, lorsqu’on met ces deux logarithmes sous les 

formes f- St LD 
Mere | t+ pe 

Supposons maintenant, que le négociant expose la somme « par 
parties égales , sur r vaisseaux. Sa fortune physique deviendra 1-++e, 

Si tous les vaisseaux arrivent, et la probabilité de cet événement 
est p’. Si r—1 vaisseaux arrivent, la fortune physique du négo- 

ciant devient 1+ a et la probabilité de cet événement est 

rp'—'.(1— p). Sir— 2 vaisseaux arrivent, la fortune physique du 
r—2 négociant devient 1 -- — .€, et la probabilité de cet événement 

Yr.v—tl ae . . . ~ * L¢ 

est ———.p’—*.(1—p)’, et ainsi de suite; la fortune morale du négo- 

ciant est donc par ce qui précede 

p log a++e)--r.p'*.(1—p).log Q sh ees 9) | i 

6)+ ete.| 

expression que l’on peut mettre sous cette forme, 

Tuaieresficert Sareea Bk = pea? aera r—3 —n)2 
ip. f de. as r—1.p'*.Osp) og ees -+- etc. +logh. (a} 

se ee 1a.(it = 7) r 

+ logh; 
T..—l1 

sine = _p.(1—p)-log(a + 
Lis 2 

r 

Si Yon retranche de cette expression, celle de la fortune morale 

du négociant, lorsquil expose la somme ¢ sur un seul vaisseau, et 

que Yon obtient en faisant r= 1 dans la précédente , ce qui reduit 

celle-ci a kp , qui est égala 
de 

ite 

x 7% 7—1.p'?.(1—p) r—1 r=. p'3.C1—p)' iT 
kp. fas. {™ - it eet CLC x 

€ 1-2 1,2.(1+2) 
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la difference sera 

TS eee: ede IES i Re ws r—2-p'3.(1—p) : 
LS les ears 72 + | Gea es, -+etc. |; 

i — 
r 

cette différence étant positive , on voit quil y a moralement de 
Pavantage a partager la sommce « sur plusieurs vaisseaux. Cet aven- 
tage s’'accroit & mesure que lon augmente le nombre r des vais- 
seaux; et sice nombre est trés-grand, ’ayantage moral devient a 

peu pres égal a Pavyantage mathématique. 

Pour le faire voir, reprenons la formule (a), et donnons-lui 
cette forme , 

Ce 
_ tae ae —— 

kp ff dx. dé. ia (pe "+i—p)+logh; (@’) 

Vintégrale relative a x étant prise depuis x nul jusqu’a x infini. 
Dans cet intervalle , le coefficient de dx sous les signes //, n’a 
ni maximum Ni minimum ; car sa differentielle prise par rapport 
ax, est 

Pee a oak Ste ee [ P. (1 +6) oe Ne ea 

cette différentielle est constamment négative depuis a2 =o jusqu’a 
x infini; ainsi le coefficient lui-méme diminue constamment dans 
cet intervalle. C’est donc ici le cas de faire usage de la formule (A) 
du n° 22 du premier Livre, pour avoir, par une approximation con- 
vergente , Pintegrale /ydx, y étant égal a 

La quantité que nous avons nommeée » dans le numéro cité , 
devient alors 
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ce qui donne 

I 

1+ peti —p)e 

av p.—p).# bla ela 

paso eee” 

dU 
i Sm ctc. étant ce que deviennent v, oA , etc., lorsque x est 

nul. Cela posé, la formule (A) citée, donnera 

ex 

page ee ae ¢ Tha — py 
; =a 1 oe ee 

hs iat iio © bhat ® rf tpet—p)= | 

—— 
+ etc.>. 

la formule (a’) devient ainsi , a trés-peu prés , lorsque r est un grand 
nombre 

k. [PE +logh 
‘J 1+ pe ode 

k log (1-+ pe) + logh. 

Mainlenant soit X la fortune physique correspondante a cette 
fortune morale ; on a par ce qui precede, 

ou 

k.log X+ logh, 

pour la fortune morale correspondante a X; en comparant done 
ces deux expressions, on aura 

X= 1-- pe. 

Dans ce cas , layantage moral est pe; il est donc égal a Pavantage 
mathematique. 

Souvent lavantage moral des individus est augmenté par le 
moyen des caisses d’assurance, en méme tems que ces caisses 
produisent aux assureurs un benefice certain. Supposons, par 
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exemple, qu'un négociant ait une partie « de sa fortune sur un 

raisseau dont la probabilité de Parrivée est p; et qu’il assure cette 

partie , en donnant une somme a la compagnie d’assurance. Pour 

I’égalité parfaite entre les sorts mathématiques de la compagnie et 

du négociant , celui-ci doit donner (1 —p).e pour prix de l’assu- 
rance. En représentant par Punité, la fortune du négociant, indc- 
pendamment de son expectative ¢, sa fortune morale sera par ce 
qui précéde , 

kp.log (a+ ¢)-+ log, 

dans le cas ou il n’assure pas; et dans le cas ou il assure, celle 
sera 

k.log (1-+ pe) + log h; 

log (1 -+ pe) > p.log (1- «), 

ou, ce qui revient au méme , 

pdé pd: 

(pepe es 

p étant moindre que lunité; la fortune morale du négociant est 
donc augmentée, au moyen de son assurance. Il peut ainsi faire 
a la compagnie d’assurance, un sacrifice propre a subyenir aux 
frais de létablissement et au bénéfice qu’elle doit faire. Si lon 
nomme @ ce sacrifice , c’est-a-dire, si ’on suppose que le négo- 
ciant donne a la compagnie , pour prix de son assurance, la somme 
(1—p).é€-+--a, on aura dans le cas de légalité des fortunes 
morales, lorsque le négociant assure, et lorsqu’il n’assure point, 

or ona 

log (1—a-++- pe) = p.log(1-+e); 

ce qui donne 
a@=1+pe—(itey. 

Cest tout ce que le négociant peut donner a la compagnie , sans 
désayantage moral; il aura donc un avantage moral, en faisant un 
Sacrifice moindre que cette valeur de a, et en méme tems, la 
compagnie aura un bénéfice qui, comme on I’a vu, devient cer- 
tain, quand ses relations sont trés-nombreuses. On voit par 1a, 
comment des établissemens de ce genre, bien congus et sagement 
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administrés , peuvent s’assurer un béndfice réel, en procurant des 
avantages aux personnes qui traitent avec eux: c’est en général 
le but de tous les échanges ; mais ici, par une combinaison par- 
ticuliere , l’cchange a lieu entre deux objets de méme nature, dont 
Pun n’est que prubable, tandis que Vautre est certain. 

49. Le principe dont nous venons de faire usage pour calculer 
Pespérance morale, a ¢té proposé par Daniel Bernoulli, pour expli- 
quer la difference entre le résultat du calcul des probabilités et 
Pindication du sens commun, dans le probléme suivant. Deux 
joueurs 4 ct B jouent a croix et pile, avec la condition que 4 
paie a B, deux francs, si croix arrive au premier coup; quatre 
francs, s'il arrive au second coup ; huit francs, s’il arrive au troi- 
siéme coup, et ainsi de suite jusqu’au n*"* coup. On demande ce 
que & doit donner a 4, en commengant le jeu. 

Il est visible que Pavantage de B, relatif au premier coup, est 
un franc; car ila } de probabilite de gagner deux francs a ce coup. 
Son avantage relatif au second coup, est pareillement un franc ; 
car il a + de probabilité de gagner quatre francs a ce coup, et ainsi 
de suite ; ensorte que la somme de tous ses avantages relatifs aux 
n coups, est n francs. Il doit donc pour légalité mathématique du 
jeu, donner a4, cette somme qui devicnt infinie , si ’on suppose 
gue le jeu continue a Pinfini. 

Cependant personne, a ce jeu, ne risquera avec prudence, une 
somme méme assez modique , telle que cent francs. Pour peu que 
Yon réfléchisse a cette espece de contradiction entre le calcul, et 
ce qwindique le sens commun; on voit facilement quelle tient a 
ce que si lon suppose, par exemple, z=5o0, ce qui donne 2°° 
pour la somme que & peut espérer au cinquanticme coup, cette 
somme immense ne produit point a #, un avantage moral pro- 
portionnel a sa grandeur; de manicre qu'il y a pour lui un désa- 
vantage moral a exposer un franc pour lobtenir avec la proba- 

eye , . . | SF . ° 

bilité excessivement petite =; de reussir. Mais ’avantage moral que 

peut procurer une somme espérée , dépend @une infinité de cir- 
constances propres a chaque individu, et qu’il est impossible d’éva- 
lucr, La seule considération générale que Pon puisse employer i 
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cet égard, est que plus on est riche , moins une somme trés-petite 
peut étre avantageuse , toutes choses eégales d’ailleurs. Ainsi la 
supposition la plus naturelle que Pon puisse faire, est celle dun 
avantage moral réciproque, au bien de la personne intéressée. 
C’est a cela que se réduit le principe de Daniel Bernoulli, prin- 
cipe qui, comme on vient de le voir, fait coincider les résultats 
du calcul avec les indications du sens commun, ct qui donne le 
moyen (@apprécier avec quelque exactitude, ces indications tou- 
jours vagues. Son application au probléme dont on vient de parler , 
va nous en fournir un nouvel exemple. 

Nommons a la fortune de B ayant le jeu, et x ce quil donne 
au joueur /. Sa fortune devient a —x +2, Si croix arrive au prc- 
mier coup; elle devient a — 2 + 2’, sicroix arrive au second coup, 
et ainsi de suite jusqu’au coup 7, ou elle devient a—x-+- 2’, si 
croix Narrive qu’au coup nr". La fortune de B devient a—«, 
Si creix Warrive point dans les x coups, aprés lesquels la partie est 

r . . ey “ye, 7 ° , , l 

supposée finir ; mais la probabilité de ce dernier événement est =. 

En multipliant les logarithmes de ces diverses fortunes par leurs 
probabilités respectives et par 4, on aura par ce qui précéde, la 
fortune morale de # en vertu des conditions du jeu, égalea 

~.£.log (a——x-+2) + =k. log (a—ax-+2")... 

. ot 5h. log (a—a-+2") + =. k. log (a—x) + log h. 
2 

Mais avant le jeu , sa fortune morale était k.loga + log; en éga- 
lant done ces deux fortunes, pour que # conserve toujours la 
méme fortune morale , et repassant des logarithmes aux nombres, 

, , , 1 . 1 

on aura, a— «x ctant suppose egal a a’, et faisant [= a, 

1 1 1 

Isfpaxes(1--2.0)”.(1-+2".0)>. .- (1-f ata)” ; (0) 

1 1 

les facteurs (1-+4-20)", (1--2°«)” yont en diminuant sans cesse , 
et 
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el leur limite est Punité ; car on a 

1 1 

(1+ 2'.0) >(1+4+2'*'.a) 

En effet , si Pon cléve a la puissance 2'*', les deux membres de 
cette inégalité, elle devient 

inte . : F 
1-2! ‘a2 a? S>1f+aitt.g; 

ef sous cette forme, l’inégalité devient évidente. De plus, le loga- 
h! 

: : ‘i r ‘ tL In ‘ 

rithme de (1+2',2)° est égal a : <= + —.log (a+ ~); et il est 

visible que cette fonction est nulle dans le cas de i infini, ce qui 
1 

exige que dans ce cas, (1-+4+2'.2) soit Punite. 

Si Pon suppose 7 infini dans Péquation (0), on a le cas ow la 
parlic peut se prolonger al infini, ce qui est le cas le plus avantageux 
a B. a’ et par conséquent a étant supposés connus; on prendra 
la somme des logarithmes tabulaires d'un assez grand nombre i—1, 
des premiers facteurs du second membre, pour que 2‘z soit au moins 
égal a dix. La somme des logarithmes tabulaires des facteurs sui- 
vans , jusqu’a Vintini, sera a trés-peu pres égale a 

log 2 i+ 1).log2 0, 4342945 

L’addition de ces deux sommes donnera le logarithme tabulaire de 
a'+-x ou de a. Ainsi lon aura pour une fortune physique a, supposée 
a B avant le jeu, la valeur de x qu’il doit donner a 4 au commen- 
cement du jeu, pour conserver la méme fortune morale. En sup- 
posant, par exemple, a! égal a cent, on trouve a4 = 107',89; dou 

il suit que la fortune physique de B étant primitivement 107589 , 

il ne doit alors risquer prudemment a ce jeu, que 7',8g, au licu 

de la somme infinie que le résultat du calcul indique, lorsqu’on 

fait abstraction de toutes considérations morales. Ayant ainsi la 

valeur de a relative a a’ = 100, il est facile d’en conclure de la 

mani¢re suivante, sa yaleur relative a a’ = 200; en sae a a, dans 



tee THEORIE ANALYTIQUE 

ce dernier cas, 

a==(200-++2)".(200-4+2")*.etc.==2.(100-++1)*.(100-+2)*.(100--4)*.ete. 

Mais on vient de trouver 

(100++2)*. (100-+-4)* - UC hee (107,89)°3 

a= FN/1017107, 69 —— 200,78. 

Ainsi la fortune physique de B étant primitivement 208,78, il 
ne peut risquer prudemment a ce jeu, au-dela de 84,78. 

done 

43. Nous allons maintenant étendre le principe exposé ci-dessus , 
aux choses dont lexistence est éloignée et incertaine. Pour cela, 
considérons deux personnes 4 et &, qui veulent placer chacunce , 
en viager, un capital 7. Elles peuvent le faire séparément : elles 
peuvent s’associer et constituer une rente viagére sur Icurs tétes, 
de mani€re que la rente soit reversible a celle qui survit a lautre. 
Examinons quel est le parti le plus avantageux. 

Supposons les deux personnes du méme age, et ayant Ia méme 
fortune annuelle que nous représenterons par lunité, indépen- 
damment du capital qu’elles veulent placer. Soit 6 la rente viagere 
que ce capital leur produirait a chacune, si elles plagaient leurs 
capitaux scparément, ensorte que leur fortune annuelle devienne 
1 +6. Nous exprimerons, conformément au principe dont il s’agit, 
leur fortune morale annuelle correspondante, par k.log(1-+€)-+-log A. 
Mais cette fortune n’aura lieu que probablement, a la x*" année ; 
ainsi en désignant par y, la probabilité que 4 vivra a la fin de la 
aim année, on doit multiplier sa fortune morale annuelle relative a 
cette année , par v, ; en ajoutant donc tous ces produits, leur somme 
que nous désignerons par [k.log(1-++€)-+-logh].=.y;, sera ce 
que je nomme ici, fortune morale viagére. 

Supposons maintenant que 4 et B placent lasomme 2g de leurs 
capitaux , sur leurs tétes , et que cela produise une rente viagére 6’, 
reversible au survivant. Tant que 4 et B vivront, chacun d’eux 
ne touchera que 2 €’ de rente viagére, et leur fortune morale an- 
nuelle scra k.log (1-++-26') +-log A. En Ja multipliant par la proba- 
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bilité qu’ils vivront tous deux a la fin de Yannée x, probabilité égale 
a (y,)*?; la somme de ces produits pour toutes les valeurs de x, 
sera la fortune morale viagére de 4, relative a la supposition de 
leur existence simultanée ; cette fortune est donc 

[ A-log € + =) +loga |.2.(y-)*- 

La probabilité que 4 existera seul a la fin de la x année, est 
¥-—(y.)*; 8a fortune morale viagére relative a son existence 
apres la mort de B, qui rend sa fortune morale annuelle égale a 
1+ 6’, est donc 

[é.log (1 + 6’) + log A].=.[y.— (yz)’]. 

La somme de ces deux fonctions , 

k.log (+5). Z.(y2)ph.log(i-6').[E.y2—Z. (yz) Hlogh.=.y2, 

sera la fortune morale viagére de 4 dans lhypothtse ou 4 et B 
placent conjointement leurs capitaux. 

Si Pon compare cette fortune a celle que nous venons de trouver 
dans le cas ou ils placent s¢éparément leurs capitaux ; on voit qu’il 
y aura pour 4 de Pavantage ou du désavantage a placer conjoin- 
tement, suivant que 

log(1+ <).2.(y.)*+log (146) .[S.y.— 2. (72) 

sera plus grand ou moindre que log(1 +€).=.y,. Pour le savoir , 
il faut déterminer le rapport de 6’ a €; or on a par le n° 40, 

gaG Sy. PY x) 

= étant Vintérét annuel de argent: on a ensuite par le méme 

numero , 
aq == 6'.E.p*.[ 2v2— (72)"]3 

on a donc 
Cis 26. E.ptys 

Py ates [9ys— (yz)7] 

Les tables de mortalité donncront les valeurs de 2.y,, 2.(yz)*; 
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=. pz, =-p* (y=); on pourra ainsi juger lequel des deux placemeng 
dont il s’agit, est le plus avantageux. 
Supposons € et 6’ de trés-petites fractions; la quantité log(1+-€).2.y. 

devient a trés-peu pres €.2=.y,. La quantité 

6’ 

log (a+ =). 2.(ye)*t log (1-++6').[2 ys 2.(y2)"] 

devient 
(ed 

5 [2-22 z.(y2)*] ) 

et en substituant pour 6’ sa valeur précédente, elle devient 

plete = AVDA EP iyat 

22 .p*y,;—=.p* (yz)* 

il y a donc de l’avantage a placer conjointement, si 

[23 .y.—E.(y«)']-E-PY- 
Yeinporte sur 

[22.ptyz— =p" (I2)"]-2 Ye, 
ou si Pon a 

Servs yet 
= .pyz > ye 

cest en effet ce quia lieu généralement, p étant plus petit que 
Puniteé. 

L’avantage de placer conjointement les eapitaux , s’accroit 

par la consideration que Paugmentation de revenu arrive au 

survivant, a un age ordinairement avancé dans lequel de plus 
grands besoins qui se font sentir, la rendent beaucoup plus utile. 
Cet avantage s’accroit encore de toutes les affections qui peuvent 
attacher les deux individus lun a lautre, et qui leur font desirer 
le bien-étre de celui qui doit survivre. Les é¢tablissemens dans 
lesquels on peut ainsi placer ses capitaux, et par un léger sacrifice 
de son revenu, assurer Vexistence de sa famille pour un tems ou 
Pon doit craindre de ne plus suffire a ses besoins, sont donc trés- 
avantageux aux meeurs, en favorisant les plus doux penchans de 
Ja nature. Ils n’offrent point Pinconyénient que nous avons remar- 
qué dans les jeux méme les plus équitables, celui de rendre la 
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perte plus sensible que le gain; puisqwau contraire, ils offrent les 
moyens déchanger le superflu, contre des ressources assurées 
dans Pavenir. Le Gouvernement doit donc encourager ces ¢tablis- 
semens, ct les respecter dans ses vicissitudes; car les espérances 
quils présentent , portant sur un avenir éloigné, ils ne peuvent 
prospérer qu’a Pabri de toute inquictude sur leur durée. 

PIN. 
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AUK -Cierencesr PALNEMEG, .¢ sas ose ae tonic come ron nte soieue I COMBA remus 
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a b 
o= A” .Yx,20 + yi AeA Ve,o+ we ATA 2,27 + ELC, 
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xapportant a la yariabilité de x’ dont @ est la différence. On en déduit |’in- 
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Yon 
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ase : ; ; Perini ° ' : 
la forme fi'dt.c  , et prises depuis ¢ nul jusqu’a¢ infini. On établit ce 
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no [Udi Cian fled \Gae = = 
.fr—i 4 

sint ————— |. # 
it 

~ étant la demi-circonférence dont le rayon est Il’unité. On en déduit ce 
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die ee Vries ee 2A page Gi 
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Vania 
wl ; fIesCOs TeeG. oe 

2a 
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+ . —, 
ne dats sini oes ee ie Thee LO. PRI Mie Aaa pavers 
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dx.cos rx xdx. sin rx ni 
ane —- = 7 .C 

14-2? - 1+? ? 
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POURES eee ee cower pcacentece tna econye CoegeMenee rey i Moy Ane. gave 
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& a x 
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3 da .cos @ w.dw. sin @ 
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1+@ 1 (o-a a 
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de cette puissan:e , et de la somme de ces coefficiens , depuis celui de a~! jusqu’a 

ctliixde ahijdanctte ek cotwsd«is sel dls deew delete SoMa? Dom. Aen 
aes Oeics eae ; 

Jntégration par approximation , de l’équation aux différences p' = s.y,-(s—i)y.4,. 
, ° . 

On en déduit lexpression de la somme des termes de la puissance trés—élevée 

dun binome , en arrétant son déyeloppement a un terme quelconque fort éloigné 
CU WEETNOE ns sory siaerntias 52 : Pp were tee cere e reece cceteeseeeresceee M° 57, page 149 

De lapproximation des différences infiniment petites et finies trés-élevées des 
DPULED IS ccsonass Meraciak onk ichoes sacrane Cas cota Se ae Ree page 15} 

Approximation des différences infiniment petites trés-éleyées des puissances d’un 
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polynome. Expression trés-approchée de la différentielle trés-éleyée d’un angle , 

Pree ipar apport asonisinuss acs Mee seta eck Perr erie n° 38, page 151 

Expressions en intégrales définies, des différences finies et infiniment petites , 
de y;, lorsqu’on est paryenu a lui donner l'une ou l'autre des formes fx'odx , 

SONG TERS sch cna CL hhc n° 39 , page 156 

Approximation en séries trés- -conyergentes de A”.- Ae n étant un grand nombre. On 

en déduit , au moyen des passages du positif au négatif, et du réel a l'ima- 

ginaire , iappmcuarion de A”.s'. La conyergence de la série exige que / surpasse 

n, et que la différence :— 7 ne soit pas fort petite par rapport a burt c 

Expression en série de A”.s', dans ce dernier cas..... ve send? 405. page 1b 

Expression de la différence A”. s', lorsque z est plus petit quen... n° 41, page 162 

Expression de la somme des termes de A”.s‘, en arrétant son développement 

au terme dans lequel la quantité élevée a la puissance 1, commence a deyenir 
négatiye. Approximation en série trés-conyergente, de la fonction 

n. Ss ee 
(ner 1)" = —n. (nb YW n—2)"= 4 >, (ner VY n—4)"*'— ete., 

dans laquelle on rejette les termes ou la quantité élevée a Ja puissance n + /, 
est négative, 2 étant un nombre entier peu considerable par rapport a 7. 

Ee See Popes eT Sor 3 eS cise s Tarmac sreaene stim, Fi goog Dare 1D 

Extension des méthodes précédentes aux différences finies trés-éleyées de la 
forme A".(s—+p)'.(s +p’ )”.(s+p")’’-etc....... rear a° 43, page 17] 

Remarque sur la convergence des séries........ aiitiae' teen Aa oR Age TA 

LIVRE II. 

THEORIE GENERALE DES PROBABILITES. 

CHAP. I. Principes généraux de cette théorie......... page 197 

Définition de la probabilité. Sa mesure est le rapport du nombre des cas fayo- 
rables , a celui de tous les cas possibles. 

I* PRINCIPE. La probabilité d’un événement composé de deux éyénemens 
simples , est le produit de la probabilité d’un de ces éyénemens , par la pro- 
babilité que cet éyénement étant arriyé , l'autre événement aura lieu. 

I¢ PRinciPe. La probabilité d’un éyénement futur , tirée d’un éyénement obseryé, 
est le quotient de la division de la probabilité de l’événement composé de ces 
deux éyénemens, et déterminée @ priori, par la probabilité de l’éyénement 

obseryé , déterminée pareillement @ priort. 

Ul? PRINCIPE. Si un éyénement obseryé peut résulter de 7 causes différentes , 
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leurs probabilités sont respectivement , comme les probabilités de l'evénement , 
tirées de leur existence; et la probabilité de chacune d’elles, est une fraction 

dont le numérateur est la probabilité de ’événement dans l’hypothése de I’exis- 

tence de la cause, et dont le dénominateur est la somme des probabilités sem- 

blables , relatives a toutes les causes. 

TV® Principe. La probabilité d’un éyénement futur, est la somme des produits 

de la probabilité de chaque cause, tirée de ]’événement observe , par la pro- 
babilité que cette cause existant, l’événement futur aura lieu. 

De l'influence que doit avoir sur les résultats du calcul des probabilités, la différence 
inconnue qui peut exister entre des éyénemens simples que l’on suppose éga- 

lement possibles. Cette différence augmente la probabilité des événemens com- 
posés de la répétition d'un méme événement.......... sites sani Ory eepaee A177 

Des espérances mathématique et morale. La premiere est le produit du bien 
espéré par la probabilité de lobtenir : la seconde dépend de la valeur relative 
du bien espéré. La régle la plus naturelle et la plus simple, pour apprécier 

cette valeur, consiste a supposer Ja valeur relative d’une somme infiniment 

petite , en raison directe de sa valeur absolue , et en raison inyerse du bien total 

de la personne intéressée...........- Pe heii oh aiarge' ajsione Ay -Page187 

CHAP. II. De la probabilité des événemens composés d’événemens 
simples dont les possibilités respectives sont données.... page 189 

Expression du nombre des combinaisons de n lettres prises ra 7, lorsqu’on a égard 
ou non, a leur situation respective. Application aux loteries.... n°3, page 189 

Une loterie étant composée de n numéros dont r sortent a chaque tirage, on 
demande la probabilité qu’aprés i tirages, tous les numéros seront sortis. 
Solution générale du probléme. Expression trés-simple et trés-approchée de la 

probabilité , lorsque m et 2 sont de grands nombres. Application au cas ou 

m= 10000, et r==1. Il y a dans ce cas, un peu moins d’un contre un a 

parier que tous les numéros sortiront dans 95767 tirages, et un peu plus 
dun contre un a parier qu'ils sortiront dans 95768 tirages. Dans le cas de la 

loterie de France ou »=go et r=5, il y a un peu moins d’un contre un a 
parier , que tous les numéros sortiront dans 85 tirages, et un peu plus a parier 

Guile SOvUront Cums. GO. HA ges veer niece cine slertes ces cs ¢ . n° 4, page 191 
Une urne élant supposée renfermer le nombre x de boules , on en tire une partie, 

ow la totalité ; et Lon demande la probabilité que le nombre des boules extraites 
sera pair. Solution du probleme. I] y a de l’'ayantage a parier pour un nombre 
MADOC Cs as aiae fe shig dsp sce Cie pee Ten OMG eee servececoes MO page 2Or 

Expression de la probabilité d’amener a boules blanches, 2 boules noires , 2“ 

boules rouges, etc., en tirant une boule de chacune des urnes dont le nombre est 

x +x’ + x"-+4 etc. , et qui renferment chacune p boules blanches, g boules 

noires, ¢ boules rouges , etC...0s.ccecusrtectetaceds cee NO) page dos 
Déterminer la probabilité de tirer ainsi wee urnes précédentes , x boules blanches , 



TABLE DES MATIERES. 455 
avant P@amener soit x’ boules noires , soit x" boules rouges , soit etc. 
Solution du probleme par la méthode des combinaisons. Identité de ce pro- 
bleme avec celui qui consiste a déterminer les sorts d'un nombre n de joueurs 
dont les adresses respectives sont connues , Jorsqu’il manque pour gagner la partie, 
x coups au premier, x’ au second, 2” au troisiéme, etc......... n°7, page 205 

Solution générale du probléme précédent , par l'analyse des fonctions génératrices. 
Dans le cas de deuxjoueurs 4 et B dont les adresses respectives sont égales, 
le probleme est celui que Pascal proposa a Fermat, et que ces deux grands 
géeometres résolurent. Il revient a imaginer une urne qui renferme deux boules 

lune blanche et l'autre noire, portant chacune le n° 1 ; Ja boule blanche étant 

pour le joueur 4, Ja boule noire pour le joueur B. On tire de J'urne, une 

boule que l’on y remet ensuite , pour procéder a un nouyeau tirage , et l'on 

continue ainsi jusqu’a ce que la somme des numeéros sortis, favorables a l'un 

des joueurs , atteigne un nombre donné. Aprés un certain nombre de tirages , 

il manque encore au joueur 4, le nombre x, et au joueur B, le nombre 2’. 

» 

Les deux joueurs conviennent alors de se retirer du jeu, en partageant lenjeu 

qu’ils ont mis en commengant: il s’agit de connaitre comment doit se faire ce 

parlage. Ce qui revient aux joueurs , doit étre évidemment proportionnel a leurs 
probabilités respectives de gagner la partie. Généralisation et solution de ce 
probleme, 1° en supposant dans l’urne , une boule blanche favorable a 4 , et por- 

tant le n° 1, et deux boules noires fayorables 4 B, et portant lune, le n°1 , 

et Pautre, le n° 2; chaque boule diminuant de son numéro, le nombre des 

points qui manquent au joueur auquel elle est favorable ; 2° en supposant dans 
Yurne , deux boules blanches portant les n°* 1 et 2, et deux boules noires, por- 

dantsles MICOS HUMICCOS: . « . aes +) an se pis Cask ob op ue +> ee DB OaeDAge 207 

Concevant dans une urne, r boules marquées du n° 1, x boules marquées du 
n° 2, et ainsi de suite jusqu'au n° n; ces boules étant bien mélées dans lV’urne, 

et tirées toutes successivement, on demande la probabilité qu'il sortira ay moins 

s boules au rang indiqué par leur numéro. Solution générale du probléme , 

et de cclui dans lequel, ayant 1 urnes renfermant chacune le nombre n de 
boules , toutes de couleurs différentes , et que l’on tire toutes successivement de 

chaque urne, encomplettant le tirage d'une urne, ayant de passer a une autre 
urne ; on demande Ja probabilité qu’une ou plusieurs boules de Ja méme couleur, 
sortiront au méme rang dans les tirages complets des urnes...... n°9, page 217 

Deux joueurs A et B dont les adresses respectives sont p et q, et dont le premier 
a le nombre a de jetons , et le second le nombre b, jouent a cette condition, 

que celui qui perd donne un jeton a son adversaire , et que la partie ne finisse 

gue lorsque l'un des joueurs aura perdu tous ses Jetons ; on demande la 

probabilité que l'un des joweurs gagnera la partie avant ou au n'™* coup. 

Fonction génératrice de cette probabilité, d’ot l'on tire l'expression générale 

de la probabilité. Expression de la probabilité que la partie finira ayant ou 
au ni? coup. Ce qu'elle deyient , lorsqu’on suppose @ infini, Valeur trés-appro- 
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chée de la méme expression , lorsque l’on suppose de plus p et g égaux, et 
lorsque 6 est un nombre considérable. Si b= 100, il y a du désavantage a 

parier un contre un, que 4 gagnera la partie dans 25780 coups; mais ily a 

de l’'ayantage a parier qu'il, la gagnera dans 23781 coups.... n° 10, page 225 

Un nombre n-+-1 de joueurs jouent ensemble aux conditions suivantes. Deux 

d'entre eux jouent d’abord , et celui qui perd se retire aprés avoir mis un franc 
au jeu , pour n'y rentrer qu’aprés que tous les autres joueurs ont joueé; ce 
gui a lieu généralement pour tous les joweurs qui perdent, et quit par la 

deviennent les derniers. Celut des deux premiers joueurs qul a gagné, joue 

avec le troisiéme, et s'il le gagne, il continue de jouer avec le quatriéme, et 
ainsi de suite, jusqu’d ce qu’il perde, ow jusqu’d ce qu'il ait gagné successi- 

vement tous les joueurs. Dans ce dernier cas, la partie est finie. Mais si le 
joueur gagnant au premier coup, est vaincu par lun des autres joueurs ; le 

vaingueur Joue avec le joueur suivant , et continue de jouer jusqu’d ce qu'il 
soit vaincw , ou Jusqu’a ce quil ait gagné de suite tous les joweurs. Le jeu 
continue ainsi jusqu'a ce qu'un des joueurs gagne de suite tous les autres , 
ce qui finit la partie; et alors le joueur qui la gagne , emporte tout ce qui a 
été mis au jeu. Cela posé, on demande , 1° la probabilité que le jeu finira 

avant ou aw nombre x de coups; 2° la probabilité que l’un quelconque des 
joueurs gagnera la partie dans ce nombre de coups ; 3° son avantage. Solution 

générale du probleme. Fonctions génératrices de ces trois quantités , d’ou I’on tire 

leurs valeurs. Expressions fort simples de ces quantités , lorsque x est infini, 
ou lorsque le jeu est continué indéfiniment............+.. n° 11, page 238 

q étant la probabilité d'un événement simple & chaque coup , on demande la 
probabilité de Pamener i fois de suite, dans le nombre x de coups. Solution 
du probleme. Fonction génératrice de cette probabilité , d’od l'on tire expression 
de la probabilité. 

Deux joueurs A et B, dont les adresses respectives sont q et 1—q, jouent a 

cette condition , que celui des deux qui aura le premier vaincu i fois de suite 

son adversaire, gagnera la partie; on demande les probabilités respectives 
des joueurs pour gagner la partie , avant ow au coup x. Solution du probléme , 
au moyen des jonctions génératrices. Expressions de ces probabilités dans le 
cas de x infini. Sorts respectifs des joueurs , en supposant qu’a chaque coup 

quiils perdent , ius déposent un franc au jeu.............. n° 12, page 247 

Une urne étant supposée contenir n-+1 boules , distinguées par les n*0,1,2,3,...n; 
on en tire une boule que l’on remet dans lurne, apres le tirage ; on demande 
la probabilité qu’aprés i tirages , la somme des nombres amenés sera égale as. 
Solution du probléme, fondée sur un artifice sinsulier qui consiste dans l’em- 
ploi d'une caractéristique propre a faire connaitre la diminution successive qu’il 
faut faire subir a Ja yariable, dans chaque terme du résultat final des intégra-. 
tions successives , lorsqu’elles sont discontinues. Application de Ja solution au 
probléme qui consiste 4 déterminer la probabilité d’amener un nombre donné , 

en 
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en projetant 1 dés chacun, d'un nombre n-+-1 de faces; et au probléme on 

Yon cherche Ja probabilité que la somme des inclinaisons a l’écliptique , d'un 

nombre s dorbites , sera comprise dans des limites données, en supposant 

toutes les inclinaisons depuis zéro jusqu’a l’angle droit, également possibles. 
On fait voir que l’existence d'une cause commune qui a dirigé les mouyemens 
de rotation et de réyolution des planetes et des satellites , dans le sens de la rota- 
tion du soleil, est indiquée avec une probabilité excessivement approchante de 
la certitude , et bien supérieure a celle du plus grand nombre des faits histo- 
riques , sur lesquels on ne se permet aucun doute. La méme solution appli- 
quée au mouvement et aux orbites des cent cométes observées jusqu’a ce jour , 
prouve que rien n’indique dans ces astres, une cause primitive qui ait tendu 
a les faire mouvoir dans un sens plutét que dans un autre, ou sous une in— 
clinaison plutét que sous une autre , au plan de l’écliptique.... n°13, page 253 

Solution du probléme exposé au commencement du numéro précédent, dans le 

cas 941 le nombre des boules qui portent le méme numéro, n’est pas égal a 

Tunité , et varie suivant une loi quelconque............... n° 14, page 261 

Application de lartifice exposé dans le n° 13, a la solution de ce probléme. 

Sotent i quantités variables dont la somme est s, et dont les lois de possibilité 

sont connues, et peuvent étre discontinues ; on propose de trouver la somme 
des produits de chaque valeur que peut recevoir une fonction quelconque 
donnée de ces variables, multipliée par la probabilité correspondante a cette 

valeur. Application de cette solution a la recherche de la probabilité que l’erreur 
du résultat d'un nombre quelconque d’observations dont les lois de facilité des 

erreurs , sont exprimées par des fonctions rationnelles et entiéres de ces erreurs , 

sera comprise dans des limites données. 

Application de la méme solution a la recherche d’une régle propre a faire con~ 

naitre le résultat le plus probable des opinions émises par les divers membres 

d'un tribunal : cette régle n’est point applicable aux choix des assemblées élec- 

torales. Régle relative a ces choix, lorsqu’on fait abstraction des passions des 

électeurs , et des considérations étrangéres au mérite , qui peuvent les déterminer. 

Ces diverses causes rendent cette régle sujette 4 de graves inconyéniens qui I’ont 

fait abandonner. 

Recherche de la loi de probabilité des erreurs des observations, moyenne entre 
toutes celles qui satisfont aux conditions que les erreurs positives soient Ics 
mémes que les erreurs négatives, et que leur probabilité diminue quand elles 

AUgMENtENt..... cece eee eee es eeerer ese seteesesesers M 15, page 262 

CHAP. III. Des lois de la probabilité, qui résultent de la multipli- 
cation indéfinie des événemens........+.+++++++-++ page 275 

p étant la probabilité de Varrivée d'un événement simple a chaque coup , et 1—p, 
telle de sa non-arrivée ; determiner la probabilité que sur un trés-grand nombre 

n de coups, le nombre de fois que /'événement aura lieu , sera compris dans 

58 
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des limites données, Solution du probléme. Le nombre de fois le plus pro- 

bable, est np. Expression de la probabilité que ce nombre de fois sera compris dans 

les limites np /. Les limites =&/ restant les mémes , cette probabilité augmente 

avec le nombre n de coups: la probabilité restant la méme, le rapport de l'intervalle 

ol des limites aunombre n, se resserre quand nm augmente; et dans le cas de n infini , 

ce rapport deyient nul, et la probabilité se change en certitude. La solution du 

probléme précédent sert encore a déterminer la probabilité que la valeur de p 
supposée inconnue , est comprise dans des limites données , lorsque sur un trés- 

grand nombre n de coups, on connait le nombre z des éyenemens correspon- 

° = vg ” ‘ ‘ L 

dans a p qui sont arriyés. p est alors a trés—peu prés 23,0 généralement , lors- 

que dans un coup, il doit arriver !’un quelconque de plusieurs éyénemens simples , 
les probabilités respectives de ces événemens sont a trés—peu pres proportion— 

nelles au nombre de fois qu’ils arriveront dans un trés—-grand nombre n de 

coups. P étant la probabilité de Varrivée d'un événement comrposé de deux 

événemens simples dont p et 1 — p sont les possibilités respectives , et 1 — P étant 
la probabilité de la non-arrivée de cet éyénement composé ; si sur un trés-grand 

nombre n d’arrivées et de non-arriyées du méme éyénement, on connait le 

nombre i de ses arrivées; on a la probabilité que la yaleur de P sera comprise 
dans des limites données ; et comme P est une fonction connue de p, on en 

conclut la probabilité que la yaleur de p sera comprise dans des limites don- 
NECS, a bs. ME ote Pere cde Ve Ne vas Vee tee edes ope meds nee MID,» page 275 

Une urne A renfermant un trés-grand nombre n de boules blanches et noires ; 
ad chaque tirage, on en extrait une que l’on remplace par une boule aotek 
on demande la probabilité qu’aprés x tirages , le nombre des boules blanches 
sera X. 

Jia solution du probléme dépend d'une équation linéaire aux différences finies 
partielles du premier ordre, a coefficiens variables. Réduction de cette équa- 

tion a une équation aux différences partielles infiniment petites. Intégration de 

cette derniére équation. Application de Ja solution, au cas on Pie est rem— 

plie primitivement , de cette maniere : on projette un prisme droit dont la base 

étant un polygone régulier de p+ q cétés, est assez étroite pour que le 
prisme ne retombe jamais sur elle : sur les p + q faces latérales , p sont blanches 

et g sont noires, et l'on met dans lurne 4, a chaque projection, une boule 
de Ja couleur de la face sur laquelle le prisme retombe. 

Deux urnes A et B renferment chacune un trés-grand nombre n de boules 
blanches et noires , le nombre des blanches étant égal a celui des noires, dans 
la totalité 2n des boules ; on tire en méme tems une boule de chaque urne , 
et lon remet dans une urne, la boule extraite de l'autre. En répétant un 

nombre quelconque r de fois cette opération, on demande la probabilité qu'il 
¥y aura x boules blanches dans lurne A. 

Le probléme dépend d'une équation linéaire aux différences finies partielles du 
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second ordre , a cocfficiens yariables. Réduction de cette équation, a une équa- 
tion aux différenccs particlles infiniment petites du second ordre. Intégration 
de ceite derniére équation , au moyen d'une intégrale définie. Développement 
de cette intégrale, en séries. Détermination des constantes de la série, au 
moyen de sa valeur initiale. Théorémes analytiques relatifs a cet objet. Appli- 
cation de la solution, au cas ott l'urne 4 est primitivement remplie, comme 
dans Je probleme précédent. Valeur moyenne des boules blanches de chaque 
urne , apres r tirages. Fxpression ‘générale de cette valeur, dans le cas ow I’on 
a un nombre e d’urnes disposées circulairement, et renfermant chacune un 
grand nombre n de boules , les unes blanches et les autres noires ; chaque tirage 
Consistant a extraire en méme tems, une boule de chaque urne, et a la 
remettre dans la suivante, en partant de l'une d’elles , dans un sens déter— 
miné... ear aint aren ery Ure egtes cece ence teseerven 0°17, Pare. 284 

CHAP. IV. De la probabilité des erreurs des résultats moyens 
@un grand nombre d’observations , et des résultats moyens les 
PM eke cies ee ptr Us in aden pha POC CLIO S 

Déterminer la probabilité que la somme des erreurs d’un grand nombre d'obser- 
vations , sera comprise dans des limites données , en supposant que la loi de 
posstbilite des erreurs est connue , et la méme pour chaque observation , et que 
les erreurs négatives sont aussi possibles que les erreurs positives correspon- 
duntes. Expression générale de cette probabilité........... n° 18, page 304 

Determiner dans les suppositions précédentes , la probabilité que la somme des 
erreurs d'un grand nombre d’observations , ou la somme de leurs carrés , de 
leurs cubes, etc., sera comprise dans des limites données , abstraction faite 

du signe. Expression générale de cette probabilité, et de la somme la plus 

probable....... Siete wate Wehae ale oe hte Ee 2 debe gnts « 5 EG Ga DARE OR 

Un élement étant connu a fort peu pres , déterminer sa correction par l'ensemble 
d'un grand nombre d'observations. Formation des équations de condition. En 

les disposant de maniére que dans chacune d'elles , le coefficient dela cor- 

_rection de l’élément ait le méme signe, et les ajoutant, on forme une équation 

finale qui donne une correction moyenne. Expression de la probabilité que 

erreur de cette correction moyenne est comprise dans des limites données. La 
maniére la plus générale de former |’équation finale , est de multiplier chaque 
équation de condition, par un facteur indéterminé , et d’ajouter tous ces pro- 

duits. Expression de la probabilité que lerreur de la correction donnée par 

cette équation finale, est comprise dans des limites données, Expression de 

Yerreur moyenne que l'on peut craindre en plus ou en moins. Détermination 

du systeme de facteurs, qui rend cette erreur un minimum, On est conduit 

alors au résultat que donne la méthode des moindres carrés des erreurs des 

observations. Erreur moyenne de son résultat. Son expression dépend de la 
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loi de facilité des erreurs des observations. Moyen de len rendre indépen= 

SSE EERO ER OO Os eens 

Corriger par Pensemble d'un grand nombre d'observations , plusieurs élémens 

déja connus a fort pew pres. Formation des équations de condition. En les 

multipliant chacune par un facteur indéterminé, et ajoutant les produits, on 

forme une premiére équation finale : un second systéme de facteurs , donne une 

seconde équation finale, et ainsi de suite jusqu’a ce que I’on ait autant d’équa- 

tions finales , qu’il y a d’élémens a corriger. Expressions des erreurs moyennes 

que Ton peut craindre sur chaque élément corrigé par ces équations finales. 

Détermination des systémes de facteurs, par la condition que ces erreurs moyennes 

soient des minima. On retombe alors dans la méthode des moindres carrés 
des erreurs des observations; d’ou il suit que cette méthode est celle que le 

calcul des probabilités indique comme étant la plus avantageuse. Expressions des 
erreurs moyennes qu'elle laisse encore a craindre en plus ou en moins, sur 

chaque élément. Ces expressions sont indépendantes de la Joi de facilité des 

erreurs de chaque observation , et ne renferment que des données des obser- 

vations. Moyen simple de comparer entre elles, du cété de la précision, di- 

verses tables astronomiques d’un méme astre............-. m°21 page 322 

Examen du cas ot la possibilité des erreurs négatives, n’est pas la méme que celle 
des erreurs positives. Résultat moyen yers lequel converge la somme des pro- 
_duits des erreurs d’un grand nombre d’observations , par des facteurs quelconques ; 
probabilité de.cette Convergence...is.siecus-cwiesy «vie alunsatres amines 93), pagelo2g 

Examen du cas ot I’on considére les observations déja faites. Alors l’erreur de 

la premiére, donne les erreurs de toutes les autres. La probabilité de cette 

erreur, prise @ posteriori , ou d’aprés les observations déja faites , est le pro- 
duit des probabilités respectives , a priori , des erreurs de chaque observation. En 
conceyant done une courbe dont l’abscisse soit l’erreur de la premiére obser— 

vation , et dont ce produit soit l’ordonnée; cette courbe sera celle des probabilités, 
a posteriori, des erreurs de la premiére observation. L’erreur qu’il faut lui sup- 

poser est l’abscisse correspondante a lordonnée qui divise Taire de la courbe, 
en deux parties égales. La valeur de cette abscisse dépend de la Joi inconnue des 
probabilités , a priori, des erreurs des observations ; et dans cette ignorance , 

il convient de s’en tenir au résultat le plus avantageux , déterminé a priori , 
par les articles précédens. Recherche de la loi des probabilités, a priori, des 
erreurs , qui donne constamment la somme des erreurs , nulle pour le résultat 
qu'il faut choisir @ posterior’. Cette loi donne généralement la régle du minimum 
des carrés des erreurs des observations. Cette derniére régle devient nécessaire , 
lorsque lon doit choisir un résultat moyen entre plusieurs résultats donnés chacun, 
par un grand nombre d’observations de divers genres...... n°23, page 333 

Recherche du systéme de corrections de plusieurs élémens , par un grand nombre 
observations , qui rend un minimum, abstraction faite du signe, la plus 
grande des erreurs qu’il leur suppose. Ce systéme est celui qui rend un minimum, 
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Ja somme des puissances semblables , trés—éleyées et paires de chaque erreur. 
I] différe peu du systéme donné par la méthode des moindres carrés des erreurs 

des observations. Notice historique sur les méthodes de correction des élémens , 
par les observations........ Cate are. vb eke .. n° 24, page 343 

CHAP. V. Application du Calcul des Probabilités, 4 la recherche 
des phénoménes et de leurs causes...........+.... page 34g 

On peut par l’analyse des chapitres précédens, appliquée a un grand nombre 

d’observations , déterminer la probabilité de lexistence des phénoménes dont 
létendue est assez petite pour étre comprise dans les limites des erreurs de 

chaque observation. Formules qui expriment que les probabilités de l'existence 
du phénoméne et de son étendue, sont comprises dans des limites données. 

Application a la yariation diurne du baromeétre , et a la rotation de la terre, 

déduite des expériences sur la chiite des corps. La méme analyse est applicable 

aux questions les plus délicates de l’astronomie, de l'économie poktique , de la 

médecine , etc. , et a la solution des problémessur les hasards , trop compliqués , 

pour étre résolus directement par l'analyse. Un plancher eétant divisé en petits 

carreau.x rectangles , par des lignes paralléles et perpendiculaires entre elles ; 

déterminer la probabilité qu'en projetant au hasard, une aiguille , elle retom- 

bera.gur un Jointsdeces GQTKeAUL, Waias . WTA aris ww sind 0% n° 25, page 34g 

CIIAP. VI. De la probabilité des causes et des événemens futurs , 
tirée des €yénemens Observes. ...+.2..-corseterees PAZl O00 

Un événement observé étant composé d'événemens simples du méme genre, et 

dont la possibilité est inconnue ; déterminer la probabilité que cette possibilité 

est comprise dans des limites données. Expression de cette probabilité. Formule 

pour la déterminer par une série trés-conyergente , lorsque |’éyénement observé 

est composé d’un grand nombre de ces éyénemens simples. Extension de cette 

formule , au cas ot l’événement obseryé est composé de plusieurs genres différens 

lege MeMETC eps, cect ss ees rire: teen ee on vetenanal 20 + age oD 
Application de ces formules aux problémes suiyans. Deux joueurs A et B jouent 

ensemble a cette condition, que celui qui sur trois coups en aura gagné deux, 
gagnera la partie, le troisi¢me coup n’étant pas joué comme inutile , si le méme 

joueur gagne les deux premiers coups. Sur un grand nombre n de parties 
gagnées, A en a gagné le nombre i; on demande la probabilité que son 
adresse , respectivement au joueur B , est comprise dans des limites données. 

On demande la probabilité que le nombre des coups joués est compris dans des 
limites déterminées. Enfin , ce dernier nombre étant supposé connu, on de- 
mande la probabilité que le nombre des parties est compris dans des limites 

données. 

Solutions de ces divers problémes........s++eseseeeeveseee n° 27, page 369 
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Application des formules du n° 26 , aux naissances obseryées dans les principaux 

lieux de I’Europe. Partout le nombre des naissances des garcons est supérieur a 

celui des naissances des filles. Déterminer la probabilité qu'il existe une cause 
constante de cette supériorité , d’aprés les naissances observées dans un lieu 

donné. Solution du probléme. Cette probabilité pour Paris , différe excessive 

ment peu de la certitude............ Att els Glee ieleain dea de 20 5. Daeerory 
; i : 25 , 

A Paris , le rapport des baptémes des garcons a ceux des filles , est ee tandis 

qu’a Londres, ce rapport est 3. Determiner la probabilité qu'il existe une 

cause constante de cette différence. Solution du probléme. Cette probabilite 
est trés-grande. Conjecture vraisemblable sur cette cause.... n°29, page 381 

Recherche de la probabilité des résultats fondés sur les tables de mortalité ou 
d’assurance, construites sur un grand nombre d’obseryations. 

Supposant que sur un grand nombre p d'individus de Tage A, on ait observé 
qu'il en existe q a lage A+ a, ra lage A+a- a’, etc. , déterminer la 

probabilité que surun grand nombre p' d’individus du méme age A, il en 
A {d 

existera PI 7G lage A+a, = +2’ a lage A+a’, etc. Solution du 

probléme. I] en résulte qu’en augmentant le nombre p, on approche sans 
cesse de la vraie loi de mortalité , ayec laquelle les résultats des observations 

coincideraient , sip était infini.............seeeeveseeees m° 50, page 384 

Evaluer au moyen des naissances annuelles , la population d'un vaste empire. 

Solution du probléme. Application a la France. Probabilité que l’erreur de 

cette évaluation sera comprise dans des limites données..... n° 31, page 391 

Expression de la probabilité d'un éyénenent futur , tirée d’un éyénement observé. 

Lorsque l’événement futur est composé d’un nombre d’éyénemens simples , 

beaucoup plus petit que celui des éyénemens simples qui entrent dans l’éyé- 

nement observé; on peut sans erreur sensible , déterminer la possibilité de 

léyénement futur , en supposant a chaque éyénement simple , la possibilité qui 
rend T’éyénement observé , le plus probable............... n° 32, page 394 

Depuis l’époque ow Lon a distingué a Paris, sur les registres, les naissances 
de chaque sexe, on a observé que le nombre des naissances masculines l’em- 

porte sur celui des naissances féminines ; déterminer la probabilité que cette 

supériorité annuelle se maintiendra dans un interyalle de tems donnée , par 
> iad Py 

exemple, dans Fespage at unystecle: c. sAuies. x. sehige, HUES S page 397 

CHAP. VII. De Pinfluence des inégalités inconnues qui peuvent 
exister entre des chances que l’on suppose parfaitement égales , 
corres eree Fe eevee eereeereeee eer ee Geeeeseeoeveeeaeeeeeaese page 402 

Examen des cas dans lesquels cette influence est fayorable ou contraire. Elle 
est contraire a celui qui, au jeu de croix et pile, parie damener croix un 
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nombre impair de fois , dans un nombre pair de coups. Moyen de corriger cette 
IDLE NCR RE vae ee Tee Medl, SGEN Bey EROS 5 .-. n° 34, page 4o2 

CIIAP. VIII. Des durees moyennes de la vie, des mariages et des 
associations quelcONnqueS.......6.+-seeeeeeesss.s. page 408 

Expression de Ja probabilité que la durée moyenne de la vie d'un grand nombre 

n denfans , sera comprise dans ces limites, yraie durée moyenne de la vie , 

plus ou moins une quantité donnée trés—petite. Il en résulte que cette pro- 

babilité croit sans cesse a mesure que le nombre des enfans augmente , et 

que dans le cas d’un nombre infini , cette probabilité se confond ayec la certi- 

tude , l'intervalle des limites deyenant infiniment petit ou nul. Expression de 
erreur moyenne que lon peut craindre en prenant pour durée moyenne 

de Ja vie , celle d'un grand nombre d'enfans. Régle pour conclure des tables 

de mortalité , la durée moyenne de ce qui reste 4 viyre, a une personne d’un 
Sula « (51 Ss iar, eetoaiee Ena bs * oa ge Sli era eta n° 35 , page 408 

Expression de la durée moyenne de la vie, si l'une des causes de mortalité vient a 

s’éteindre. Expression particuli¢re au cas ou !’on parvient a détruire une maladie 

qu’on ne peut contracter qu'une fois dans la yie, L’extinction de la petite 

vérole , au moyen de la vaccine , accroitrait de plus de trois années , la durée 

moyenne de la vie, si l'accroissement de population qui en résulterait , n’était 
point arrété par le défaut de subsistances.......... ve Sa SS, “page Are 

De la durée moyenne des mariages. Expression de leur durée moyenne Ja 
plus probable ; et de la probabilité que l’erreur de cette expression est comprise 

dans des limites données. De la durée moyenne des associations formées d'un 

nombre quelconque d’individus........-.eesseseres satiate em Sais paget415 

CHAP. IX. Des bénéfices dépendans de la probabilité des événe- 
TCHS HULUTS: «015 iss wie s a4 os wiete ce teeeees fe  UDELE Bh1g 

Si Ton attend un nombre quelconque d’événemens simples dont les probabilités 
soient connues , et dont larrivée procure un avantage , leur non-arrivée causunt 

une perte ; déterminer le bénéfice mathématique résultant de leur attente. 
Expression de la probabilite que le bénéfice réel sera compris dans des 

limites données , quand le nombre des éyénemens attendus est trés-grand. Quel- 
, e yd , , / . 

que peu d’avantage que produise chaque éyénement attendu ; le bénéfice deyient 

infiniment grand et certain , quand le nombre des éyénemens est supposé 
SMe Pe a cps, sae ee ea wass oe mone cacrereesceees N° OB, page 419 

Si les diverses chances d'un événement attendu, produisent des avantages et 

des pertes dont les probabilités respectives solent données ; déterminer le béné- 

fice mathématique résultant de lattente d'un nombre quelconque d’événemens 
semblables. Expression de la probabilité que le bénéfice reel sera compris 
dans des limites données , lorsque ce nombre est trés-grand... n° 39 , page 425 
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Des bénéfices des établissemens fondés sur les probabilités de Ja vie. Expression 
du capital quil faut donner pour constituer une rente viagere sur une ou 

plusieurs tétes. Expression de la rente qu’un individu doit donner a un 

établissement, pour assurer a ses héritiers un capital payable a sa mort. Ex- 

pression de la probabilite que le bénéfice réel de l’établissement sera compris 

dans des limites données, en supposant qu'un grand nombre d’individus , en 
constituant chacun une rente sur sa téte, versent chacun une somme déter- 

minée dans la caisse de l’établissement, pour subyenir a ses frais. n° 40, page 426. 

CHAP 2X2 De Vesperance-moralersserev sare save ee papeason 

Expression de la fortune morale, en partant de ce principe, que le bien moral 
procuré a un individu, par une somme infiniment petite, est proportionnel 

a cette somme divisée par la fortune physique de cet individu. Expression 

de la fortune morale résultante de Il’expectative d’un nombre quelconque 

d’évenemens qui procurent des bénéfices dont les probabilités respectives sont 

connues. Expression de fortune physique correspondante a cette fortune morale, 

L’accroissement de cette fortune physique, résultant des événemens attendus , 

est ce que je nomme avantage moral relatif a ces événemens. Conséquences 
qui résultent de ces expressions. Le jeu mathematiquement le plus égal, 

toujours désayantageux. I] yaut mieux exposer sa fortune par parties, a des 
dangers indépendans les uns des autres, que de l’exposer toute entiére au 
méme danger, En divisant ainsi sa fortune , l'ayantage moral se rapproche sans 

cesse de l’ayantage mathématique et finit par coincider avec lui, lorsque la 
division est supposée infinie, L’avantage moral peut étre augmenté au moyen 

des caisses d’assurance, en méme tems que ces caisses produisent aux assu— 
retire tn” bénefice-certain }. 0% 0. os eee ets ses Oe eS A plagedaoe 

Explication, au moyen de la théorie précédente, d’un paradoxe que présente 

pewmealen!\ des sprohabilitess ys kaw $s ete ow ee ban ge n° 42, page 439 
Comparaison de l’ayantage moral du placenrent d'un méme capital, sur une 

téte, avec celui du placement sur deux tétes. On peut a la fois, par de 
semblables placemens, accroitre son propre avantage, et assurer dans l'avenir 

le sort des personnes qui nous inteéressent........+...+++ n° 45, page 442 

FIN DE LA TABLE DES MATIERES. 
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ERRATA. 

Page 2, ligne 5, a compter du bas, supprimez le mot électorales. 

13, 4enremont., aux coefficiens de t,.,;, /isez au coefficient de t?*’. 

q 
wd ee 

pee eS 
; ap dx’ = 

4k; 14, substituez entre les crochets —c Ey ee corn 

dy 
eee ZY") 

x aaa 

a a 2 

2° dz’ 
— C 

eet li nw 
109, Te ed banat ican cipagt ise aia f kewl oeccced 

tL —x ? —r 
129, 4, Axf"dz.c”, lisez Afx” dx.c”. 

nc? : nc* 
160, 1— » lisez — 

co—1 cl 

161 et 162, ligne derniére, n° 32, lisez n° 33. 

203, 1 geino2,disen n°. .5a, 

249, 1g, au lieu de a—i, sez x1. 

412, 11, au lien de 39, lisez 36. 
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